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Tema 6. Variables aleatorias continuas

Resumen del tema

6.1. Definicion de variable aleatoria continua

= Identificacion de una variable aleatoria continua X: es preciso conocer su funcién de densi-
dad, f(x), que debe verificar:

* f(z) > 0 para todo nimero real z.
* El area total bajo la curva y = f(x) vale 1.

* La probabilidad de que la variable aleatoria X esté comprendida entre a y b, P(a < X <
b), viene determinada por el drea bajo la curva y = f(x) entre z = a 'y = = 0.

= Los valores concretos de la funcién de densidad no tienen ningin significado especial pues las
probabilidades vienen determinadas por areas bajo la curva determinada por la funcion de
densidad y no por valores de la funcién de densidad. En todo caso, este hecho nos informa de
que en las distribuciones continuas la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor
concreto, P(X = a), es cero, como corresponde al drea de un rectangulo de base un punto y
altura f(a). Resumiendo, si X es una variable aleatoria continua, entonces:

P(X =a)=0 paratodoa.

= La representacién grafica de la funcién de densidad de una variable aleatoria continua
es equivalente al poligono de frecuencias relativas de una variable estadistica continua cuando
la amplitud de los intervalos es infinitesimal.

= La media y la varianza de una variable aleatoria continua se determinan mediante una
operacion matematica denominada integral.

= La funcion de distribucion de una variable aleatoria continua X se define igual que para
cualquier variable aleatoria; es decir:

Fx(t)=P(X <t) paratodot.

» El valor de Fx(t) coincide con el drea bajo la curva y = f(x) desde el valor més pequeno que
puede tomar la variable hasta el valor t.

» Para algunas variables aleatorias continuas los resultados de la funcién de distribucién se
pueden determinar con cualquier paquete estadistico, como MINITAB o SPSS.

= Si X es una variable aleatoria continua, entonces:
* P(X <a)=P(X <a) = Fx(a) para todo a.
* P(X >a)=P(X >a)=1- Fx(a) para todo a.

* Pla<X <b)=Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X <b)=Fx(b)— Fx(a) para
todo a y b.
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6.2. La distribucién Normal
6.2.1. Distribucion Normal

Una variable aleatoria continua X tiene una distribucion Normal de parametros 1 y o si su
funcién de densidad es:

1 1 /fx—p 2
xr) = exp | —= ara todo x,
fz) = —— p( 2( - >> p

donde 1 es cualquier ntimero, o es cualquier nimero positivo y, en general, exp(t) significa e, siendo
e la base de los logaritmos neperianos.

Son equivalentes las dos afirmaciones siguientes: “X tiene una distribucién Normal de parametros
wy o’y “X es una variable aleatoria Normal de pardmetros puy o”.

La variable aleatoria Normal de pardmetros p y o serd denotada por:

N(p,0).
Se cumplen las siguientes propiedades:

» La media, la mediana y la moda de una variable aleatoria N (u, o) coinciden entre s{ y tienen
por valor al parametro p.

» La desviacién tipica de la distribucién N (u, o) es igual al pardmetro o.

» La curva que representa a la funcién de densidad de la distribucion N(u,o) es simétrica
respecto de la recta vertical de ecuacién x = p.

s El drea comprendida entre el eje horizontal y la curva que representa a la funciéon de densidad
de la distribucién N (p, o) vale 1 (como ocurre con cualquier distribucién continua).

6.2.2. Distribucion Normal Estandar

A la variable aleatoria Normal de pardmetros 0 y 1 se le llama variable aleatoria Normal
Estandar, o Normal Tipica, y se le denota por N(0,1).

6.2.3. Uso de la tabla de la funcion de distribucion

La tabla de la funcién de distribucién de la variable aleatoria Normal Estdndar, Z, da las
probabilidades a la izquierda de niimeros positivos; es decir, P(Z < t), con t > 0. A partir de
las propiedades de simetria y de que el area total bajo la curva de densidad es la unidad, pueden
deducirse todos los casos: probabilidades a la izquierda o a la derecha de nimeros positivos o
negativos.

6.2.4. Uso de la tabla de los cuantiles

Ademés de tener tabulados los resultados de la funcién de distribucién de la variable aleatoria
Normal Estandar, también tenemos tabulados los valores inversos de la funcién de distribucién; es
decir, los cuantiles.

El cuantil (o percentil) al 100p % de la variable aleatoria Normal Estdndar se denota por Z, y

es el valor que verifica:
PN(0,1) < Z,) =p,
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es decir, el drea comprendida entre la curva de densidad de la distribuciéon N'(0, 1) y el eje horizontal,
a la izquierda de Z,, es igual a p.

Otra interpretacién es la siguiente: el valor Z,, deja por debajo el 100p % de todos los resultados
de una variable aleatoria Normal Estandar.

El resultado de Z, se puede determinar con cualquier paquete estadistico, como MINITAB o
SPSS (para cualquier valor de p) y con las tablas de los cuantiles de A/ (0,1) (para algunos valores

de p).

6.2.5. Tipificacién

Se conoce por tipificacién a la transformacién realizada con una variable aleatoria cuando se
le resta su media y se divide por su desviacién tipica.

Si la variable aleatoria X es Normal de pardmetros py o, X = N(u,0), entonces la variable
aleatoria que resulta cuando tipificamos:

es una Normal Estandar; es decir, Z = N(0,1).

6.3. Otras distribuciones continuas importantes
6.3.1. Distribucion chi-cuadrado de Pearson

Si Z1,7Zs,...,Z, son variables aleatorias independientes, todas ellas con distribucién Normal
Estandar, entonces la variable aleatoria Z? + Z2 + --- + Z2 sigue una distribucién denominada
chi-cuadrado de Pearson con n grados de libertad, que se denota por 2.

El cuantil al 100p % de x?2 se representa por X%,p y es el valor que verifica:

P(xp <xa.,) =0,

es decir, el drea comprendida entre la curva de densidad de la distribucién x?2 y el eje horizontal, a
la izquierda de th p» €sigual a p.

Otra interpretacion es la siguiente: el valor y2 .p deja por debajo el 100p % de todos los resultados
de una variable aleatoria chi-cuadrado de Pearson con n grados de libertad.

El resultado de X%,p se puede determinar con cualquier paquete estadistico, como MINITAB o
SPSS (para cualquier valor de n y p) y con las tablas de los cuantiles de x2 (para algunos valores

de ny p).

6.3.2. Distribucion t de Student

Si Z sigue una distribucién Normal Estdndar y x2 es independiente de Z, entonces la variable
aleatoria
VA

X2

n
sigue una distribuciéon denominada ¢ de Student con n grados de libertad, que se denota por

tn.

El cuantil al 100p % de t,, se representa por t, , y es el valor que verifica:

P(tn Stn,p) =p,
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es decir, el area comprendida entre la curva de densidad de la distribucién ¢,, y el eje horizontal, a
la izquierda de t,, ,, es igual a p.

Otra interpretacion es la siguiente: el valor t,, ), deja por debajo el 100p % de todos los resultados
de una variable aleatoria t de Student con n grados de libertad.

El resultado de t,,,, se puede determinar con cualquier paquete estadistico, como MINITAB o
SPSS (para cualquier valor de n y p) y con las tablas de los cuantiles de t,, (para algunos valores de

nyp).

6.3.3. Distribuciéon F de Snedecor

Si tenemos dos variables aleatorias chi-cuadrado independientes, x2, v X2, entonces la variable
aleatoria )
Xm
_m_
X
n
sigue una distribuciéon denominada F' de Snedecor con m grados de libertad en el numerador
y n grados de libertad en el denominador, que se denota por F, .

El cuantil al 100p % de Fy, , se representa por Fy, , p, v es el valor que verifica:
P(Fm,n < Fm,n,p) =D,

es decir, el drea comprendida entre la curva de densidad de la distribucién £, , y el eje horizontal,
a la izquierda de Fi, , p, es igual a p.

Otra interpretaciéon es la siguiente: el valor Fy, , , deja por debajo el 100p % de todos los
resultados de una variable aleatoria F' de Snedecor con m grados de libertad en el numerador y n
grados de libertad en el denominador.

El resultado de F}, ,,, se puede determinar con cualquier paquete estadistico, como MINITAB
o SPSS (para cualquier valor de m, n y p) y con las tablas de los cuantiles de F},, , (para algunos
valores de m, n y p).
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Ejemplos que se van a resolver en clase

Ejemplo 6.1. Si Z = N(0,1) calcular las siguientes probabilidades:

a) P
b) P

Z < 0/321).

Z >1'275).

c) P(Z < —2'152).

d) P(Z > —0'456).

e) P(—1'434 < Z < 1568).

—~~ ~~ —~

Ejemplo 6.2. Si Z = N(0,1) determinar los siguientes cuantiles e interpretar los resultados.

a) Mediana de Z.
b) Tercer cuartil de Z.

c) Primer cuartil de Z.

Ejemplo 6.3. En una determinada asignatura de un Grado en Informacién y Documentacion se
sabe que las calificaciones siguen una distribucién Normal de media 5’5 y desviacién tipica 1'5.
Si en un ano académico hay 150 alumnos matriculados en esta asignatura, calcular el niimero
de alumnos que obtendran una calificacién:

a) menor o igual que 3.
b) mayor o igual que 8.

c) comprendida entre 4 y 6.
Ejemplo 6.4. Determinar los siguientes cuantiles e interpretar los resultados.

a) Mediana de x3,.

b) Tercer cuartil de x3,.
Ejemplo 6.5. Determinar los siguientes cuantiles e interpretar los resultados.

a) Tercer cuartil de to5.

b) Primer cuartil de gp.
Ejemplo 6.6. Determinar los siguientes cuantiles e interpretar los resultados.

a) Cuantil al 95% de Fy,10.
b) Cuantil al 10% de F20710.



Dra. Josefa Marin Ferndndez. Grado en Informacion y Documentacion. Estadistica. Tema 6 6

Problemas propuestos

Problema 6.1. Si Z es una variable Normal Estandar, determinar:
a)
b)
c)

P(Z < 2'21).
P(Z < 347).
P(Z < —1'7T5).
d) P(Z > 2'46).
e) P(Z > 324).
f) P(Z > —308).
g) P(1'12 < Z < 2/68).

h) P(—0'85 < Z < 1'27).
i) P(—297 < Z < —1/33).

Problema 6.2. Si X es una variable Normal con media 846 y desviacién tipica 1’14, hallar:

a) P(X <911).

b) P(X < 12'33).

c) P(X < 6'41).

d) P(X > 10'52).

e) P(X >1261).

f) P(X > 4'01).

g) P(6'11 < X < 11'91).
h) P(7'53 < X < 10'33).

i) P(5'05 < X < 6'83).
Problema 6.3. Hallar el valor de los siguientes cuantiles:
a) ZO/58'
b) 20/42.
c) Zy999-

d) Zyoor-

Problema 6.4. El cociente intelectual de 5.600 alumnos del Grado en Informaciéon y Documenta-
cién de diversas universidades sigue una distribucién Normal de media 130 y desviacion tipica
6. Calcular cudntos de ellos tienen un cociente intelectual:

a) mayor que 140.
b) entre 125 y 135.

c) menor que 120.

Problema 6.5. Calcular el valor de los siguientes cuantiles:

a) X%,O’Ol'
b) X%,0'99‘
2
c) X72,0'975°

Problema 6.6. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién chi-cuadrado de Pearson
con 15 grados de libertad. Determinar el valor de a que verifica la siguiente igualdad:
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a) P(X <a)=005.
b) P(X > a)=099.
Problema 6.7. Calcular el valor de los siguientes cuantiles:
a) tag, 09
b) t26,01-
c) trs, 08
Problema 6.8. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién ¢t de Student con 20 grados
de libertad. Determinar el valor de a que verifica la siguiente igualdad:
a) P(X <a)=099.
b) P(X > a)=025.

Problema 6.9. Calcular el valor de los siguientes cuantiles:

a) F3 6,0975-

b) Fs 50,0001

c) Fus 35, 001

Problema 6.10. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion F' de Snedecor con 10

grados de libertad en el numerador y 8 grados de libertad en el denominador. Determinar el
valor de a que verifica la siguiente igualdad:

a) P(X <a)=009.

b) P(X > a) = 005.
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Soluciones de los problemas propuestos

Solucién del problema 6.1. a) 0/986447, b) 0/9997398, c) 0/040059, d) 0/006947, e) /0005976,
£) 0998965, g) 0/127676, h) 0/700295, i) 0/09027.

Solucién del problema 6.2. a) 0715661, b) 09996505, c) 0/03593, d) 0/035148, ) 00001363,
£) 09999519, g) 0979078, h) 0/743389, i) 0/074964.

Solucién del problema 6.3. a) 020189, b) —0'20189, c¢) 309023231, d) —3'09023231.

Solucién del problema 6.4. a) 0'04746 - 5600 = 265’776 ~ 266 alumnos, b) 0'593462 - 5600 =
3323'3872 ~ 3323 alumnos, ¢) 0'04746 - 5600 = 265’776 ~ 266 alumnos.

Solucién del problema 6.5. a) 0’87209, b) 16’8119, ¢) 97'356547.
Solucién del problema 6.6. a) 726094, b) 5'22935.

Solucién del problema 6.7. a) 1’315, b) —1'315, c¢) 0'844772.
Solucién del problema 6.8. a) 2'528, b) 0/687.

Solucién del problema 6.9. a) 5’5996, b) 0416684, c) 0/'477478.

Solucién del problema 6.10. a) 2'538, b) 3/3472.



