Espacios compactos

En este capitulo introducimos los conceptos de espacio y subespacio compacto.
Se estudian propiedades de los conjuntos compactos, asi como relacién entre la
compacidad y las funciones continuas. Analizamos cémo son los subconjuntos
compactos de la recta real y del espacio euclideo R™ y, en general en los espacios
métricos, la compacidad secuencial y la compacidad por punto limite o propiedad
de Bolzano-Weierstrass, hasta el teorema de Heine-Borel-Lebesgue. Finalizamos
probando que la compacidad esta caracterizada por la propiedad de la interseccién
finita.

La estandarizacién del concepto de compacidad tardé muchos aiios en producirse.
Desde principios del siglo XX se fueron introduciendo distintas definiciones de
compacidad, que pretendian extender a espacios topoldgicos arbitrarios algunas
propiedades conocidas de los intervalos cerrados y acotados [a, b] de la recta real,
cruciales en la demostracion de ciertos teoremas, tales como el teorema del valor
maximo y el teorema de la continuidad uniforme.

Surgieron asi los distintos “tipos” de compacidad: compacidad numerable, com-
pacidad por punto limite, compacidad secuencial, etc. Posteriormente, los mate-
maticos asumieron que era posible encontrar una definicién en términos maés
débiles y generales; de hecho, en términos de recubrimientos del espacio por con-
juntos abiertos.

Se pretenden alcanzar las siguientes competencias especificas:

= Utilizar los conceptos bésicos asociados a la nocién de espacio métrico.

= Reconocer y utilizar las propiedades sencillas de la topologia métrica.
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114 4.1. Compacidad

= [dentificar los subconjuntos compactos de la recta real y, en general, de los
espacios euclideos.

= Relacionar los conceptos de compacidad y continuidad en un espacio métri-
co.

= Saber caracterizar diferentes propiedades y conceptos topoldgicos mediante
el uso de sucesiones, particularmente la continuidad, la adherencia, los sub-
conjuntos cerrados y los subconjuntos compactos.

Se desarrollardn los contenidos siguientes:

= Espacio y subespacio compacto.

= Relacidn entre la compacidad y las funciones continuas.

= Subconjuntos compactos de la recta real y del espacio euclideo R™.
= Compacidad secuencial.

= Propiedad de Bolzano-Weierstrass.

= Teorema de Heine-Borel-Lebesgue.

= Propiedad de la interseccién finita.

4.1. Compacidad

Definicion 4.1.1. Sea X un conjunto y sea A C X. Un cubrimiento o recubri-
miento de A es una familia A = {A;};cr de subconjuntos de X de manera que
A C UjerA;. Un subcubrimiento o subrecubrimiento es una subfamilia B C A
que es también un recubrimiento de A. Un recubrimiento es finito si estd formado
por una cantidad finita de conjuntos. Cuando (X, d) es un espacio métrico y cada
A; es un abierto de X, se dice que A es un recubrimiento abierto de A.

Ejemplos

Ej4.1. Sea X = R, entonces la familia A = {[—n,n|}7°, constituye un re-
cubrimiento de R, pero no es un recubrimiento abierto para la distancia
usual. Un ejemplo de un subrecubrimiento de A es D = {[—2n, 2n|}° ,,
pues sélo contiene los intervalos cuyos extremos son ndmeros pares.

La familia {(—n,n)}7° ; también es un recubrimiento, esta vez abierto, de
R, pero no es un subrecubrimiento de .4, pues estos intervalos son abiertos
y aquellos son cerrados.
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4. Espacios compactos 115

Definicion 4.1.2. Un espacio métrico (X, d) es compacto si todo recubrimiento
abierto de X admite un subrecubrimiento finito.

Ejemplos

Ej.4.2. Larectareal R no es compacta, pues el recubrimiento de R por intervalos
abiertos
A={(n,n+2):neZ}

no contiene ningin subrecubrimiento de R. En efecto, si suponemos que la
familia {(n,n + 2) : n € H}, con H C Z finito, es un subrecubrimiento
finito, entonces tomando n; = min{n : n € H} yny = max{n :n € H}
tenemos que |J,,c (7, n + 2) C (n1,n2 + 2), que no coincide con R.

Ej.4.3. Cualquier espacio X que contenga a un nimero finito de puntos es com-
pacto, pues de cualquier recubrimiento por abiertos de X se puede extraer
claramente un subrecubrimiento finito.

Ej.4.4. El intervalo (0, 1], con la topologia inducida por la usual de R, no es
compacto; el recubrimiento abierto

A={(1/n,1]:neN,n > 2}

no contiene ningin subrecubrimiento finito. En efecto, si suponemos que
la coleccion {(1/n,1] : n € H,n > 2}, con H C N finito, es un subre-
cubrimiento finito de (0, 1], tomamos ng = max{n : n € H} de modo
que

U (/n,1] = (1/no, 1]

neH
que, evidentemente, no es (0, 1]. Aplicando un argumento andlogo se de-
muestra que tampoco es compacto el intervalo (0, 1) con la topologia usual
inducida.

Ej.4.5. Cualquier conjunto infinito con la distancia discreta (X, dp) no es com-
pacto, puesto que {{x} : x € X} es un recubrimiento abierto de X del que
no se puede extraer ningtin subrecubrimiento finito.

4.2. Subconjuntos compactos

Definicion 4.2.1. Sea (X, d) un espacio métricoy K C X un subconjunto. Di-
remos que K es un conjunto compacto en (X,d) si (K,dg), con la topologia
relativa, es un espacio compacto. En este caso se dice que (K, d) es un subes-
pacio compacto.
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116 4.2. Subconjuntos compactos

Ejemplos
Ej.4.6. Elsiguiente subespacio de R es compacto con la distancia usual inducida,
X ={0}uU{l/n:n e N}

Esta claro que se trata de la sucesion convergente {1/n}°°; junto a su
limite 0. Para todo recubrimiento abierto A de X, existe un elemento Ag de
A que contiene al 0. Como A es abierto, contiene una bola B(0, €); y como
1/n — 0, existe ng tal que si n > ng, entonces 1/n € B(0,e) C Ap; es
decir, el conjunto Ay contiene a todos los puntos de la forma 1/n excepto
a un nimero finito de ellos; elijamos para cada uno de estos puntos que
no estan en Ap un elemento de A que lo contenga. La coleccion de estos
elementos de A, junto con el propio Ag, constituyen un subrecubrimiento
finito de X.

Proposicion 4.2.2. Sea K un subespacio de un espacio métrico (X, d). Entonces
K es compacto si, y sdlo si, para toda familia { A;};c1 de abiertos en X tal que
K C UjerA,, existe una subfamilia finita {A;}7_, tal que K C U}, A;.

DEMOSTRACION. -

”="Supongamos que K es compacto y sea K C U;crA;, donde {4;};cr es una
familia de abiertos de (X, d). Entonces, segun la definicién de topologia relativa,
la familia { A; N K };er es un recubrimiento de K por abiertos de (K, d ). Como
este subespacio es compacto, se puede extraer un subrecubrimiento finito de modo
que

K=(A4,NK)U---U(4;, NK).

De aqui se deduce que K C A;, U---UA;, .

”<="Veamos que (K,dx) es compacto. Para ello, sea {A;};c; una familia de
abiertos de (K, dx) que recubren K. Entonces cada abierto A; se puede escribir
de la forma A; = B; N K, donde B; es un abierto en (X, d) y asi se tiene que
K C U;er B;. Por hipdtesis, existirdn B;,, ..., B; talesque K C B;, U---UDB;
de forma que

K=(Bj,U---UB, )NK=(B;y NK)U---U(B;, NK)=A4;, U---UA;

in
y, por tanto, K es compacto. O
A partir de este ultimo resultado hablaremos de subconjuntos compactos en ge-

neral, obviando que se trata de la topologia relativa. Veamos a continuacion algu-
nas propiedades sobre subconjuntos compactos.
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4. Espacios compactos 117

Observacion 4.2.3. Observe que si d y d’' son distancias equivalentes (vea la
Definicién|1.4.1), (X, d) y (X, d’) tienen los mismos subconjuntos compactos, ya
que la definicidon de compacidad estd dada en términos de los abiertos.

Teorema 4.2.4. En un espacio métrico compacto (X,d), todo subconjunto ce-
rrado C' C X es compacto.

DEMOSTRACION. -

Sea A = {A;}ics un recubrimiento abierto de C en (X, d). Entonces C° es abier-
toy A U C° es un recubrimiento abierto de X, del cual se puede extraer un sub-
recubrimiento finito; si este subrecubrimiento finito no contiene a C'¢, estara for-
mado dnicamente por una cantidad finita de conjuntos de A y como C' C X ya
estaria probado. Si C'° estd en el recubrimiento finito, dicho recubrimiento sera de
la forma {4;,,...,4,,,Cbycomo C C X = A;, U---UA;, UC¢ tenemos
queCCAilu--'UAin. ]

Teorema 4.2.5. Sea (X, d) un espacio métricoy K C X un subconjunto com-
pacto. Entonces se verifican:

(a) K es cerrado.

(b) K es acotado.

DEMOSTRACION. -

(a) Probaremos que si K C X es compacto, su complementario K¢ es abierto
demostrando que es entorno de todos sus puntos. Seaa ¢ K;six € K, x # a,
la propiedad de Hausdorff, que cumplen los espacios métricos, nos asegura que
existen bolas abiertas disjuntas B(a,r;)y B(z,73).

Entonces la familia { B(x, r;) } ek obtenidas de esta manera, son un recubrimien-
to abierto del compacto I, por tanto, se puede extraer un subrecubrimiento finito

B(x1,74,)s . . ,B(xn, T3, ), para ciertos puntos x1, ..., z, € K (recordemos que
para cada i € {1,...,n}, se cumple B(z;,75,) N B(a,rz;) = &). Entonces si
tomamos 7, = min{r,, : i = 1,...,n}, labola B(a,r,) estd contenida en cada

B(a,ry,) y tiene interseccion vacia con K = J!' | B(x;,rs,), lo que significa
que B(a,r,) C K€y, por tanto, que K¢ es entorno de a € K. Como esto se
puede hacer para todo a € K, entonces K€ es abierto.

(b) Si @ € K la coleccién de bolas {B(a,n)}nen es un recubrimiento abierto
de K que, como es compacto, admite un subrecubrimiento finito { B(a,n;)}5_;.

Como se trata de bolas concétricas, si m = max{ny,...,n;} se tiene
k
K C U B(a,n;) = B(a,m),
i=1
por lo que K estd acotado. O
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118 4.3. Compacidad y funciones continuas

Ejercicios y Problemas

Sea (X, d) un espacio métrico. Demuestre:
(a) Lainterseccion de cualquier familia de subconjuntos compactos es un
subconjunto compacto.
(b) La unién de una familia finita de subconjuntos compactos es un con-
junto compacto. /Y la unién de una familia arbitraria?
(a) Pruebe que, en (R, | |), no son compactos los intervalos (a, b), [a, b),
(a, +00), [a, +0).

(b) Estos conjuntos le proporcionan contraejemplos del Teorema[4.2.4] (si
el espacio no es compacto, un cerrado no es en general, compacto); del
Teorema [4.2.5(b) (un conjunto acotado, en general, no es compacto).
Identifiquelos con las explicaciones adecuadas.

4.3. Compacidad y funciones continuas

Teorema 4.3.1. Si f : X — Y es una aplicacion continua entre espacios métri-
cosy K C X es compacto, entonces f(K) es compacto en'Y .

DEMOSTRACION. -

Supongamos que {4, };cs es un recubrimiento abierto de f(K') en Y. Entonces

{f " (A)}ier

es un recubrimiento abierto de K. Por la compacidad de K, existe un subre-
cubrimiento finito:

KcCf A)U--Uf YA, =f 1 (A1 U - UAp),
lo que implica que { A1, ..., A,} es un subrecubrimiento finito de f(K). O

Corolario 4.3.2. Sea f : (X,d) — (Y,d') continua y X un espacio compacto.
Entonces f es una aplicacion cerrada.

DEMOSTRACION. - Supongamos que C' C X es cerrado, por el Teorema [4.2.4]
C es compacto, luego segtn el Teorema anterior como f es continua, f(C')
es compacto en Y, que es cerrado segiin el Teoremad.2.5] O
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4. Espacios compactos 119

Ejemplos

Ej.4.7. La compacidad del espacio de partida en el Corolario [4.3.2] anterior es
imprescindible. En efecto, R, con la distancia usual no es compacto; la apli-
cacion

1

14 a?

es continua y la imagen de [0, +-00) (cerrado) es f([0,+o0)) = (0, 1], que
no es cerrado (véase la Figura[d.T).

f:R— R definidacomo f(z)

Figura 4.1 — La imagen de un cerrado, en general no es cerrado.

Proposicion 4.3.3. Sea K C X un subconjunto compacto de un espacio métrico
(X, d). Entonces toda funcion continua f : (X,d) — (Y,d') estd acotada en K,
es decir f(K) es un conjunto acotado en'Y ..

DEMOSTRACION. -

Por el Teoremai.3.1] f(K) es compacto en Y, luego es un segiin el Teorema/4.2.5
f(K) conjunto acotado, lo que equivale a decir que la funcién f estd acotada. [J

Corolario 4.3.4 (Teorema de Weierstrass). Sea K C X un subconjunto com-
pacto de un espacio métrico (X, d). Entonces toda funcion continua f : X — R
alcanza sus extremos en K.

DEMOSTRACION. -

Si K es compacto entonces f(K') es un subconjunto compacto de R y, por tanto,
es cerrado y acotado. Luego segtin el Problema|P.2.26| f(K) estd contenido en un
intervalo [a,b] C R cona,b € f(K), de modo que existirdn z,y € K tales que

f(@)=ay fly) =0 O

Proposicion 4.3.5. Toda aplicacion continua f : (X,d) — (Y, d’) entre espacios
métricos, donde (X, dy) es compacto, es uniformemente continua.

DEMOSTRACION. -

Como f es continua, dadox € X'y
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120 4.4. Compactos en R.

dado € > 0, existe 0, > 0 tal que si d(z,y) < &, entonces d'(f(z), f(y)) < &/2.

Fijado € > 0, la coleccién de bolas { B(x, 0;/2) } ze x constituye un recubrimiento
abierto de X que admite un subrecubrimiento finito {B(x;,d;/2)}~; ya que X
es compacto. Tomemos § = min{d;/2 : « = 1,2,...,n}. Tomemos z,y € X
arbitrarios cumpliendo d(x,y) < J; tendremos que x € B(xy, d)/2) para algin
k€ {1,...,n}. Entonces

1)

lo que implica que

d(F(y). (1)) < 5,
y entonces
d'(J(@), () < d'(J (@), S @) +d (Fa) J@) < 5 + 5 =<
Por tanto, f es uniformemente continua. ]

Corolario 4.3.6. Toda funcion continua f : [a,b] — R, ambos espacios con la
distancia usual, es uniformemente continua.

DEMOSTRACION. Es una aplicacién inmediata de la Proposicién[4.3.5] O

Los Problemas [P.4.3]y [P.4.4] son importantes resultados y conviene que les preste
atencion.

Ejercicios y Problemas

Sea f : (X,d) — (Y, d’) una aplicacion biyectiva y continua, con (X, d)
compacto. Demuestre que f es un homeomorfismo. [l] [R]

Demuestre que la compacidad es una propiedad topolédgica. Es decir, de-
muestre que si f : (X,d) — (Y, d') es un homeomorfismo. Entonces X
es compacto si, y s6lo si, Y es compacto.

4.4. Compactos en R.

Vamos a estudiar es esta seccién una clase de conjuntos compactos de R con la
topologia usual, que juegan un importante papel: los intervalos cerrados y acota-
dos [a, b]. Para esto veamos en primer lugar una caracterizacion de los intervalos
de niimeros reales que nos serd util.
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Lema 4.4.1. Sea (R, d,,) y un subconjunto I C R. Son equivalentes:

(a) I es un intervalo.

(b) Para cada x,y € I, v <y, se verifica que [z,y] C I.

DEMOSTRACION. -
“(a)=(b)” Se trata de una consecuencia inmediata de la definicién de intervalo.

“(b)=-(a)” Supongamos que se satisface (b). Llamemos

a=1inf Tl y b=supl,

teniendo en cuenta que si I no estd acotado inferiormente entonces a = —oo y
si I no estd acotado superiormente entonces b = +o00. Vamos a ver que ha de
ocurrir que (a,b) C I C [a,b]. En los casos a = —o0 y/o b = 400 estaremos

cometiendo un pequeiio abuso de notacién.

Siz € (a,b), tenemos que a < zy por la definicién de infimo, existe x € I tal que
x < z; de la misma manera tenemos que z < by por la definicién de supremo,
existe y € I tal que z < y. Entonces, como = < y con x,y € I, por la hipbtesis
(b), z € [x,y] C I, luego (a,b) C I.El contenido I C [a,b] es por la propia
definicién de a y de b, de donde se deduce que [ es un intervalo. O

Teorema 4.4.2 (Heine-Borel). Todo intervalo cerrado y acotado |a,b] en R con
la topologia usual es compacto.

DEMOSTRACION. -

Supongamos que {A;};cs es un recubrimiento abierto de [a, b]. Vamos a ver que
se puede extraer un subrecubrimiento finito. Consideremos el conjunto siguiente:

G ={z € [a,b] : [a,z] se recubre con una subfamilia finita de {4;};cs}.

Paso 1. G # @. Ademds existe § > 0 tal que [a,a + 0) C G.

En efecto, como a € [a,b] C U;erA;, existird un indice j € [ tal que a € A;.
Como A; es abierto, existe § > 0 tal que (a — d,a + ) C A; y, por tanto,
la,a+6) C Aj. Estoimplica que siz € [a,a +9), [a,z] C [a,a+J) C Aj, que
es un subrecubrimiento finito. Por tanto, [a,a + 0) C G.

Paso 2. G es un intervalo.

Siz,y € G, entonces [z,y] C G ya que para todo z € [z, y] se satisface

[a,z] C [a,y] C G.

Aplicando el Lemaf.4.1] G debe ser un intervalo.

Paso 3. b € G.
Consideremos ¢ = sup{G}, y veamos que ¢ = b. Como a es cota inferior de G,
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122 4.5. Compacidad secuencial

entonces a < c. Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que ¢ < b.
Como [a,b] C U;erA;, entonces ¢ € Ay, para algin k € I. Ay es abierto, luego
es entorno de ¢y, por tanto, existe ¢ > 0 tal que (¢ — ¢,c + €) C Ay. Pero como
¢ = sup{G} entonces c—¢ € G. Portanto, [a,c—e] C A;, U---UA;,, conlo cual
tenemos que ¢ + € también estd en G, ya que [a, ¢ + ] tiene un subrecubrimiento
finito de la forma

[a,c+¢e] C A U---UA,;, UAyg,

y esto es una contradiccién con el hecho de que ¢ = sup{G}.

Por tanto, ¢ = b € G'y [a, b] tiene un subrecubrimiento finito. O

Proposicion 4.4.3. En(R, | |) un conjunto K es compacto si, y solo si, es cerrado
y acotado.

DEMOSTRACION. Realice la demostracién como ejercicio. O

Ejercicios y Problemas

Demuestre la Proposicién [n

Sea [c,d] C Ry z € R. Demuestre que S = {z} X [c, d] es compacto en
R? con la topologia usual (véase la Figura . [

df— — — —

{x}x[c,d]

Figura 4.2 — El conjunto S = {z} X [c, d] es compacto.

4.5. Compacidad secuencial

Vamos a estudiar ahora un nuevo concepto de compacidad ligado a la idea de
sucesién convergente.
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Definicion 4.5.1. Sea (X, d) un espacio métricoy v : N — X, una sucesion
(xn)o2y C X yseat : N — N una aplicacion mondtona estrictamente cre-
ciente. La aplicacion x o T : N — X es otra sucesion contenida en la anterior y
se dice que es una subsucesion; que se denota (Tp, )reN = (Tr(k))keN-

Ejemplos
Ej.4.8. Cualquier sucesion es subsucesion de si misma.

Ej.4.9. Si (z,)52; = (x(n))s; es una sucesion en un espacio métrico (X, d),
entonces si tomamos 7 : N — N definida como 7(n) = 2n, tenemos una
aplicacion estrictamente creciente y (z o 7)(n) = z(2n) = xa,. De modo
que hemos obtenido una subsucesioén (2, )52, formada por los términos
de (z,,)72; que ocupan lugar par.

Teorema 4.5.2. Sea (X,d) un espacio métrico 'y (x,)52 1 C X una sucesion.
Entonces (xy,)22, converge a x € X si, y s6lo si, cada subsucesion (Ty, )ken de
(xr)5 4, converge a .

DEMOSTRACION. -

“=" Supongamos que x,, — x, entonces para cada ¢ > 0 existe ng € N tal
que si n > ng se cumple d(x,,x) < €. Esto quiere decir que x,, € B(x,¢) vy,
por tanto, s6lo hay una cantidad finita de términos de la sucesién que no estdn
en dicha bola. En consecuencia, ninguna subsucesién (zy, )i, puede tener infinitos
términos fuera de la bola, luego debe ser convergente a .

“«<" Es evidente puesto que cualquier sucesion es subsucesion de si misma. [

Ejemplos

Ej.4.10. Si una sucesién no converge, no quiere decir que ninguna subsucesién
sea convergente. Por ejemplo, la sucesién ((—1)")2%; no es convergente
pero tiene al menos dos subsucesiones convergentes: (1,1,...) que con-
verge a 1 y la de los términos impares (—1,—1,...) que converge a —1.
En general, una subsucesion arbitraria de ((—1)")2°; serd convergente si,
y sélo si, a partir de un cierto valor ng todos los términos son iguales, es
decir, es una sucesion de “cola constante”.

Ej.4.11. La sucesion (n),cn en R con la distancia usual, no posee ninguna sub-
sucesién convergente.
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Definicion 4.5.3. Sea (X, d) un espacio métricoy K C X un subconjunto. Dire-
mos que K es secuencialmente compacto si cada sucesion (x,)>2 , en K posee
una subsucesion (xy, ), convergente a un punto de K.

Ejemplos

Ej.4.12. En el Ejemplo hemos visto que cualquier espacio métrico finito
es compacto. Ademds también es secuencialmente compacto pues cualquier
sucesion s6lo puede tener una cantidad finita de términos distintos, luego la
subsucesion constante, formada por los infinitos términos iguales es con-
vergente.

Ej.4.13. El intervalo abierto (0, 1), con la topologia inducida por la usual de R,
no es secuencialmente compacto: la sucesion (1/n)°, C (0,1) converge a
0 en Ry, por tanto, cualquier subsucesioén suya también converge a 0; pero

0 ¢ (0,1).

4.5.1. Conjuntos totalmente acotados

Definicién 4.5.4. Dado un espacio métrico (X,d) y T C X un subconjunto,
diremos que T es totalmente acotado si para cada r > 0 existe un niimero finito
de puntos 1, . ..,x, € T tales que T C B(x1,r)U---U B(xp,7).

Proposicion 4.5.5. Sea (X, d) un espacio métricoy T' C X. Se verifican:

(a) SiT es compacto, entonces T’ es totalmente acotado.

(b) Si T es totalmente acotado, T' es acotado.

DEMOSTRACION. -

(a) Supongamos que 7" es compacto y sea r > 0. Entonces {B(z,r) : = € T}
es un recubrimiento abierto de 7' del que se puede extraer un subrecubrimiento
finito 7' C B(xy,7)U---U B(xy,r) conzy,...,x, € T, lo que significa que T
es totalmente acotado.

(b) Sear > 0y supongamos que I’ C B(z1,7) U --- U B(xy, r). Definamos

R =méx{d(x1,z;) : i=2,...,n}

Entonces T' C B(x1, R+7), lo que significa que estd acotado. En efecto, sixz € T,
entonces © € B(z;,r) paraalgini = 1,...,n, de modo que

d(z,z1) < d(x,z;) + d(z;,x1) < r+ R.
O
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Los reciprocos de los dos apartados de la Proposicién @.5.5no se cumplen, como
se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplos

Ej.4.14. Ya hemos visto que el intervalo (0,1) C R, con la distancia usual, no
es ni compacto, ni secuencialmente compacto, sin embargo, es totalmente
acotado.

En efecto, si 7 > 1, entonces (0,1) C (—r,r) y no hay nada que probar;
si0 < r < 1, sea n el menor nimero natural tal que nr > 1, entonces la
familia de bolas

(r T n ) ( +) 3r 3r n ( +r)
5~ tr) renrdr) (5o ) (e
contiene a (0, 1), es decir, (0, 1) es union de una cantidad finita de bolas de
radio 7.

Ej.4.15. R con la distancia discreta es acotado pues B(0,2) = R, pero no es
totalmente acotado puesto que B(x,1/2) = {z} y, por tanto, no se puede
expresar como unién de un nimero finito de bolas de radio 1/2.

Proposicion 4.5.6. Si (X, d) es un espacio métricoy K C X es secuencialmente
compacto, entonces K es totalmente acotado.

DEMOSTRACION. -

Supongamos que K es secuencialmente compacto y no es totalmente acotado.
Existird un ndmero r» > 0 de modo que K no se puede expresar como una unién
finita de bolas de radio r con centro en puntos de K. Vamos a construir una suce-
sién de la siguiente manera.

Sea x; € K un punto arbitrario. Escogemos los puntos de la siguiente forma:
x9 € K tal que d(z1,22) > r, que existe pues de lo contrario B(z1,r) serfa un
recubrimiento finito de K.

Tomamos z3 € K tal que d(z1,x3) > 1y d(xe,x3) > r, que existe pues en caso
contrario {B(x1,7), B(x2,r)} seria un recubrimiento finito de K.Y asi sucesi-
vamente.

Obtenemos una sucesion (x,, )5 ; en K que verifica que d(x,,, ;) > 7Sin £ m
n=1 9

y que no tiene ninguna subsucesion convergente en K, pues si tuviéramos (z,, )

con limy, x,,, = x € K, dado r > 0 existiria £, € N tal que si n;, > ny, entonces

d(zp,,x) < r/2, conlo que tendriamos que si ny, 1y, > ng, distintos,

T T
A0, 2n,) < d(@ng, @) +d(x,20,) < 5+ 5 =7,
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en contra de que d(zy,,xy,,) > r. Entonces K no serfa secuencialmente com-
pacto. O

Lema 4.5.7 (de Lebesgue). Sea (X,d) un espacio métrico, K C X un sub-
conjunto secuencialmente compacto y {A;}icr un recubrimiento abierto de K.
Entonces existe r > 0 tal que para cada x € K existe i € I de modo que
B(x,r) C A;. Este niimero r > 0 se llama niimero de Lebesgue del recubri-
miento.

DEMOSTRACION. -

Supongamos que { 4; };cs es un recubrimiento abierto de K para el que no existe
ningin nimero de Lebesgue. Entonces para cada n € N existird z,, € K tal que
B(zy,1/n) no estd contenida en ningtin A; para todo ¢ € I, y de esta manera

hemos construido una sucesion (z,,)72 ;.

Como K es secuencialmente compacto, ha de existir una subsucesion (zy,, ), con-
vergente a un punto x € K. Ademds, como {A;};cs es un recubrimiento de K,
entonces v € A; para algin j € I. Pero A; es abierto, luego existe n; € N tal
que B(x, 2/nj) C Aj.

Como la subsucesion anterior converge a x, dado n; > 0 existird ro € N tal que
si n, > n,, entonces z,, € B(x,1/n;).

Tomemos ahora n, > n,, tal que también sea n, > n;. Entonces se verifica que
B(zy,,1/n,) C B(x,2/nj) yaquesiy € B(zy,,1/n,) tendriamos

1 1 2
d <d d < — 4+ —< —.
(2,) < d@zu,) +d(wany) < -+ - <

De aqui se deduce que B(zp,,1/n,) C Aj, en contradiccién con la hipétesis. [

4.6. Propiedad de Bolzano-Weierstrass

Existen otras formulaciones de compacidad equivalentes y que son frecuente-
mente utilizadas. En esta seccion introducimos la mds débil, en general, aunque
coincide cuando se trata de espacios métricos.

Definicion 4.6.1. Sea (X, d) un espacio métrico; diremos que X tiene la propie-
dad de Bolzano-Weierstrass o que es compacto por punto limite o por punto de
acumulacion si cada subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacion.

Veamos ahora que las tres definiciones que hemos dado de compacidad son equiva-
lentes en el caso de los espacios métricos.

Teorema 4.6.2 (de Heine-Borel-Lebesgue). Sea (X, d) un espacio métrico y un
subconjunto K C X. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) K es compacto.
(b) K tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass.

(c) K es secuencialmente compacto.

DEMOSTRACION. -

“(a)=>(b)” Supongamos que A C K es un subconjunto infinito que no tiene
ningun punto de acumulacion. Entonces para cada z € K existe una bola B(z, ;)
que no corta a A o bien sélo lo corta en el propio punto x.

La familia {B(x,r;)}zckx es un recubrimiento abierto del conjunto compacto
Ky, por tanto, admite un subrecubrimiento finito. Este subrecubrimiento finito
también recubre a A, con lo que A seria finito, en contra de la hipétesis.

“(b)=(c)” Si (x,)52; es una sucesiéon en K con un nimero finito de términos
distintos, entonces a partir de un cierto término es constante, por lo que converge
a dicho término y no hay nada que probar. Supongamos entonces que ()5 ; es
una sucesion en K con infinitos términos distintos. Segtin (b), dicha sucesion tiene
un punto de acumulacién « € K y por la Proposicién[2.6.6existe una subsucesién
de (zy,)o2 | convergente a z. Por tanto, K es secuencialmente compacto.

“(c)=-(a)” Supongamos que K es secuencialmente compacto y que {A4;}icr es
un recubrimiento abierto de K. Por el Lema de Lebesgue existe un ndmero
de Lebesgue r > 0 para este recubrimiento. Por la Proposicion #.5.6] K es to-
talmente acotado, de modo que existe un recubrimiento finito de X por bolas
de radio r, {B(x1,7),...,B(xy,7)}. Pero por el Lema de Lebesgue cada bola
B(x;,r) ha de estar contenida en un abierto A; del recubrimiento { A;};cz, por lo
que {A1,...,A,} es un subrecubrimiento finito de X. O

Ejercicios y Problemas

Sea K un subconjunto compacto de un espacio métrico (X, d) y un punto
a € X,a ¢ K.De uestre que existen en X dos conjuntos abiertos Ay B
talesquea € A, K C ByAnB=o.[l] [R]

Sea K un subconjunto compacto de un espacio métrico (X, d). Demuestre
que sia € X —K, entonces, existe un abierto A tal que a € A C K*¢. Utilice
este resultado para demostrar que todo compacto en un espacio métrico, es
cerrado. [l]

Sean K y H dos compactos disjuntos en un espacio métrico (X, d). De-
muestre que existen dos abiertos disjuntos A, B C X talesque K C Ay
H c B.[l] [R]
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4.7. Compactos en R”
Vamos a ver en esta seccidon que los rectangulos, o primas, generalizados
[a1, b1] x [ag, ba] X -+ X [an, by,

son compactos en R” con la topologia usual (véase la Figura[d.3]

Figura 4.3 — Los prismas generalizados son compactos en R™.

Haremos la prueba en R? y con un procedimiento similar por induccién se prueba
en R”. Ademads, como las tres distancias di, dz y do, en R™ son equivalentes, por
comodidad en el razonamiento utilizaremos d., teniendo en cuenta también que
la topologia inducida por estas distancias sobre R es la usual.

Lema 4.7.1. Sea un intervalo [c,d] C R, x € Ry {A;}ier un recubrimiento
abierto del conjunto {x} x [c, d] en R?. Entonces existe r > 0 tal que el producto
(x —r,x + 1) X [¢,d] estd recubierto por una cantidad finita de elementos de

{Ai}iEL

DEMOSTRACION. -

Sea {A; }icr un recubrimiento abierto de {z} x [c, d. Por el Problema[P.4.6|este
conjunto es compacto, y por tanto, admite un subrecubrimiento finito { 4; }}?:1.

Para cada y € [c, d], el punto (x,y) € Ay paraalgin k € {1,2,...,n}; y como
estos conjuntos son abiertos, existe r, > 0 tal que (recuerde como son las bolas

para d, Ejemplo [Ej.1.21))
(z,y) € Boo((2,y),1y) = (z =1y, x4 1y) X (y =15y +7¢) C Ap.

Entonces que {(y — 7y, y + 7y) }ye[e,q) €5 un recubrimiento abierto de [c, d], que
es compacto. Luego existe un subrecubrimiento finito {(y; — ry,, y; + 7y;) 172
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Ahora tomamos 7 = min{r,. : j=1,...,m}, de modo que

m
(r—r,x+r)= ﬂ(CU—Tyj,SU—I—Tyj).

j=1
Se concluye entonces que
m
(x —r,x+7r)x[e,d C U{(x—r,x+r) X (yj =Ty Y5 +1y;)} C
j=1
m n
C U{(:c — 1y T+ 1y) X (Y =1y y+1y)} C U Ap,
j=1 k=1
obteniendo el subrecubrimiento finito buscado. ]

Proposicién 4.7.2. Un rectdngulo [a,b] x [c,d] C R? es compacto.

DEMOSTRACION. -

Si {A;}ier es un recubrimiento abierto de [a, b] X [c, d], también es un recubri-
miento de {z} x [c, d], para cada x € [a, b]. Por el Lema[4.7.1] para cada x existe
rz > 0 tal que el conjunto (x — 5,z + r;) X [c, d] admite un subrecubrimiento
finito. Pero {(z — 74,7 + 72) }ze[a,p) €5 Un recubrimiento abierto de [a, b]. Por
la compacidad de [a, b], dicho recubrimiento admite un subrecubrimiento finito
{(xk — ray, xx + 72,) 12, - Entonces tenemos que

[a,0] x [e;d] C | J{(zr = ray, 3k + 72,) X [c,d]}
k=1

y cada uno de los conjuntos (xj — 74,, Tk + 7z,) X [c,d] estd recubierto por
un ntmero finito de elementos de {4;};cr. Luego el rectangulo [a,b] X [c,d]
estd contenido en una union finita de elementos A;. ]

Corolario 4.7.3. Los rectdngulos generalizados [a1,b1] X [ag, ba] X - - - X [an, by]
son compactos en R".

DEMOSTRACION. -

La demostracién es un proceso de induccién a partir de la Proposicién 4.7.2] ante-
rior. O

Teorema 4.7.4 (de Heine-Borel en R™). Sea K C R"™ con la topologia usual.
Entonces K es compacto si, y solo si, K es cerrado y acotado.
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DEMOSTRACION. -
“=" Se trata del Teoremal4.2.5l

“<" Si K estd acotado, hay alguna bola cerrada tal que K C By (a,r), para
algin @ € R™. Esta bola es un rectangulo cerrado que, por el Corolario 4.7.3} es
compacto. Como K es cerrado y estd contenido en un compacto, el Teorema@.2.4]
implica que K es compacto. O

Ejemplos

Ej.4.16. La esfera unidad S" ! = {(21,...,7,) : 22 + - -+ 22 = 1} yla
bola cerrada unidad B™ = {(x1,...,2,) : 22+ -+ + 22 < 1} en R” son
compactos, pues son cerrados y acotados.

Ej.4.17. El conjunto A = {(z,y) : 0 < x,1 < y < 2} es cerrado en R?, pero no
es compacto porque no estd acotado (véase la Figura[d.4]a)).

0 1 2 3 4 5

Figura 4.4 — Subconjunto de R? no compacto: no acotado y cerrado.

Ej.4.18. El conjunto A = {(1/n,y)) : n € N,0 < y < 1} estd acotado en R?,
pues A C [0,1] x [0, 1] (véase la Figura[d.3)), pero no es compacto porque
no es cerrado ya que (0,0) ¢ A pero (0,0) € A.

N
wl -
NIl
=

Figura 4.5 — Subconjunto de R? no compacto: acotado pero no cerrado.
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Después de los resultados que hemos demostrado en los espacios métricos referi-
dos a la compacidad, podemos completar el Teorema de Heine-Borel.

Teorema 4.7.5 (Teorema de Heine-Borel-Lebesgue en R™). Sea K C R" con la
topologia usual. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) K es compacto.
(b) K es cerrado y acotado.
(c) Todo subconjunto S C K infinito tiene un punto limite en K.

(d) K es secuencialmente compacto.

Ejercicios y Problemas

P.4.10 | ;Cuiles de los siguientes subespacios de R y R? son compactos? Justi-
fique la respuesta.

1. QNJo,1]
2. D={(z,y) eR? : 2” +y* =1}
3. E={(x,y) eR? : Ja| +[y] <1}
4. F={(z,y) €R? : 22 +¢> <1}
5.G={(r,y) €R? : 2>1,0<y<1/x}
Sea (IR, d) el espacio métrico de los nimeros reales con la distancia

|z =yl
dz,y) = ——.
(z,y) 1+ |z —y]
Sea A = [1,400). Estudie si A es cerrado, acotado o compacto en dicho

espacio.
P.4.12 | Demuestre que un triangulo, incluidos sus lados, es compacto en R?. [I]

P.4.13 | Demuestre que, en un espacio métrico, el conjunto formado por una
sucesion convergente junto con su limite, es compacto. [l] [R]

4.8. Propiedad de la interseccion finita

Definicion 4.8.1. Sea F una familia de subconjuntos de un conjunto X. Se dice
que F tiene la propiedad de la interseccion finita si la interseccion de cualquier
subfamilia finita de F es no vacia.
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Ejemplos

Ej.4.19. La familia {(0,1/n)},en de subconjuntos de R tiene claramente la pro-
piedad de la interseccion finita.

Ej.4.20. La familia {[n,n + 1]},en de subconjuntos de R no tiene la propiedad
de la interseccién finita, pues, por ejemplo, [2,3] N [4,5] = @.

Proposicion 4.8.2. Sea X un espacio métrico. Entonces X es compacto si, y sélo
si, toda familia {F;};cr de cerrados en X que tiene la propiedad de la intersec-
cion finita tiene interseccion no vacia.

DEMOSTRACION. -

“=" Supongamos que X es compacto y que {F; };cs es una familia de subconjun-
tos cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita tal que N F; = @.
Si tomamos complementarios tendremos que U;cr F; = X, luego obtenemos un
recubrimiento abierto de X que, por ser compacto, admite un subrecubrimiento
finito, F7U---UF;; = X. Tomando de nuevo complementarios F1N---NF, = &,
en contra de que la familia { F; } ;< tiene la propiedad de la interseccién finta.

“«<" Sea {A;}icr un recubrimiento abierto de X; entonces (U;c;A4;)¢ = &. Por
tanto N;cr AS = @, con lo que tenemos una familia de cerrados {AS}er que no
tiene la propiedad de la interseccién finita; luego debe existir una subfamilia finita

cuya interseccion es vacfa: Af N --- N Af = &. Tomando complementarios
obtenemos que A;, U--- U A;, = X y asi hemos obtenido un subrecubrimiento
finito. =
Ejemplos

Ej.4.21. (R,d,) no es compacto, cosa que ya sabemos porque no es acotado.
Pero esto mismo puede deducirse de otra forma. La familia de cerrados
{[m, +00) }mez tiene la propiedad de la interseccion finita y, sin embargo,
la interseccion de todos los elementos de esta familia es vacia. Ahora basta
aplicar la Proposicién 4.8.2

Ejercicios y Problemas

P.4.14 | ;Cudles de las siguientes familias de subconjuntos de R satisfacen la
propiedad de interseccion finita? Justifique la respuesta en cada caso.

L. {(n7n + 2)}nEN
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2. {(nT_l’ nTH) }neN

3. {(_nv n)}nEN

P.4.15 | Demuestre que un espacio métrico (X, d) es compacto si, y sélo si, para
toda familia de cerrados {C;}cr tales que (),o; C; = @, existe una subfa-
milia finita {C},, ..., C;, } que cumple C;, N---NC;, = .

P.4.16 | Demuestre que si (X, d) e (Y, d’) son dos espacios métricos e Y es com-
pacto, entonces la proyeccién 7 : X X Y — X es una aplicacion cerrada.

P4.17 | Sea (X, d) un espacio métrico con la propiedad de Bolzano-Weierstrass.

(a) Si f: X — Y es continua, ;Tiene f(X) la propiedad de Bolzano-
Weierstrass?

(b) Si A es un subconjunto cerrado de X, jes A compacto por punto
limite?

Un espacio (X, d) es numerablemente compacto si cada recubrimiento
numerable de abiertos de X contiene una subcoleccién finita que recubre a
X. Demuestre que para un espacio métrico, la condicion numerablemente
compacto equivale a la de compacto por punto limite. [l]

P.4.19 | Demuestre que X es numerablemente compacto si, y sélo si, cada suce-
sién encajada C'; O Cy D --- de conjuntos cerrados no vacios de X tiene
interseccién no vacia.

P.4.20 | Dado un espacio métrico (X, d), se dice que un subconjunto M C X es

relativamente compacto si M es compacto. Pruebe:

(a) Todo conjunto compacto es relativamente compacto. Busque un ejem-
plo en R con la topologia usual que muestre que el reciproco no es
cierto en general.

(b) Todo conjunto relativamente compacto y cerrado es compacto.

(c) Todo conjunto relativamente compacto es acotado.

(d) Todo conjunto relativamente compacto es totalmente acotado. ;/Es cier-
to el reciproco?

(e) Todo subconjunto de un conjunto relativamente compacto es relativa-
mente compacto. Deduzca que todo subconjunto de un conjunto com-
pacto es relativamente compacto.

P.4.21| Sea K un conjunto compacto en un espacio métrico (X, d). Demuestre
que para todo subconjunto B C X, existe un punto g € K tal que
d(zo, B) = d(K, B).[l] [R]

P.4.22 | Sea K un conjunto compacto en un espacio métrico (X,d) y B C X un
cerrado tal que K N B = &. Demuestre que d(K, B) > 0.[l] [R]
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P.4.23 | Sea K y H dos conjuntos compactos en un espacio métrico (X, d). De-
muestre que existen z € K e y € H tales que d(x,y) = d(K, H).[l]

P.4.24 | Sea K un conjunto compacto en un espacio métrico (X, d). Demuestre
el conjunto derivado K’ es compacto. [I] [R]

P.4.25 | Demuestre que toda sucesion {C, } ,en decreciente (Cy, 1 C Cy,) de ce-

rrados no vacios, contenidos en un subconjunto compacto K de un espacio
métrico, tiene interseccion no vacia.

P.4.26 | Demuestre el Teorema de Bolzano-Weierstrass: En R, toda sucesion aco-
tada posee una subsucesion convergente. |l
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