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Introduccion

Uno de los primeros resultados que aparecen en un curso inicial de Andlisis Matematico es que to-
da sucesién mondtona y acotada es convergente. De este modo, sabemos por ejemplo que la sucesién
an = "T‘H es convergente, pues cumple que a,+1 < a, y estd acotada. Por otro lado, hay ejemplos de
sucesiones acotadas como a, = 3 + (—%)” que son convergentes aunque no satisfagan la condicion de
monotonia. Sin embargo, dicha sucesién satisface la desigualdad a,1o0 < %(G/n+1 + ay). Esto nos motiva
a plantearnos la convergencia de las sucesiones acotadas que verifiquen la desigualdad anterior.

El teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales responde y generaliza la cuestion
anterior, englobando, en particular, el resultado cldsico de convergencia enunciado al principio.

Teorema 1. [5] Si (ay) es una sucesion acotada que satisface la desigualdad
T
Ay < stan+r—57 (1)
s=1

donde los coeficientes kg son estrictamente positivos y k1 +ko+---+k, = 1, entonces (a,) es una sucesion
convergente. Sin embargo, si (a,) no es acotada, entonces diverge a —oo.

Figura 1: E.T. Copson

El presente trabajo cubre la demostracién del Teorema de Copson y recoge una serie de generalizacio-
nes que abarca el periodo comprendido entre la publicacion original de Copson en 1970 y la actualidad.
Se estructura en cuatro capitulos: En el Capitulo 1 se enuncia y demuestra el teorema, en los dos siguien-
tes presentamos generalizaciones desarrollando varias lineas de trabajo y, en el Capitulo 4, concluimos
extendiendo el teorema a otros objetos y campos matematicos presentando un resultado propio.

En el Capitulo 1 vamos a dar dos demostraciones diferentes del teorema. Una debida al propio Copson,
que nos vislumbrara la importancia del polinomio caracteristico de la ecuacién en diferencias asociada a
la desigualdad (1), y otra, debida a R.A. Rankin, quien se la comunicé a Copson (y éste la incluyé en su

5



6 El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones

articulo), sirviéndonos de base para nuevas extensiones y para nuestro resultado propio.

En el Capitulo 2 generalizamos el Teorema 5 caracterizando la convergencia de la sucesiéon mediante
las propiedades de las raices del polinomio caracteristico. Con estos resultados se logra que las suce-
siones acotadas sean convergentes sin la necesidad de que los coeficientes kg sean positivos. Para ello
desarrollaremos dos resultados principales, el primero de ellos debido a Keckié¢ [3] en el que exige que
dichas raices caigan en el disco unidad (véase el teorema 8) y, en segundo lugar, una generalizacién
de dicho resultado, debido a Stevié¢ [13], que amplia el campo donde pueden caer las raices (véase el
teorema 13). De esta forma, veremos que por ejemplo, si una sucesién acotada verifica la desigualdad
An43 < —%anJrg + %anﬂ + %an entonces es convergente.

En el Capitulo 3 continuamos buscando condiciones que nos aseguren la convergencia de las sucesio-
nes. Ahora la condicién convexa de la segunda parte de la desigualdad (5) es sustituida por una funcién

f: R — R de modo que anir < f(@ngr—1,---,0n+r—k). En este sentido, comenzamos con un resul-
tado de Bibby [3] que asegura la convergencia de sucesiones acotadas g-monétonas (véase la definicién
2). Stevi¢ [15] - [16] sustituye las inecuaciones lineales (1) por inecuaciones que involucran funciones

continuas f que, por supuesto, no tienen por qué ser lineales y que verifican condiciones de monotonia
en algunas de sus variables. A continuacién estudiamos el caso particular de las ecuaciones en diferen-
cias auténomas z, = f(n_1,...,Ty_k) con un resultado de Iricanin [7] y acabamos generalizando, més
aun, al ampliar a dos el nimero de sucesiones que intervienen en inecuaciones en diferencias del tipo
ntr < G(Angr—1,...,an) + by (ver 3.32).

Por ultimo, el Capitulo 4 recoge extensiones del teorema de Copson a otros campos u objetos ma-
tematicos. Este capitulo estd dividido en tres secciones. En la primera de ellas nos centramos en genera-
lizaciones del teorema de Copson en el plano complejo. Borwein presenta un primer resultado en los anos
70 [1] a partir de una sucesién de nimeros complejos (K,) y la funcién analitica K(z) = Y 2 Kp2"
donde se exige que dicha funcién no se anule en la frontera del disco unidad:

Teorema 2. [/] Si
oo
D K| < o,
n=0

K(z)# 0 en 0D,
Y St
(an) es acotada

tal que, para algin entero positivo N,
n
Zkran_T >0 (n=N,N+1,...),

entonces (ay) es convergente.

En la segunda seccién, basdndonos en el articulo de Vranceanu [19] presentamos la extensién a las
sucesiones dobles y a las sucesiones de funciones. Concluimos finalmente, en la tercera seccién, con un
resultado propio que generaliza el Teorema de la Convergencia Mondtona de Lebesgue, extendiendo asi
las técnicas desarrolladas por Copson en [5] al campo de la teoria de la medida:

Teorema 3. Sea (fy,) una sucesion de funciones medibles y positivas sobre X. Supongamos que

o

fn+k Z an+k J ) (2)

J:

para todo x € X donde Z =1, 0<a; <1, j=1,...,k y, ademds,

falz) = f(a), (3)
para todo x € X. Entonces f es medible y fX frndp — fX fdu cuando n — oo.

6



El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones 7

El trabajo también contiene varios anexos que amplian algunos de los conceptos o técnicas desarrolla-
dos a lo largo de los capitulos anteriormente descritos. Estos anexos recogen el Teorema de Wiener-Lévy
[20] y [21], el método de variacién de las constantes [0], y un compendio de resultados de andlisis complejo

[, 2]y [12].

Para acabar, destacamos que la literatura utilizada consiste, ademéas de algunas referencias generales,
en articulos de investigacion que hemos ido recopilando y reorganizando apropiadamente sin seguir en
algunos casos el orden cronolégico. Destacamos también que, usando las técnicas que aparecen en dichos
articulos, hemos conseguido un resultado novedoso que generaliza el teorema de la convergencia monétona
de Lebesgue.
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Introduction

One of the first results that appear in an initial course of Mathematical Analysis is that every boun-
ded and monotonic sequence is convergent. Hence, we know, for example, that the sequence a,, = "T“ is
convergent, since verifies that a,4+1 < a, and it is bounded. On the other hand, there are examples of
bounded sequences, like a, = 3 + (—%)”, that are convergent although they do not satisfy the condition
of monotonicity. However, the sequence of the example satisfies the inequality a2 < %(anﬂ +ay,). That

motivate us to consider the convergence of bounded sequences that verify the previous inequality.

The Copson’s theorem about convergence of real sequences answer and generalize the previous ques-
tion, including, in particular, the classic result of convergence formulated at the beginning.

Theorem 1. [5] If (ay,) is a bounded sequence which satisfies the inequality

r
Aptr S Z ksan+r—sv (1)

s=1

where the coefficients ks are strictly positive and ki +ko+---+k, = 1, then (a,) is a convergent sequence.
But if (a,) is unbounded, it diverges to —oo.

Figura 2: E.T. Copson

The present work includes the proof of the Copson’s theorem and collects a set of generalizations
that covers the period between the original publication of Copson in 1970 and nowadays. It is structured
in four chapters: In Chapter 1 it is formulated and proved the theorem, in the two following chapters we
will present generalization developing different work lines and, in Chapter 4, we conclude extending the
theorem to other mathematical objects and fields presenting a proper result.

In Chapter 1 we are going to give two different proofs of the theorem. One due to Copson, that it

will show us the importance of the characteristic polynomial of the difference equation associated to
the inequality (1), and another, given by R.A. Rankin, who told Copson (and he included it in his own

9



10 El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones

article), serving us a base for our own extensions and for our proper result.

In Chapter 2 we generalize the Theorem 5 characterizing the convergence of sequences through the
properties of the roots of the characteristic polynomial. With this results we achieve that bounded
sequences are convergent without the necessity of the coefficients ks being positive. In order to do that,
we will develop two main results, the first one is due to Kecki¢ [3] where he requires that those roots fall
in the unit disk (look theorem 8) and, secondly, a generalization of that result, due to Stevié¢ [13], that
increase the field where the roots can be (look theorem 13). In that way, we will see for example, that if
a bounded sequence verifies the inequality a,y3 < —%an+2 + %anﬂ + %an then it is convergent.

In Chapter 3 we continue looking for conditions that claim the convergence of those sequences. Now
the convex condition of the second part of the inequality 1 is replaced by a function f : R¥ — R
80 antr < f(@ntr—1,...,0n4r—k). In this sense, we start with a result by Bibby [3] who claims the
convergence of bounded g-monotonic sequences (see definition 2). Stevi¢ [15] and [10] substitute linear
inequalities for inequalities involving continuous functions f which obviously do not have to be linear
and that verify conditions of monotonicity in some of its variables. Then, we will study the particular
case of autonomous difference equations with a result by Iricanin [7] and we will finish generalizing even
more, by increasing by a factor of two the number of sequences that will take part in the corresponding
difference inequality of the type anir < ¢(aptr—1,-.-,an) + by (See 3.32).

Finally, Chapter 4 collects extensions of the Copson Theorem to other fields or mathematical objects.
This chapter is divided in three sections. The first one will focus on generalizations in the complex field.
Borwein presents a first result in the seventies [1] from a sequence of complex numbers (K,,) and the
analytic function K(z) = > 2 K,z", where it is required that the function not be annulled at the
boundary of the unit disk.

Theorem 2. [/] If
D K| < o,
n=0
K(z)# 0 on 0D,
and if
(an) is a bounded sequence

such that, for some positive integer N,
n
> kran >0 (n=NN+1,...),

then (ay) is convergent.

The second section, based on an article by Vranceanu [19], will present the extension to double
sequences and sequences of functions. We will conclude, in the third section, with a proper new finding
which generalizes the Theorem of monotonic convergence of Lebesgue, thus extending the techniques
developed by Copson [5] to the measurement theory.

Theorem 3. Let (f,) a sequence of measurable and positive functions over X. Assuming

E

fn+k Z an-i—k ] (4)

forallz € X, whereZ?zlozjzl, 0<a; <1, j=1,...,k, and

ful@) =25 f(2), (5)

forallx € X.
Then f is measurable and [y fodp — [ fdp when n — co.

10



El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones 11

This work also includes three appendixes which extend the concepts or techniques developed in the
chapters previously described. These appendixes include the Wiener-Levy Theorem [20] and [21], the
variation of constants method [0], and an abstract with complex analysis results [1], [2] and [12].

Finally, we emphasize that the literature that has been used consists, besides general references, in
scientific articles that we have collected and organized appropriately without following sometimes the
chronological order. We emphasize too that, using the techniques that appear in those articles, we have
achieve an original result that generalize the monotone convergence theorem of Lebesgue.
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Capitulo 1

El Teorema de Copson

La monotonia de sucesiones acotadas es una propiedad que nos proporciona un método muy util
para probar la convergencia de dichas sucesiones. La demostracién de este resultado, basico en el andlisis
matemaético, la podemos encontrar en numerosos manuales como por ejemplo [12].

Teorema 4. Toda sucesion mondtona y acotada es convergente.

En este capitulo se analiza el trabajo original de Copson (5) que generaliza dicho teorema. El resultado
principal establece:

Teorema 5. [7] Si (a,) es una sucesion acotada que satisface la desigualdad

T
An+r < stan+r—87 (11)

s=1
donde los coeficientes kg son estrictamente positivos y k1 +ko+---+k, = 1, entonces (a,) es una sucesion
convergente. Sin embargo, si (a,) no es acotada, entonces diverge a —oo.

Presentaremos las dos demostraciones que se recogen en el articulo [5]. Una de ellas, debida al propio
Copson, utiliza las propiedades de las raices de la ecuacién en diferencias asociada a la desigualdad (1.1).
Y la otra, propuesta por R. A. Rankin, proporciona una prueba alternativa muy interesante, y mas
sencilla, que no hace uso de ecuaciones en diferencias. Al tratarse de dos pruebas de distinta indole, que
posteriormente dieron lugar a diversas generalizaciones, vamos a exponer ambas demostraciones. Es por
ello que dividiremos el capitulo en dos secciones para analizar por separado cada una de las pruebas.

Cabe mencionar que, de acuerdo con lo expuesto por Copson en su propio articulo, J. M. Whittaker
y J. B. Tatchell le presentaron previamente dos resultados que sustituian la condicién de monotonia por
una desigualdad entre los términos de la sucesién, cuyos enunciados son respectivamente:

Teorema 6. [5] Si (a,) es una sucesion acotada que satisface la desigualdad

ant2 < %(anﬂ + an),
entonces (ay) es convergente.
Teorema 7. [7] Si (an) es una sucesion acotada que satisface la desigualdad
an+2 < (1 = k)ant1 + kap,
donde 0 < k < 1, entonces (a,) es convergente.

Fueron estos resultados los que motivaron a E.T. Copson a enunciar y demostrar su teorema.

1.1. Demostracion original de Copson

Empezamos analizando la demostracion original de Copson, para ello necesitamos un lema previo del
que haremos uso a posteriori '

!Para recordar la nocién de ecuacién en diferencias asi como la resolucién de las mismas en el caso lineal homogéneo con
coeficientes constantes, véase el Anexo II.

13



14 El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones

Lema 1. [5] Bajo las condiciones del teorema 5, toda solucion A,, de la ecuacion en diferencias

n+r Zk AnJrr Sy (1'2)

tiende a un limite finito cuando n — oo.

Demostracion. Sean z1, ...,z las raices de la ecuacién caracteristica
T
2" = g kg2 %, (1.3)
s=1

Aplicando el Teorema de Rouché (ver anexo III) afirmamos que todas las raices de (1.3) caen en el
disco unidad. En efecto, sea p(z) = 2" — k12"t — .-~ — k,_12 — k,. Tomamos los polinomios

- Z kiz"0, g(z) = 2"
j=1

Consideramos la circunferencia |z| = 1+ € con € > 0. De ahi que

<Y kil =D k(14 =
=1 j=1

(4O k(L) 24 k(14 ) + Ry <
< k‘l(l + E)T—l —+ k‘Q(l + e)T—l 4t k’rfl(l + e)r—l + k‘r(l + E)T_l _

Zk L+ = (14 < g(z)| = |o] = 1+

Como g(z) = 2" tiene r raices, independientemente de las multiplicidades, se deduce por el Teorema
de Rouché que f(z)+ g(z) = p(z) tiene r raices en la bola abierta (B(0,1+ ¢€)). Como este argumento es
vélido para cualquier € > 0 arbitrario, se concluye que las raices de p(z) estén en el disco unidad |z| <1
como habiamos senalado.

Por otro lado, afirmamos que la dnica raiz de (1.3) con |z| = 1 es la raiz simple z = 1. Para probarlo,
sea z = e, 0 € [0,2r), solucién de 2" = Z;zl k;jz""7, luego

T
— Z k;jel(r_ﬂ)e
j=1
Teniendo en cuenta que ¢ = cos(r) + isen(rf) y que por tanto

cos(r6) Zk cos((r —4)0)

sen(r6) sten r—7)0),

llegamos a

2 2

Z kjcos((r—7)0) | + Z kjsen((r —4)0) | =
— o

_ Z ka cosz((r —§)0) +2 Z kik; cos((r —1)0) cos((r — 7)0)+
j=1

1<i<j<r

14



El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones 15

+D_kgsen®((r=j)0)+2 3 kikysen((r — hf)sen((r - j)9) =

j=1 1<I<j<r

Z F+2 Z kikjlcos((r — 1)) cos((r — j)0) + sen((r — 1)0)sen((r — j)8)] =

1<l<j<r

r

_Zk§+2 > kikjcos((r =10 — (r — §)0) =

1<i<j<r

_Zk2+2 > kikjcos(0(j —1)).

1<l<j<r

Tomando valor absoluto y aplicando la desigualdad triangular

1<Zk2+2 D ikl cos(8(j —1)] <
1<li<j<r
<Zk2+2 > kb= (ki + k) =1
1<i<j<r

Por tanto, para que se Veriﬁque la relacién, forzosamente

|cos(0(j —1))| =1, para todo j,le{l,...,r}, 7>1L

Entonces 6, 26, 36,..., (r — 1)# son miltiplos de 7. Se deduce pues que o bien § = 0, o bien § = 7.

» Sif =0, tenemos z = e =1 que es raiz de la ecuacién.
= Si =7, tenemos z = e’ = —1, pero obviamente no puede darse la igualdad ya que:
(=D =k (=) ko (=1) + Ky
e Sirespar: 1 =—k; +ko—ks+---—k-_1 + k, implica que
14+ki+ks+---+k1=kot+ks+---+k <1,

que es imposible.

e Siresimpar: —1 =k —ko+---—k,._1 + k, implica que
I<l+ki+ks+-F+k =k+.. k<1,
que es de nuevo imposible.

Queda asi probado que la tnica rafz de 2" = 377 _; k;j2"7 en |z| = [1] es z = 1 como habfamos
senalado.

Si todas las raices de (1.3) son distintas, entonces la solucién general de (1.2) viene dada por

r
§ : n

An - QsZg,
s=1

donde los coeficientes {ay, ..., a,} son arbitrarios. Por el estudio previo quedaria probado el lema ya que
si todas las raices caen en el interior del disco unidad, lim, ,., A, = 0 y si z; = 1 para algtn 4, al ser
simple dicha raiz, tenemos que lim, . A, = «;.

15



16 El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones

Si las raices no son distintas, dicha solucién (1.2) se modificaria. Por ejemplo, si z1 = z9, los dos
primeros términos deben reemplazarse por (a; + asn)zy; si 21 = 22 = z3, los tres primeros térmi-
nos se reemplazaran por (ay + agn + agn?)zl; y asf sucesivamente. Pero en cualquier caso, de nuevo
lim,, oo A, = 0 si todas las raices caen en el interior del disco unidad y lim, ., A, = ; si z; = 1 para
algini=1,...,r.

O
Una vez probado el lema, veamos la demostracion realizada por Copson.
-Demostracién original de Copson del teorema 5- La sucesion (a,,) satisface
T
Optr < Z ksapir—s, (14)

s=1
donde los coeficientes ks son estrictamente positivos y tienen por suma la unidad. Si sustituimos a,+,—1
por su cota correspondiente

r
E ksan—l—r—l—sv
s=1

en la expresién del miembro derecho de la desigualdad (1.4), lo incrementaremos obteniendo

r—1
Aptr < Z(klks + ks+1)an+r—1—s + klkran—l'

s=1

de ahi que

r—1
Optr < k1krap—1 + Z(klks + ks+1)an+r—s—1 =
s=1
= ZAs(l)an+T—1—su
s=1
en donde A, (1) = k1k, =k, A1(0) y As(1) = kiks + ksy1 811 <s<r—1.

Llamando A5(0) = ks con 1 < s <r, vemos que

Ar(1) = k. A1(0) = KoKy
As(l) = k‘sAl(O) + As+1(0), 1<s<r-—1.
Ademds, >, As(1) =>"1_ As(0) =>""_, ks =1 ya que

r r—1 r—1 r—1
D As(l) = kiky + ) (kiks + ko) = kike + by (Z k:) + Y ksi1=
s=1 s=1

s=1 s=1

=k (st)+ij:kl+(k2+“'+kr):1-
s=1

j=2

Continuamos, retomando la desigualdad

r
Antr < ZAS(I)QW,—H‘—I—S,
s=1

valida para todo n > 0. Entonces, repitiendo el procedimiento que condujo a esta expresion,
T
Anyr < Al(l)anJrT*Q + Z As(l)anJrrflfs <
s=2

16



El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones 17

1) (Z ksan+r—2—s> + Z As(l)an+r—1—s =
s=1 s=2
:kr‘Al( An— 2+A1 Zk Qp4r—2— s+25—2 A an+r—1—s:
= krAQ( ap—2 + Al Z k sAptr—2—s + Z As+1 an+r—2—s =

=k Al an 2 +Z Al k +As+1( ))an+r—2—s-

Definiendo A, (1) = k. A1(1), As(2) = ksA1(1) + As11(1) se tiene que
Optr < ZAj(Q)an+r—2—j~

Ademds, con > 7_; A;j(2) =377 A;(1) (siendo la prueba aniloga a la que se vio en el primer caso).

En general, repitiendo el razonamiento se llega a que para [ < n tenemos

Upr < ZAs(l>anfl+rfsv (15)

para todo entero | < n. Aqui A5(0) = ks. Los coeficientes As(l) vienen dados por las relaciones en
recurrencias

A1 +1) = By Ay (1) + Agir (1), (1.6)

paras=1,2,...,r—1,y

A1 +1) = kA (D). (1.7)

Razonando como antes se cumple

S A1) =3 A0 (18)
s=1 s=1
y, por lo tanto,
DA =D A0) =D ke =1. (1.9)
s=1 s=1 s=1

De las ecuaciones (1.6) y (1.7) concluimos

A(l+r)= Zr:ksAl(l—i-r —s).

s=1
En efecto, utilizando dichas ecuaciones
Ai(l+7r)=kAi(l+r—-1)+ A(l+r—-1) =
= kilAl(l+T— 1)—|—]€2A1(l+7‘—2)—|—A3(l—|—T—2) =
= klAl(l+T— 1) +]€2A1(l+7“—2)+k‘3A1(l+T—3)+A4(l+T—3) =

:klAl(l—i-T'—1)+k2A1(l+7’—2)+k3A1(l+T—1)+"‘+l€r_1A1(l+7’—(T—l))-i-Ar(l-f—Y’—(T-f—l)) =

17



18 El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones

=kA(l+r—=1)+koA(l+r—=2)+ -+ k1A 1A (1+ 1) + kA (1) =

= ijAl(l—l-?” —])

J=1

luego estamos en condiciones de aplicar el lema ??. De ahi que A;({) tienda a un limite finito a; cuando
| — oo. Haciendo tender [ a infinito en (1.6) y (1.7) llegamos a

As(l) = ag = (1 — k1)ay,

A3(l) — 3 = (1 — kl — ]{72)051,

y en general

T

As(l) > as = Zkt,

t=s
para 2 < s < r. Pero por (1.9),

T

Zas =1,

s=1

de donde se sigue que

1
k14 2k 4+ 3ks+ -+ 1k,

aq
Como los coeficientes ks son estrictamente positivos y suman uno, es obvio que 0 < a3 < 1.

Por otro lado, en la desigualdad (1.5), ponemos [ = n + r — m. Entonces

'
ppr < Z As(n+1r—m)apm_s.

s=1

Ahora hagamos n — co. Esto nos lleva a 2

'
lim sup a,, = lim sup ap4, < E Qspy—s-

n—00 n—00
s=1

Reescribdmoslo como
,

limsup a,, + Z(—as)am,s < Q1Qm_1.-

n—oo s=92

Como ag > 0,

a1 liminf a,, = oq liminf a,,—1 >
m—ro0 m—00

T
> limsupa, + lf,?l}o%f Z(—as)amfs.

n—oo s=2

2Por limsup,,_, ., a, (fminf, . a,) entendemos el limite superior (inferior) de la sucesién, es decir, el mayor (menor)
de los limites de las subsucesiones convergentes de la sucesion.

18
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Pero cada ay es positivo. De ahi que

,
aqliminfa, > limsupa, — E aglimsup a, =

n—00 n—00 — n—00

.
= [1- as | limsup a, =
( 2 ) msupo

= 1 limsupa,,
n—oo

por tanto
lim inf a,, > lim sup a,,. (1.10)
n—00 n—o0

Si (ay) es una sucesién acotada, limsup a, y liminf a, son ambos finitos, y liminf a,, < lim sup a,,.
De ahi, por (1.10), que limsup a,, y liminf a,, son iguales, y la sucesién converge.

Si (an) no esta acotada, entonces limsup a,, = —oo al igual que liminf a,, debido a (1.10). En este
caso concluimos que la sucesion diverge a —oo.

O
1.2. Demostracion debida a Rankin
Demostracion. Consideramos la sucesion
Ay = méx(an—1,ap-2,. .., Qp_r).
Entonces, por (5)
T T T
Ay < Z ksanir—s < Z ksApyr = Anyr Z ks = Aptr.
s=1 s=1 s=1
Luego
an < An, (1.11)

pudiendo concluir, gracias a la definicién de A,, que A,11 < A,. De esta forma, A, tiende a un limite
finito A, o bien, diverge a —oo.

Si A, — —oo, entonces a, — —oo por (1.11). Veamos a continuacién que si A es finito, entonces
an, — A.

Por la definiciéon de limite, para cualquier € > 0, existe un entero positivo N tal que

A<A, < A+e

para todon > N. Si 1 < s < r, tenemos

Amys < ksam + Z ktam+sft < ksam + Z ktAers
t#£s t#s

= (1 = kg)Amis + ksam < (1 — ks)(A+ €) + ksam.

Para cada m > N, podemos encontrar un entero s (1 < s <r) tal que

Um+s = Am+r+1-

De ahi que

19



20 El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones

A< Apiri1 = amgs < (L —ks)(A+€) + ksap = am + (1 — ks)(A+ € — ap).
Pero a,, < A,, < A+ €. Por lo tanto, si k es el menor de los coeficientes kg,
A<am+ 1 —k)(A+e—am) =kam+ (1 —k)(A+e),
de donde despejando se sigue

1—-k

Qan Z A— €,
con 0 < k < 1. En definitiva, hemos probado que para todo € > 0 existe un entero NV tal que si m > N,

A_l—k

€< am < At
de ahi que a,, tienda a A cuando m tiende a 400 como queriamos demostrar. ]

Notese, en primer lugar, que el teorema de Copson cubre los resultados de Whittaker y Tatchell
(véanse los teoremas 6-7).

Se puede destacar que el sentido de la desigualdad es indiferente, ya que si tuviésemos

r
Qpir 2 Z ksan—i—r—sy

s=1

serfa suficiente considerar la sucesién {—a, } y aplicar el teorema de Copson para obtener la convergencia.
Sin embargo, el lector interesado en dicha prueba puede encontarla en el articulo de Vranceanu [19].

La conclusién no es necesariamente cierta si alguno de los coeficientes ks es nulo. Por ejemplo, si (ay,)
es una sucesién acotada que verifica

1
Ap+4 < §(an+2 + an)

entonces las sucesiones (az,) ¥ (a2n,41) son convergentes, pero (a,) no tiene por qué serlo. Para ilustrarlo
consideremos la sucesién a, = (1,—1,1,—-1,1,—1,...).

Por otro lado, los coeficientes ks no tienen por qué ser todos positivos. Por ejemplo, si (a,) es una

sucesion acotada que satisface

< 1 n 3 n 3
a —=a —Q —a
n+3 X 2 n+2 4 n+1 4 ny

veremos en el siguiente capitulo que es convergente. Este es el caso de la sucesién a,, = ==

on—1-

Estas observaciones nos permiten concluir que la condicién del teorema de Copson es suficiente, pero
no necesaria.
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Capitulo 2

Caracterizacion de la convergencia en
términos del polinomio caracteristico

El objetivo principal de este capitulo es caracterizar la convergencia de sucesiones reales acotadas
que verifican una desigualdad de tipo Copson en funciéon de las raices del polinomio caracteristico de
la ecuacién en diferencias lineal asociada. En primer lugar, abordaremos un resultado de Keckié¢ [3] que
proporciona una condicién suficiente, basada en que las raices del polinomio caracteristico caigan en el
disco unidad, que garantiza la convergencia de la sucesiéon. Ademads, justifica el hecho de que los coefi-
cientes de la inecuacién en diferencias no tienen por qué ser estrictamente positivos para que la sucesion
converja, como se avanzé al final del capitulo anterior después de probar el teorema de Copson.

Teorema 8. [5] Sea (a,) una sucesion acotada, que satisface la desigualdad

T
Optr < stan—i-r—sa (21)
s=1
conk;eR 1<i<r,yki+---+k =1 Seals=1—k — - —ks (s=1,2,...,7r—1). Si todas las
raices de la ecuacion
N N2 =0, (2.2)

son distintas y caen en el disco unidad, entonces (ay) es una sucesion convergente.

A continuacién presentaremos un resultado de Stevic [13] que asegura la convergencia de sucesiones
acotadas siempre y cuando las raices del polinomio caracteristico asociado a la inecuacién en diferencias
Ontk < Qg—1Gn1k—1 + - -+ + qpan NO se encuentren en la circunferencia unidad excepto quizas la raiz
z = 1. Lo probaremos de forma inductiva sobre el orden de la inecuacién k haciendo sustituciones en la
inecuacién que nos reduzcan dicho orden.

Teorema 9. [17] Sean o; (i = 0,...,k — 1) reales, Zf:_ol =1, P(2) =2" —ap_12F 1= —ag y
sea la sucesion real (ay,) que satisface la desigualdad
Utk < Qg—10p4k—1 + - -+ Qoan. (2.3)

Entonces la acotacion de (ay) implica su convergencia si y solo si los ceros del polinomio Py(z)
pertenecen al conjunto C\ {z: |z| =1,z # 1}.
2.1. Una condicién suficiente para la convergencia - Teorema de Keckié
Para llegar a la demostracion del resultado principal de esta seccién, presentamos un lema previo.

Lema 2. Sea (x,) una sucesion convergente con limite x. Sea |oy| < 1. Entonces

21
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pIy l
Z o
COnverge a x cuando n — 00.

Demostracion. Por ser (x,,) convergente, dado € > 0, existe ng > 0 tal que |z, — X| < § para todo n > ng.

Por comodidad en la notacién tomemos p; = L Para ese valor de ng, usamos que >, Dn — 00 para

afirmar que existe n; > 0 tal que

n
2710 ,

E Dbj > c maX{pl|$l - )\|7p2|$2 - )‘|’ s apn0|xn0 - A|a€}'

Jj=1

En dicho caso, tomando ng = max{ni,ng} y n > na:

1
p1(331 _ x) —I—pg(:ﬁz _ :L‘) + .- +pn_1(;pn_1 — :);‘) < Zn ’ij$j - x‘ o
n—1 - N
Zj:l pj ’23 1p]‘
nQ . R -
2t Iplley — Z] o1 [Pill i — x| (2.4)

p¥ER D¥ER

Observemos que

n—1 n—1 1 1 1 11
_ _ |« loa[™  Jea| n—oo
D D el s ’
j=1 =1 4 a ‘1 ~
por ser |og| < 1, es decir, o] | > 1. De esta forma, retomando (2.4)
Z] 1 PJ 37] z) Z;ﬁl pjllz; — | Z] =np+1 |pj| € (2.5)
_] lp] B Q%méx{‘lexl—x|,__,,’pn0|’$no—x‘,e} ‘Z] 1pj‘ 2

pero en este caso, al ser p; = % si
«
l

En general, no podemos afirmar que Z?;io 1 lpil < ‘Z?;ll Pil;

que podemos seguir avanzando en la desigualdad de (2.5) ya que

Zn—l 1 1 _ 1
J=no+1 Joyl _ oy|mot ey ! ’1 1

= 1
-1 1 11— L4 67)
ST i
1 -1 1 1 S U S
a lag["  Jey[mo ! e R T
11 . 11 -
1+ lou| Y loy | 1 an T o
‘ _ 1
(0%
<l —1. 1=K,
1
loul
porque
1 1 1 1 1 1
o “lopl el T el Jagfrott
Entonces, retomando (2.5)
2j= 1Pa % x) - Zomfixg'{lpjllflfj — x|} LK. S <LK
S p 278 max;{[pj||z; — zl, €} 272 2
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de modo que dado € > 0, conseguimos que

p T;
j 1 p]
De ahi que
i1 P
lim ~n =X
n—oo Zj=1p]
O
Z;le Pj%j

En la literatura aparece el resultado de convergencia para cuando p; >0y Z

T b =
Z?:l pj =157
Nuestra demostracién ha consistido en una adaptacién técnica de dicha prueba.

El siguiente lema ilustra la aplicacién para la resolucién de ecuaciones en diferencias lineales no
homogéneas del método de variacién de las constantes (véase Anexo II).

Lema 3. [8] Sea (an+p + qianyp—1+ -+ qpan) una suceston convergente, y suppngamos que todas las
raices de la ecuacion
N+ g NP4 q =0, (2.6)

son distintas y caen en el disco unidad |\ < 1. Entonces (a,) es una sucesion convergente de nimeros
reales.

Demostracion. Consideramos la ecuacion en diferencias lineal

Zndp + Q1Zn4p—1 + 0+ Qp—12n41 + GpZn = Tn. (2.7)

Resolvemos la ecuacién homogénea asociada

Zntp t Q1 2n4p—1+ -+ Qp-12n+1 + Qp2n = 0. (28)

Para ello consideramos la ecuacion caracteristica correspondiente

N+ @A gy A+ g = 0, (2.9)

cuyas raices estan en |z| < 1 por hipdtesis.

Si se supone que las raices son distintas, entonces la solucién general de (2.9) es

P
=Y Cjal, (2.10)

j=1
donde a1, ...,q; son las p raices distintas de la ecuacién caracteristica y Cj, j = 1,...,p constantes

arbitrarias.
Ahora damos la expresién general de la solucién de la ecuacién en diferencias lineal no homogénea

Zntp T Q1 2ntp—1 -+ Qp—12n+1 + Qp2n = Tn, (2.11)

donde z,, es el término de la sucesién convergente de partida, x,, = an4p + - + gpan.
Obviamente, (a,) es solucién de (2.11).

Aplicando el método de variacién de las constantes (Anexo II), la solucién (a,) serd del tipo

= cj(n)a. (2.12)
j=1
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El método afirma que {Ci(n),...,Cp(n)} debe satisfacer el sistema siguiente

afTTACL(n) + a5 TTAC (n) + -+ 4+ ol AC,(n) =0

o PTIACK(n) + oS TPTIACY (n) + - 4 ap TPTTAC,(n) = 0
M TPACT(n) + a5 TPACY(n) + -+ - + ap TPAC,(n) = o,

donde ACj(n) = Cj(n+1) — Cj(n) para 1 < j < p. Calcularemos AC1(n), y por tanto Ci(n), y para el

resto de valores, ACy(n),..., ACy(n) se procedera de forma andloga.
Encontramos
attt oottt antd 1 1 1
a2 ag+2 a§+2 —artapt et 04:1 oiz in _
o/f+p alttp alttp azf._l aQ_l ap_l
= o Tlantt a;”rl H (oj — ) # 0,
1<i<g<p

teniendo en cuenta que se trata de un determinante de Vnadermonde ya que hemos supuesto que los «;
son distintos. De esta forma, aplicando la regla de Cramer

0 agtt . aptt
0 oyt . apt?
0 ag+i_1 ag+i_1
n-p n-+p
ACi(n) = n+1 ngH > n+1 o =
ol oy Ly H1§i<j§p(aj — o)
agttoo antl
(_1)p+1xn . :
—1 1 1
_ o o (et o (o — )
1 _n+l 1 = TBTE] :
afay et [h<icj<ploy — ) afttadttapt [li<icjoplay — i)
= (—1)P*! zn 1lacicjp(@j — 1) — (—1pt! Tn 1

ot Tlicicj<p(ey — ai) ot [locjcp (e — 1)’

donde hemos vuelto a hacer uso del determinante de Vandermonde.

Tn

1
+1
n (=1)F

ACi(n) = .
1(n) a7 ai H2§j§p(aj_a1)

Por lo tanto, en general

_ _ In gyl 1
Glnr =@t Off( Ve [agjcplag — 1)

De este modo,

T 1 Tl
C1(2) = C1(1) + —=(-1)P*! =: C1(1) + =61,
1(2) 1(1) al( ) o1 Tlaey<y (0 — o) 1(1) a Ol

— (_1\p+1 1 s
donde 01 = (—=1)P"" - ooy, (@ —an)" Similarmente,

2

T2 T Z2
=Ci12)+ =50 =Ci(1))+n | —+—
C1(3) = C1(2) + 2201 = Cr(1) 41 (22 + 23,
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y en general

x T Ty
Ci(n) = C1(1) + &, <1+ 24 n_i) .
(6] aj

De forma anéloga podemos calcular el resto de funciones Cj(n): 1 <1 < p obteniendo

Ciln) = Ci(1) + <xl+x§+---+ xﬁ_i),
apag o

donde ¢; = (—1)7’“&% [Licjzicp(ey — ).

Conocidos los valores de Ci(n), -+ ,Ci(n),...,Cy(n) sustituimos en (2.12):
14 P n—1 z
an=> Ci(n)af = <cl(1) +0 Yy ) o
=1 =1 s=1 1

p n—1
x
an =Y af (Cl(l) +ay a) : (2.13)
con Cj(1) constante para 1 <1 < p, asi como J;.

Para acabar, ya sélo nos queda probar que (a,) definida por (2.13), es convergente. Para ello veamos

que lo es
-1
n 3 1
Q Z s ]
s=1 1
ya que suponemos que || < 1 paral=1,...,p. Tenemos
-1 n—1 x5 -1
n < 1 25:1 af 5 1 n o
of (2 e | = swmra |\ lgr | oF = o
s=1 1 Zs:l af \s=1 ! !

en donde hemos utilizado el lema 2 y el hecho de que tenemos una serie geométrica.

n—1
, 1 , _ _ oo —al «
lim g —af = lm (& '+ o+ +af + o) = lim Lo

n—00 1al n—00 n—oo 1 — o B 1—0@.
s=

Por lo tanto, (a,) es convergente con limite

Q]

p
nlirgoan:()+2(5la:-

1-— Oél.
=1

O]

Cabe destacar que si |g1]| + |g2| + - -+ |gp| < 1, por una aplicacién directa del Teorema de Rouché se
prueba que todas las raices de (2.6) caen en el disco unidad. La prueba de esta afirmacién se vio en la

demostracién del teorema de Copson.

Enunciamos y probamos ya el resultado principal de esta seccion.
Teorema 10. [8] Sea (ay) una sucesion acotada que satisface la desigualdad

r
Optr < Z ksanir—s, (214)

s=1
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conk,€eR, 1<i<r yki+---+k =1 Seals=1—k —-—ks (s=1,2,...,7—1). Supongamos
que todas las raices de la ecuacion

N N2y =0, (2.15)
son distintas y caen en el disco unidad. Entonces (a,) es una sucesion convergente.

Demostracion. Reescribamos la desigualdad (2.14) como sigue
ngr +lanir1 + -+ lho1an < krangr—1 + ka2 + -+ krap + a1+ F o104 =

= (kl + ll)an—i—r—l + (k2 + 12)an+r—2 +- (kr—l + lr—l)an+1 + kran = Qp4r—1+ llan+r—2 +-+ lr—lan-

De esta forma tenemos que la sucesion (an4r + liapyr—2 + -+ l—1a,) es acotada, por serlo (ay), y
mondétona, en concreto decreciente, y por lo tanto, serd convergente. Asi, se verifican las condiciones del
lema anterior (con ¢; =1; para 1 < j <r)y podemos concluir que la sucesién (a,) es convergente como
queriamos probar. ]

De forma andloga a lo destacado tras el lema, se sigue que todas las raices de X" '+ N 724 - 41,y =
0 caen en |A| < 1 si se verifica |ly| 4+ -+ + |l,—1] < 1.

Tlustremos con un ejemplo la aplicacién del teorema.

Ejemplo 1. Sea (ay) una sucesion acotada que satisface la desigualdad

1 3
ap43 < T 0n+2 + 70t + 7%
En primer lugar, se verifica que la suma de los coeficientes es uno
SUENER
2 4 4 7
Calculamos los coeficientes
3
ll =1- kl = 57

3
l2:1_k‘1_k’221.
Por lo tanto consideramos el polinomio

3 3
MN4+IA+S=0.
+5A 0

Resolviendo la ecuacion obtenemos las raices

\_ —31\/32"

4

cuyo mddulo |\ = \/% < 1. De esta forma tenemos raices distintas que caen en el disco unidad. Ast
podemos concluir que la sucesion es convergente.

2.2. Una caracterizacion de la convergencia de sucesiones acotadas -
Teorema de Stevié

En esta seccién el resultado principal es el Teorema 13 que nos presenta una caracterizacién de la
convergencia de las sucesiones acotadas. En su demostracién aplicaremos un proceso inductivo sobre el
orden de la inecuacion en diferencias. Por este motivo, daremos de forma independiente la caracterizacion
de los casos k = 2 y k = 3. Se puede mencionar que la forma de proceder es hacer uso de sustituciones
adecuadas del tipo b, = an+1 + @a, que reducen el orden de la pertinente inecuacién en diferencias.
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Lema 4. [13] Sea (a,) una sucesidn acotada de nimeros complejos tal que limy, o0 (an+1 + aay,) existe
y es finito para algin o € C. Entonces

1. Si|a| # 1, la sucesion (a,) es convergente.
2. Para cada |o| =1, la sucesion (ay) puede ser divergente.

Demostracion. Consideramos la sucesion b, = apy1 + @a, que tiene limite por hipétesis. Llamemos
limnﬁoo b?’L - b.

Resolviendo la ecuacién en diferencias lineal no homogénea a,+1 + aa, = b, obtenemos la solucién
siguiente

an "4+ Z bi(—a)" U+, (2.16)

Para resolverla podemos utilizar simplemente induccion o si se prefiere utilizar el método de variacion
de las constantes (véase Anexo II), al igual que en el lema 3.

Vamos a sustituir b, = b + ¢,, donde debe ser lim,, ., ¢, = 0 para no contradecir el hecho de que b

es el limite de (b,). Como lim;_,+ ¢; = 0, existe n; € N tal que |¢;| < €, para todo j > n;. Obtenemos
asi

n—1 n—1
an = (—a)"ap + bZ(—a)j + Z ¢j(—a)nU+D, (2.17)
=0 j=0
A continuacién distingamos casos.
CASO |aof < 1.
Como hemos supuesto que |o| < 1, la serie Y-, o es absolutamente convergente.
Ademds > 77, L ej(—a)" Ut = 0 2% 0. Veamoslo:
Como im0 (—a)™ = 0, implica que existe na2 € N tal que |(—a)™| < €, para todo m > na.

Sea ng = méax{ni,nz}. Como (c;) esta acotada se tiene que |c;| < M para todo j. Tomamos n >
2ng + 1, entonces

Zc] U =N (—a) U cj(—a)nUtD,
7=0 Jj=no+1

Estudiando cada uno de los sumatorios por separado

no
> lejll(=a) U] < MZ AR Z [(—a)|™ <
J=0 m=n—(ng+1)
- |(—a)n— (ot )| €
<M —a)|"< M <M
< Z (o < arlg <
m= 0+1)
y
n—1 c
. n—j+1 (j+1)
42{: kb”( | J <€ j{: < 14_‘ —
j=no+1 Jj=no+1

Queda asi probado que lim,, s ZJ -0 cj( a)”_(j“) = 0. De esta forma, se sigue de (2.22) que
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ad , 1 b
lm an =0 (—a) =b = .
nsoo ]Z;( @) 1-(—a) l+a

CASO |a| > 1

Reescribamos la expresién de a,, dada en (2.16) como sigue

an = (—a)" ao+z N : (2.18)

Como (ay) es acotada por hipdtesis, existe M > 0 tal que |a,| < M para cada n € N. Aplicando esto
n (2.18)

TL
a ao-{—g J+1 < M,

por lo tanto,

M
a0+2 j+1 §|a|” Vn € N.

o
De ahi, haciendo n — oo, como ‘n 272 0 por ser |al > 1 se tiene que

lim | a Z =0
n—o00 0+ J+1 ’

por tanto,
(o ¢]
Z ]+1
:0
Sustituyendo ag en (2.18) y teniendo en cuenta el cambio b, = b+ ¢,
e’} b n—1 b 00 b
_ n J J _ n J _
an=(—a)" [ =D (—a)i+l +D (—a)i+l SO EDY (—a)i+t
7=0 7=0 j=n

J=n

> Cj 1 = b 100 Cj
= (=a)" _Z g+1Z(a)j+1>aZ(a)jn+aZ'
1

Q@
8

M

Q\O“

i(_cj. _ b +1§:67j,. (2.19)

]:0 ] n L+

Debemos ahora estimar el valor de Z;’in (_:ﬁ

Como lim,,_,o0 ¢, = 0, tenemos que |¢,| < € para n > ny, y por lo tanto

[e.e]

¢; 2 |ensr] =1 1 €l
—J 1< <€ — =€ =
jzn Con| < 2 Jaf <2 faF 12 T "ol -1
De donde se sigue que
> c
. k _
w2 Ty~
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y por (2.19) la sucesién (a,) es convergente con

lim a, = .
oo 1+«

Demostremos ahora el segundo apartado.

Si |a] = 1, a # —1, entonces podemos expresarlos de la forma a = €, § € (—x, 7). Entonces la
sucesion

ap = (_l)neinG
es divergente (véase Anexo III), estd acotada
Jan| = [(=1)"e™] < | = 1]"]e™] = |af* =1
y satisface la condicién

apy1 + aap =0,

lo que implica que b = 0.

Si a = —1, podemos tomar la siguiente sucesion
1 321 123
= - 1,= = —,0,=, =, =, ...
(an) <0727 7474)4)05878787 )

que es divergente, acotada por 1y verifica que lim, o0 (a@n+1 — apn) = 0.

Teorema 11. [19] Sea la sucesion real (a,) que satisface la desigualdad
ant+2 < (1 — a)apt1 + aay, (2.20)
donde a € R. Entonces la acotacion de (ay,) implica su convergencia si y sélo si o # 1.

Demostracion. Consideramos b, = ap+1 + aa,. Entonces por (2.20) tenemos garantizada la monotonia:

bpt1 = ang2 + aani1 < (1 — @)ans1 + aay + atpi1 = app1 + aay = by,

es decir, by 1 < by
Por otro lado, la acotacién de (ay) implica la acotacién de (by,)

bn| < lant1] + lallan] < M + |aM,

siendo M la cota de (ay). De esta forma, al ser acotada y decreciente tenemos que (b,) es convergente.
Sea lim,, oo by, = .

Por el lema anterior, si |a| # 1, la sucesién (a,,) es convergente.
Sea a = —1. Sabemos que lim,,_,o(an+1 — an) = by que (a,) una sucesién acotada. Probemos que
b = 0. Supongamos por reduccién al absurdo, que fuese b > 0. Para ¢ > 0 con b — € > 0 por la definicién

de limite existe ng € N tal que |(an+1 — an) — b| < € para todo n > ng, lo que equivale a

O<b—€e<aptr —ap <b+e,

para todo n > ng, asi que

an + (b* 6) < Qn+1,

para todo n > ng. Tomamos n =ng y n = ng + 1 en la desigualdad anterior:
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any + (b—€) < any+1

Apo+1 T (b - 6) < Gpgy+2-

Juntando ambas expresiones

any +2(b—€) < any+2.

De forma inductiva llegamos a

any + k(b — €) < anytk,

y al hacer tender k a infinito contradecimos el hecho de que (a,) sea acotada. De ahi que concluyamos
que b < 0.

Si suponemos que b < 0, con un razonamiento similar se llegara a que a, tampoco es acotada. Por
tanto, concluimos que limb, = b = 0.

Como (by,) es decreciente, se deduce que b, > 0 para todo n € N y, por lo tanto, ap+1 — a, > 0 lo
que implica que (a,) es una sucesién creciente, que junto a la acotacién da la convergencia de a,,.

Finalmente, la sucesién a, = (—1)" estd acotada, es divergente y satisface an+1 + a, = 0. Luego la

implicacién no se verifica para a = 1. O
Lema 5. [19] Sean o; (i =0,--- ,n— 1) nimeros reales con Z?:_ol a; =15 sea Py(z) = 2" — ap—12n-1 —
c-— a1z — ag Yy supongamos que Pn(q) = 0 para algin g € C\ {1}. Entonces Py(z) = (z — q)Pp—1(2),
donde P,_1(2) = 2" — Bp_22""2 — .- — B1z — By es tal que 2?2_02 B; = 1.

Demostracion. Al ser g un cero del polinomio P,(z), es evidente que podemos expresarlo como

Po(z) = (2 — ¢) Pr-1(2),

donde P, 1(z) = 2" ' — B, 22" 2 —--- — B1z— By con B; i =0,...,n — 2, nimeros complejos.
Ahora bien, al ser Z:‘L;ol a; = 1 se tiene que

P(l):1—an_1—--'—a0:1—1:0.

Luego 0 = P,(1) = (1 — q)P,—1(1), por lo que P,_1(1) = 0, ya que q # 1 por hipétesis. Por lo tanto

Pn—l(l):Ozl_ﬁn—2_"'_ﬁl_50:07
es decir, Y2 8, = 1.
O]
Teorema 12. [175] Sea la sucesion de nimeros reales (ay) que satisface la desigualdad
an4+3 < Q2ap42 + Q10n41 + Aoy, (2.21)

donde ag,a1,a0 ER y ag+ ay +ag = 1.

Si (an) estd acotada, entonces serd convergente si y sdlo si todos los ceros del polinomio P3(z) =

23 —z? — a1z — o pertenecen al conjunto

C\{z:|z| =1,z #1}.

30



El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones 31

Demostracién. ” =7 Sea re? un cero de Ps3(z). Sir =1y 0 # 0, la implicacién no se verifica, ya que

de hecho, las sucesiones cos(nf) y sen(nf) con 6 # 7, son acotadas, satisfacen la relacién

an+3 — (2cos0 4+ 1)apta + (2cosf + 1)ap41 — an =0,

y son divergentes. La comprobacién de la relacion es rutinaria pero extensa, de ahi que no la desarrollemos.
7 <7 Observemos que ¢ = 1 es siempre raiz de P3(z) porque 1 = ag + a1 + ao.

CASO I Supongamos que los tres ceros de P3(z) son reales, uno de ellos igual a 1, y los dos restantes
q1y q2 con q1 # —1 # go.

Introducimos el cambio b, = ap+1 — q1a,. Entonces la desigualdad (2.21) se convierte en

bota < (@2 — q1)ans2 + a1an11 + Qoa, =
= (a2 = q)bn+1 + (@2 — q1)q1an+1 + Q1041 + A0, =
= (a2 — q1)bnt1 + (01 + qra2 — ¢F)ang1 + aoan =
= (2 = q)bny1 + (1 + qraz — ¢1)bn + (20 + Q101 + 265 — ¢7)an.

Al ser ¢ raiz de P3(z),

bnio < (2 — q1)bpy1 + (1 + qrog — q%)bn,

donde g — g1 = 1y a1 + qrag — q% = fp son los coeficientes de la representaciéon de Ps(z) del lema 5.
Dentro de este caso distinguimos:

I a) Sea |q1| # 1 (por tanto la raiz ¢ = 1 solo puede tener multiplicidad 1 o 2). Por el mismo lema 5
tenemos que f1 =1 —a 'y By = «a para algin « € R, ya que han de sumar 1.

Como por hipétesis (a,) es una sucesién acotada, entonces (b,,) también lo serd ya que

[bn| < lans1| = larllan] = M — |q1[M,
donde M es la cota de (ay).

Por el Teorema 11, la acotacién de (b,) implica la convergencia de dicha sucesién si y sélo si a # 1.
En nuestro caso, a no puede ser igual a 1. De hecho, si a = 1, implicaria que 1 = 0y Gy = 1, y
consecuentemente P3(z) = (22 —1)(z —q1), ya que P3(—1) = 0, lo que es imposible porque hemos elegido
q1 v q2 distintos de —1.

Por el lema 4 junto a que |g1| # 1, tenemos garantizada la convergencia de (a,). El razonamiento es
analogo al que hicimos en el Teorema 11.

I b) Siq = qa =1 (es decir, la raiz ¢ = 1 tiene multiplicidad 3), la desigualdad (2.21) se queda como

Ont3 < 3apto — 3apy1 + ap, (2.22)
ya que
Py(z) =23 —ap® —a1z—ap=(z— 1> =23 =322 + 32 + 1.

Si hacemos el cambio b, = anp41 — an,

Un+3 = bpt2 + a2 = bpi2 + bpy1 + any1 = bpya + bpg1 + bp + an,

luego la desigualdad 2.22 nos lleva a

31



32 El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones

bn+2 + bn+1 + bn +ap < 3(bn+1 + bn + an) - S(bn + an) +an = 3bn+1 + an,
lo que implica que
bn+2 < 2bn+1 - bn

Es mas, tomando ¢, = by 1 — by,

Cpt1 + bn+1 < 2by, + 2¢, — by, = Cpt1+ Cn + by, < 2by, + 2¢, — by, = Cn+1 < Cp.

Como hemos visto anteriormente, la acotacién de (a,,) implica la acotacién de (b,,) y de (¢,,). De esta
forma, al ser (¢,) mondtona y acotada, sera convergente. Si llamamos lim,,_,~c ¢, = ¢, al ser ¢, = by 41 —by,
y ser (b,) acotado, de igual forma que razonamos en el Teorema 11 obtenemos que ¢ = 0. Esto implica
que ¢, > 0y, por ende, b,+1 > b,. De ahi, que al ser acotada y creciente se tenga la convergencia de

(bn)-

Como b, = ant1 — an y (a,) estd acotada, se tiene que lim,,_, o b, = 0. Esto implica que b, > 0
(la prueba se puede consultar en la demostracién del teorema 12) que es equivalente a an41 — a,, > 0,
teniendo asi la monotonia de (a,) que junto a la acotacién nos da su convergencia.

CASO II Sean q; y g2 ceros complejos conjugados con médulo diferente de 1. De esta forma, podemos
expresarlos como sigue

q1 = reia , qo = re*w.

En este caso, el polinomio P3(z) se puede representar por la férmula siguiente

Psy(2) = (z — 1)(2% — 2rcos(0)z + 12),

ya que

Py(2) = (21)(z — @)z — @2) = (= — (= = 1) (= = re%) = (2 = (2% = (e + &%)z +12) =
= (2 —1)(2% — 2rcos(8)z + r2).

Poniendo ¢, = a2 — 27 cos(#)an11 + r2ay, por (2.21)

(nt3 < Q20pi2 + Q10p41 + Q.

Teniendo esto en cuenta

Uni3 = i1 + 27 cos(D)anyn — r2any 1 <
< (2rcosf + 1)(cp + 2r cosfap1 — r2an) — (2r cosf +17)ant1 + r’ay,

y desarrollando las expresiones a ambos lados de la desigualdad obtenemos que c,+1 < ¢j.

Como (c,) estd acotada por estarlo (a,) y tenemos la monotonia garantizada, podemos concluir que
(cn) es convergente. Sea lim,, oo ¢, = c.

Consideremos la sucesién dada por d, = an11 — ret?a,,. Esté claro que

Cn = Qpy2 — 2r cos(f)ant1 + r2ay = dpyq — re d,.

Si (a,) estd acotada, entonces (d,,) también lo estard porque
|dn| < lan+1| + ’T|’€i9|’an| <M +rM,
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siendo M la cota de (ay,).

Entonces, por el lema 4, concluimos que (d,,) es convergente. Y por el lema 11 existe lim, o0 pt+1 —

rea,,.

Como |re®| # 1, por el primer apartado del mismo lema, si (d,,) es acotada, entonces serd convergente.

O

Teorema 13. [17] Sean «; (i = 0,...,k — 1) ndmeros reales con Zi:ol i = 1; sea Py(z) = 2F —
ap_12" 71— — a1z — o y supongamos que la sucesion real (ay) satisface la desigualdad

Atk < Og—10n4k—1 + -+ @oan (2.23)

Entonces la acotacion de (ay) implica su convergencia si y solo si los ceros del polinomio Py(2)
pertenecen al conjunto C\ {z: |z| =1,z # 1}.

Demostracion. ” =" Siq= ¢, § € (0,21) es un cero de P, (), mo € N, la implicacién no se verifica,
ya que a, = cos(n#) es una sucesién acotada, divergente y que satisface (2.23).

7 <7 Para k = 1 el resultado es mas que conocido. Los casos k = 2 y k = 3 se han cubierto y
probado en los teoremas 11 y 12. Para k > 3 vamos a proceder por induccion.

Supongamos que el resultado es cierto para k < mg — 1.
CASO I En primer lugar, supongamos que existe un cero real ¢ del polinomio tal que |g| # 1.

Aplicando la sustitucién b, = an+1 — ga, podemos reescribir (2.23) como

bn—l—mg—l < ﬁmo—an-l—mo—Q + -+ 5obn,

donde Z;ioofz Bi =1, B; € Rsiendo los B; (i = 1,...,mp — 2) los coeficientes del polinomio Pp,,—1(2)

del lema 5, es decir, Pp,_1(2) = 2™ — B0-22"072 — ... — B12f3.

Si (ay) estd acotada, también lo estard (by,). Por la hipétesis de induccién, la acotacién de (by,) es
equivalente a la convergencia de (by,) si y sélo si los ceros del polinomio P,,,_1(z) caen en C\ {z: |z] =

1,z #1}.
Por el lema 4, si (a,,) estd acotado y (b,,) es convergente, entonces (a,,) es convergente.

CASO II Si Py, (z) tiene ceros complejos conjugados con mddulo diferente de 1, como por ejemplo
re*®. 9 € (0,2r), entonces 22 — 2cos(#)z + r? es factor de P, (2).

Utilizando dos veces consecutivas el lema 5 podemos concluir que

P (2) = (2% = 2r cos(0)z + 12) Py —2(2),

mo—3

Pz y L S =1

donde Py, _2(2) = 2™072 — 4, _32™0~
Haciendo ahora la sustitucién b, = a, o — 2r cos()a,+1 + r2a,, la desigualdad (2.23) se convierte en

bn+m0—2 < 7m0—3bn+m0—3 + -+ ")/Obn-

La hipétesis de induccién junto al lema 4 prueban el resultado para este caso.
CASO III Finalmente, supongamos que todos los ceros de Py, (z) son iguales a 1.
La desigualdad (2.23) implica
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A™q, <0 (2.24)

para ello hemos utilizado la siguiente propiedad del operador en diferencias cuya prueba se puede ver en

[9]
Abg, — zk:(—w' (’:) Eoht,

Al ser todos los ceros de P, (z) iguales a 1

Prgl2) = (- 1y = 3 (") v

=0
luego a; = <n;bo> (—1)%. Aplicando entonces (2.23) obtenemos la desigualdad (2.24).
Haciendo la sustitucién b, = A(™0~Yg, podemos reescribir (2.24) como

bn+l < bn

En efecto, basta usar la propiedad

() (2)=03)
q qg—1 q
entonces
mo — 1 mo — 1 mo — 1 mo — 1
02 = | (") (Mg ) o [ (7 )+ (M)

g (—1)mot [(Zg B D + <Zg B ;)] a1+ (=1)"0 <Z8 - D an.

mo—l m0—2 _ mo—l
An+mg — ( 1 ) + < 2 ) Gntmo—2 — -+ (—1)m0 ! <m0 _ 1) Apt1 <

-1 -1 -1
< <m00 > Gntmo—1 T <m01 > Apt+mo—2 + -+ (_1)m071 <m0 . 2) n+1 + (_1)m071an~

Luego

mo

Lo que implica que

AT (ay1) < AT (ay),

es decir,
bn+1 < bn

Si (ay) estd acotada, entonces (by,) lo estard. De la acotacién de (by,) junto a la monotonia, concluimos
su convergencia. Llamemos lim,, o b, = b.
Consideramos ¢,, = A(M™0~2)q Como (cn) estd acotada, por estarlo (ay,), y el lim, s oo(chi1 —cn) = b,
podemos concluir, de forma andloga a como razonamos en 12, que b = 0. De ahi se sigue que b, > 0,
es decir, A0~ (_q,) < 0. Por la hipétesis de induccién, concluimos que la sucesién (—a,) converge, y
por lo tanto, también lo hard (a,). O

Ejemplo 2. Sea (a,) es una sucesion acotada que verifica la desigualdad

7 5
apt3 < 10n+2 + g+l = J0n-

Consideramos el polinomio
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35

Calculamos sus raices por Ruffini

Al no caer en {z: |z| =1,z # 1} podemos concluir que la sucesion es convergente.
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Capitulo 3

Condiciones suficientes de monotonia

En el presente capitulo, dividido en dos secciones, vamos a desarrollar otra linea de estudio que
condiciona la convergencia de sucesiones de numeros reales mediante criterios de monotonia. De esta
forma, presentamos condiciones suficientes y necesarias de convergencia limitdndonos a las propiedades
de monotonia de las funciones, no necesariamente lineales, que determinan las desigualdades de tipo
Copson que verifican las sucesiones acotadas. En la primera seccién presentamos un resultado de Bibby
[3] que garantiza la convergencia de sucesiones acotadas g-mondtonas. Seguidamente nos centraremos en
funciones de varias variables no decrecientes que son estrictamente crecientes en alguna de sus variables.
En concreto, estudiaremos el caso en el que sean estrictamente creciente respecto a la primera variable
o respecto a dos que sean primos relativos ([15], [10]). A continuacién, en la segunda seccién, estudiare-
mos un teorema de Iri¢anin [7] basado en ecuaciones en diferencias auténomas y finalizaremos con otro
resultado de Stevi¢ [17] que se centra en inecuaciones en diferencias no lineales.

3.1. Condiciones de convergencia para sucesiones acotadas que veri-
fican desigualdades de tipo Copson

Para nuestro primer resultado principal, el teorema 14, introduzcamos dos definiciones que generali-
zan la nocion de “promedio” y el concepto de monotonia respectivamente.

Definicion 1. Se dice que f : R"™ — R es una funcion promedio si es continua, estrictamente creciente

en cada variable y satisface
x = f(z,z,...,x), (3.1)

para todo x € R.

Definicién 2. Una sucesion (a,) se dice g-decreciente si existe una funcién promedio tal que
ap < f(an—la an—2;- -, an—'r’)? (32)

para todo n > 1.

Si la desigualdad anterior se cumple en la otra direccién, diremos que la sucesién es g-creciente. Una
sucesion es g-monodtona si es g-decreciente o g-creciente.

Teorema 14. [3] Si una sucesion real estd acotada y es g-mondtona, entonces es convergente.

Demostracion. Comencemos viendo la demostracion para el caso de sucesiones g-decrecientes. Sea

Ay = max{an_1,an-2,...,0n_r}.

Claramente, para todo n,
Apt+1 < méax{an, A, }, (3.3)
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Ap = p_y(n), con t(n) entre 1y r. (3.4)
Por las propiedades de f

an < f(anflw--,anfr) < f(AnaaAn) :Ana

donde hemos utilizado que es g-decreciente en la primera desigualdad, estrictamente creciente en la se-
gunda desigualdad y que se trata de una funciéon promedio en la ultima igualdad.

Por lo tanto

y asi, por (3.3),

An+1 < An

De esta forma A,, tiende a un limite finito A o diverge a —oo por ser decreciente. Pero si lo ultimo
fuese cierto, (a,) también divergeria a —oo, lo que contradice la hipétesis de que sea una sucesién aco-
tada. Asi que A, — A.

Por (3.5), limsup,,_,,, a, < A. Tomamos n =m +1r+ 1y t(n) =r+1— s, obteniendo asi en (3.4)

Amys = Amyre1 > A, (36)

va que la sucesién converge a A de forma decreciente. Ahora, por ser f funcién promedio y mondétona en
todas sus variables

A S am+s S f(am+s_1, . ,am, ey am+s_7~) S f(Am+87 . 7Am+37 am, Am+87 . ,Am+s), (37)

donde A,,+s estd en todas las variables excepto en la s-ésima, que estd a,,. Aqui podriamos interpretar
s como una funcién que puede tomar los valores 1,2,... 7.

Veamos a continuacion que liminf,, . a, > A, ya que asi concluiremos que lim,_, a, = A. Proce-
damos ahora por reducciéon al absurdo. Supongamos que

liminfa,, = A — 26 < A.

n—0o0

Entonces, por la definicién de limite inferior, existe una subsucesién (my) estrictamente creciente de
enteros positivos tal que

Ay, < A —0; k=1,2,3,...

Ademsds, debemos elegir la subsucesion de forma que cada my, corresponda con el mismo valor que s
en (3.7). Entonces por (3.6) y (3.7)

A < f(Amk-l—S?'"7A_57"'7Amk+8)7
donde A — § ocupa la posicién s-ésima. Haciendo k& — oo, gracias a la continuidad de f

A< f(A,. .. AL A5 A, ... A),

pero esto contradice que f sea estrictamente creciente en todas sus variables, en concreto en la s-ésima.
Por lo que concluimos que

A < liminf a,,,
n—oo

38



El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones 39

que junto a limsup,,_,, @, < A nos implica
lim a, = A.
n—oo

Para completar la prueba, observemos que si (a,) es g-creciente con respecto a la funcién promedio
f, entonces (—a,) es g-decreciente con respecto a la funcién promedio f, donde

flar,...,ar) = —f(—ay,...,—ay).

Luego si (a,) es g-creciente, (—ay) converge y, por ende, convergera (ay).

O]

Como ejemplo de funciones que satisfacen las propiedades que se le exigen a la funciéon promedio f
tenemos la media aritmética ponderada y no ponderada, la media geométrica o la media arménica.

Ejemplo 3. llustremos el caso de la media aritmética. Consideremos

D e QT
Z?:l Q;

Es sencillo darse cuenta que se trata de una funcion continua y estrictamente creciente. Por otro

flxy,... xn) =

lado, se verifica la igualdad f(z,...,z) = x ya que
flz,...,z) = Z%l Gt _ xZZ:1 Yy

Zi:l Q Zi:l Q;
De ahi que, aplicando el teorema anterior, si (a,) es una sucesion acotada que satisface la desigualdad
n
< Duiz1 Yiltn—i

= S

entonces es convergente.

Ademds, las condiciones exigidas a la funcién f no son necesarias como se pudo ver en el Teorema
de Copson [5]. Esto hace aumentar nuestro interés por encontrar condiciones suficientes y necesarias que
nos garanticen la convergencia haciendo uso de condiciones de monotonia de las funciones.

En este sentido presentamos nuestro segundo resultado principal de esta seccion.

Teorema 15. [15] Sea ¢(x1,...,x;) una funcion real continua en R* que es no decreciente en cada
variable y creciente en la primera y ¢(x,...,x) < z, para todo x € R. Si (a,) es una sucesion acotada
que satisface la desigualdad

Ap+k < @Z)(an—l—k—l’ Ap4k—2y - - - 7an)a (38)
para todo n > 1, entonces debe ser convergente.
Demostracion. Para evitar demasiados calculos daremos la demostacién para el caso k = 3. Todos los

pasos se pueden generalizar sin dificultades.

Como (a,) estd acotada, entonces tenemos garantizada la existencia de los limites superior e inferior
de la sucesion, que deben ser finitos. Sean

liminfa, =1 y limsupa, = L.

Nuestro objetivo es probar que L = [ para tener asi la convergencia. Procedamos por reduccion al
absurdo.

Supongamos lo contrario, que L > [. Por la definicién de limite superior y de limite inferior sabemos
que existen subsucesiones (ay,) y (am,) de (an) que convergen a [ y L, respectivamente.
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Por definicién, al ser L = limsup a,, tenemos

Ve >0, dng e N: a, < L+ ¢€Vn > nyg. (3.9)

Por otro lado, al ser [ = lim inf a,, tenemos

Ve >0, I3ng eN:l—e<a, Vn>n,. (3.10)

Sea € € (0, &) fijo, Ly = ¢(L — €, L,L) y Loy = ¢ (L — £,L, L), k € N.

Como ¢ es creciente respecto a la primera variable, existe ky € N tal que

(;5 (L - iaL) L> > ¢(L17Z7L)
ko
También podemos elegir 6y > 0 tal que
50 < mfn{Ll - ¢(la La L)’ L2 - Qb(Ll, l7 L)}a
donde Lo es la abreviacién para Lo j,.

Por otro lado, por la continuidad de ¢ tenemos que Vd > 0 existe €1 € (0, €) tal que

lo(l + e, L+e,L+e)—o(l,L,L)| <6,

|¢(L1,l+ €1, L+ 61) — ¢(L1,Z,L)’ < 0.

Finalmente, para dicho €; en lugar de € y para todo n > ng = méx{ng,n;}, ambas desigualdades
(3.9) v (3.10) se verifican. Es mas, escogiendo my, de forma que my, >na+1yl—¢€ < amy,, <1+ €1,
por (3.8) tenemos

akaH < gb(amko,amko,l, aka,Q) < gb(l + €1, L+ €1, L+ 61) < gb(l, L, L) + 50 < Iy < Ls.
Consecuentemente

Uy +2 < P Ay +15 Ay s Wy —1) < S(La, L+ €1, L+ €1) < ¢(La, 1, L) + 6o < Lo.

De forma analoga

Ay, +3 < @(Lo2, L1, 1+ €1) < ¢(La, Lo, Lo) < Lo.

De esta forma, se ve facilmente que para todo p € N

amko +p < L2.

Por lo tanto, tenemos que

L =limsupa, < Ly = & <L— kf,L,L) <¢(L,L,L) < L,
0

de ahi que
L < L.

Llegando asi a una contradiccién, lo que implica que L = [ como deseabamos.
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La condicién de la existencia de una variable de forma que ¢(z1,...,x) sea creciente en ella es
necesaria. De hecho, si consideramos

¢z, ..., z) = max{x1,..., o1},

se trata de una funcién continua real en R¥, que es no decreciente en cada variable y se verifica trivialmente
la condicién ¢(z,...,z) < x, para todo =z € R (en realidad se cumple la igualdad). Ahora tomamos la
sucesion

(an) = (1,2,... .k, 1,2, ..k, 1,2, k,...),

que satisface la desigualdad a, 1 < méx{a,4+x_1,...,an}, pero no es convergente.

Por otro lado, la condicién de que la funcién ¢(x1,...,xx) es creciente en la primera variable es
necesaria. Ilustrémoslo con el siguiente ejemplo. Consideremos

1 . . .
d(x1,. .. o8) = E(xs + méx{zi,z,} + max{x, x2, x5} + - + max{zy,...,xs,...,Tx})
donde s toma valores entre {2,...,k}. Se trata de una funcién real y continua en R¥  creciente en la
variable x5, no decreciente en el resto de variables y ¢(z,...,z) < x se verifica para todo x € R. La
sucesion

(a)_ 0...0 1 0...0 1 0...0 1 ...
"o \k—s s—1 s—1

satisface la desigualdad (3.8) pero no es convergente.

A continuacién presentamos un sencillo resultado que, bajo condiciones de monotonia, asegura la
convergencia a cero de sucesiones acotadas.

Teorema 16. [15] Sea la funcion ¢ : Rli — Ry que satisface
d(x1,. .. xx) < Améx{zi,..., 21}, (3.11)
para algin A € (0,1) y sean sucesiones no negativas (an) y (by) satisfaciendo la desigualdad
Ap+k < Qb(an—l—k—la Aptk—2y - - - 7an) + bn’ (312)

donde (ay) estd acotado y (by,) es una sucesion que converge a cero. Entonces la sucesion (a,) también
converge a cero.

Demostracion. Al ser (a,) una sucesién acotada, se tiene que existe limsup a,, = L. Entonces
L < Hmsup(¢(anik—1,nik—2,---50n) +by) <
< limsup(A max{an+x—1,---,an} +bn) <
< Améx{limsup a,yf_1,-..,limsupa,} + limsupb, < AL.
Luego L < AL con A € (0,1), de donde se deduce que L = 0.
Por lo tanto, si el limite superior de una sucesién positiva es cero, la sucesién converge a 0. ]

Sea ¢(z1,. .., ;) una funcién real continua sobre R¥ que es no decreciente en cada variable y creciente
en la primera, ¢(z,...,z) < x para todo z € R y sea (b,) una sucesién convergente a cero. Si (a,) es
una sucesién acotada que satisface la desigualdad

An+k S ¢(an+k717 e aan) + bny

no tiene por qué ser necesariamente convergente. De hecho, consideremos
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1.3 2
=(0,2,1,2,2
(an) <72774747

y by, = an41—ay. Entonces las sucesion (a,,)
y la sucesion (a,) no es convergente.

Para estudiar el siguiente teorema de esta seccién, el teorema 17, haremos uso del siguiente lema, el
cual no demostraremos. Esta relacionado con el llamado problema de Frobenius, el cual, paran =2 y
dados dos ntumeros enteros positivos a,b primos entre si, es decir con med(a,b) = 1, pide averiguar a
partir de qué nimero N (llamado nimero de Frobenius) se cumple que si m > N, entonces m se puede
expresar como combinacién lineal (con coeficientes no negativos) de a y b. En este caso, el nimero de
Frobenius es N = ab — a — b. Todos estos extremos se pueden consultar en [I1, Theorem 2.1.1]. Por
tanto, el siguiente resultado es consecuencia del desarrollo anterior. En nuestro caso, por conveniencia
en futuras pruebas, tomamos s >=14j+ 1 >ij —i — j.

Lema 6. [11] Sii y j son primos relativos, entonces
Pst+qs) =, (3.13)
para todo s > ij + 1, para algin ps,qs € NU{0}.
Teorema 17. [16] Sea ¢(z1,...,x) una funcion real continua sobre R* donde
1. ¢(z,...,z) <z, para todo x € R.
2. ¢ € O(R* R) es no decreciente en cada una de sus variables.

3. ¢(x1,...,x) es estrictamente creciente en al menos dos de sus argumentos x; y xj, donde i y j
son primos relativos.

Si (an) es una sucesion que satisface la desigualdad
Qpyk < gb(an-‘rk—b Apyk—25- - - 7an); (314)
entonces es convergente o tiende a menos infinito.

Demostracion. En primer lugar, nétese que las condiciones 1 y 2 y la desigualdad (3.14) implican la
acotacion superior de la sucesién (a,), ya que si llamamos M = méx{aq,...,ax} entonces

Qk+1 < ¢(ak—laak—27"'7a1)a0) < ¢(M’7M) < M.

Ahora procedamos por reduccion al absurdo. Supongamos que la sucesién no tiende a un limite, ya
sea finito o infinito.

Como esta acotada superiormente, podemos considerar el limite superior de la sucesion

limsup a,, = L.

Entonces L < M < oo. Supongamos que L > —oco y i < j. Ahora consideramos [ un nimero finito
satisfaciendo que

liminfa, <[l < L.

Entonces, por la definicién de limite superior

Ve >0, Ing € N: a, < L+ €e¥n > ng, (3.15)

y por cumplirse que liminf a, <!
Ve>0, dn1 € N: ap_1 <+ €Vn > nq. (3.16)
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Comenzamos ahora un proceso inductivo. Como ¢ es estrictamente creciente en las variables i-ésima
y j-ésima, existe §; > 0 tal que

&(L,...,LI,L,....L)+6, < ¢(L,...,L)— & (3.17)

cuando [ ocupe las posiciones i-ésima o j-ésima.
Al ser ¢ continua en R*, para todo § > 0, existe ¢y > 0 tal que para todo € € (0, ¢) se cumple:

O(L+e....L+el+eL+e....L+e)<¢(L,...,LI,L,...,L)+5, (3.18)

donde [+ € ocupan la posicion i-ésima o j-ésima. Esta desigualdad se debe a que gracias a la continuidad
se verifica

lo(L+¢€,...,L+el+e,L+e....,L+e)—¢(L,...,L,I,L,...,L)| <.

Por lo tanto, si

an, <l+e,

y si elegimos 6 = d; en (3.18), obtenemos

Anq+i < d)(anl—i-i—la'--7an1+1>an1>an1—17---7an1+i—k) <
<¢(L+e....,L+el+eL+e....,L+e)<
< &Ly L L. L)+ 6 < &(L,..., L) — 6 <L—d.

De forma completamente analoga se obtiene que

amﬂ- S L— 51.
Ahora repetimos el mismo proceso, pero en lugar de utilizar [ 4+ € en las posiciones i, j, usaremos
L — 4;. Finalmente, por induccién llegamos a que
Qpppy 1 +pitqj <L-96,stpt+tq=r 1€ {17"' am+1}'
En realidad, si p + ¢ = m + 1, entonces la hipdtesis de induccién nos lleva a
Anpny +pitqj < ¢(anm+1+pi+qj—17 s Onp o (p—1)idggs - - 7anm+1+pi+quk) <
<¢op(L+e....,L+e,L—0pm,L+e....,L+e)<
<¢(L,...,L,L—"06p,Ly...,L)+dpm+1 < O(L,..., L)+ mi1 < L — Sy,

y obtenemos el mismo resultado independientemente de que lo hagamos para la posicién i-ésima o la
j-ésima.

Para mg = j + k, elegimos € € (0, €), donde € = min{eg, €1,...,€m,} y n(mo) € N tal que

On(mg) < [+ e

Por lo anterior obtenemos
An(mo)+pitqj <L -5 con ptq=s, p,q=0,
ys€e{l,2,...,mp}.

Sea ls =n(my)+ij+1+s; s=0,1,...,k— 1. Entonces por el lema 6 y por la desigualdad anterior
llegamos a que

3 <L — 6. 3.19
sepix | ar, S mo (3.19)
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Luego por (3.14) y (3.19) y usando la primera y segunda condicién del teorema

an < @lan-1,...,0n_k) < ¢(méxay,, - - ,maxa;,) < maxa;, < L — Oy,

para todo n > lp. Asi obtenemos que limsup,, .o, an < L — &, Lo que contradice el hecho de que
limsup,,_, ., an = L. De esta forma, (a,,) converge o a un numero finito o diverge a —oc.

O
Como consecuencia directa del teorema tenemos el siguiente resultado:
Corolario 1. [16] Sea ¢(z1,...,x1) una funcion real continua sobre R¥ donde
1. ¢(z,...,z) <z, para todo x € R.
2. ¢ € C(R¥,R) es no decreciente en cada uno de sus argumentos.
3. ¢(z1,...,x1) es estrictamente creciente en al menos dos de sus argumentos x; y x;, donde i y j

son primos relativos.

Si (an) es una sucesion acotada inferiormente que satisface la desigualdad (3.14), entonces es con-
vergente.

3.2. Convergencia en ecuaciones auténomas y desigualdades con va-
rias sucesiones

En esta seccién comenzamos mejorando los resultados anteriores en el sentido de que presentamos un
resultado global de convergencia donde no vamos a exigir la monotonia en cada variable y la condicién
f(z,...,z) <z se puede omitir como irrelevante.

Consideremos una ecuacion en diferencias auténoma de orden k

Tn = f(Xn-1,., Tn_k), (3.20)

donde f : I¥ — I, I es un intervalo de la recta real R, y f es una funcién que satisface la condicién
flx,...,z) <z, para todo = € I.

Teorema 18. [7] Sea f(z1,...,2) € C(I*,I) una funcién dada, donde I es un intervalo de R, que
satisface las siguientes condiciones:

f(y17y27"'7yk) Zf(y27”'7yk7yl)7 (321)
i Y1 Z méx{?/?? ce. 7yk}7

f(ylayQa"'ayk) Sf(y%"'ayk’vyl)’ (322)
st y1 < min{ys,...,yx}. Supongamos que f es no decreciente en la iltima variable z,. Entonces toda
solucion acotada (3.20) con valores iniciales x_y, ..., x_1 € I converge, y toda solucion no acotada tiende

a too.
Probemos un lema previo antes de proceder a la demostracion.

Lema 7. [7] Supongamos que (z,) es solucion de (3.20) para la que existe un ng € N tal que

Tpo—1 < min{xn,—2,...,Tny—k—1}, (3.23)

Tpg—1 > min{xp,—2, ..., Tng—k—1}- (3.24)

Entonces, bajo las condiciones del Teorema (18), la solucion (x,,) es finalmente mondtona.
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Demostracion. Supongamos que se verifica (3.24). El caso en el que se verifique (3.23) es completamente
analogo.

Tenemos
Tng = f(xn()*la sy xno—k) Z f($n072> cee 71‘n071) 2
> f(xno—% <oy Tng—ky xnofkfl) = Tng—1,
lo que implica que
Tng > MAX{Trg—1,- - s Tng—k }-

Por induccién, se sigue que z, < x,41, para todo n > ny — 1, lo que significa que la solucién (z,,) de
(3.20) es finalmente no decreciente. O

Veamos ahora la demostracion del teorema, 18.
Demostracion. Supongamos que para todo n € N se tiene

min{z,_1,...,Tp—k} < xp < max{Tp_1,...,Tn_k}, (3.25)

ya que en caso contrario nos encontrariamos bajo las condiciones del lema anterior y tendriamos garan-
tizado que se trata de una sucesién finalmente mondtona que implica o la convergencia a un limite finito
o la divergencia a +00 0 —o0.

Como min{zp_1,...,Tp_r} <min{x,_1,...,2,_k+1}, junto a (3.25), tenemos que
min{z,_1,...,Tn_r} < Tn.

Teniendo esto en cuenta es facil ver que la sucesién

My, = min{Tp, ..., Tn_ki1},

es no decreciente y, de forma anéloga, la sucesion

M, = max{xy, ..., Tp_ki1},

es no creciente.
Nuestro objetivo es probar que

lim m, = lim M,,.
n—oo n—oo

Como (my,) y (M,) son acotadas, la igualdad anterior es equivalente a

lim (méx{xn, ..., Tn_ki1} — min{z,, ..., Tn_ks1}) = 0.
n—oo

Definimos la funcién h : I* — [0, +00) dada por
h(z1,...,2x) = max{z1,..., 2k} —min{zy,..., 2z }.

Introducimos la sucesion X, = (zp, Tn-1,.--,Tn—k+1) y A la clausura de {X,, : n € N}. Nétese que
A es compacto, ya que es acotado por serlo las soluciones de (3.20) por hip6tesis, y un conjunto cerrado
al ser clausura de un conjunto de R¥.

Gracias a la ecuacién en diferencias auténoma x,, = f(zp—1,...,2,—x) podemos reescribir X,, como
sigue

Xn = (f(a;n_l, ce ,xn,k), Tn—1y--- ,xn,kJrl).
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También tenemos que el conjunto A es invariante bajo la funcién vectorial

F(zi,.oovzk) = (f(21, oy 2k)5 21y -+ o5 2B—1),

debido a que

F(Xn) - F(:Cna Tp—1y--- 7xnfk:+1) - (f(mna oo 7«73n7k+1)7 Tnye-- 7xnfk:+2) = Xn+17
de donde se sigue que para todo X,, € A,
F(X,)=X,41 € A.

Por otro lado, la funcién h, al ser continua, alcanzard su minimo en A en algin ¢y € A.

Recordemos que h(cp) > 0. Sea (y,,) solucién de (3.20) con valores iniciales igual a co = (y—1,...,Y—k)-
Afirmamos que para esta solucién hay un ntmero ng € N tal que

Ynog—1 S ml’n{yn()*Q) cee >yn0—k—1} 0 Yng—1 Z mévx{yno*Qa cee 7yn0—k2—1}'

Vedmoslo. Al ser A invariante bajo F

h(Yk—1,---5y0) > h(y-1, -, y—k) = h(co). (3.26)

Tenemos que hay un indice ig € {0,1,...,k — 1} tal que

Yig = mé‘X{yk—lu “e ayO} Z méx{y—la o 7y—/€}7 (327)

Yip = min{yk—la R 7y0} < HlfIl{y_1, ey y_k}

De hecho, si se verifica (3.27) ya lo tenemos probado, ya que en caso contrario, por (3.26):

h(ykfla <. 73/0) = méx{ykfla s 72/0} - ml’ﬂ{ykfh e ,yo} >
2 méx{y—h ey yfk} - ml’n{y—h cee 7y*k} - h(CO) 2 07

por lo tanto

min{yflv cee 7y—l€} - mfn{yk—lv sy yO} Z mé‘X{yfl) ceey y—k‘} - mé“X{yk—lv cee 7190} > 07

y, consecuentemente,
min{yk—lu s JJO} < mfn{y—la cee y—k}

De esta forma queda probada la afirmacién anterior.
Nétese que son las condiciones del lema 7, por lo que aplicindolo podemos concluir que (y,) es fi-

nalmente no decreciento o no creciente. Ahora bien, (y,) no puede se no acotada, ya que cop € A y A es
invariante bajo F'.

Por consiguiente, Y;, = (yn, - . ., Yn—k+1) converge a un punto que debe ser de la forma ¢y = (z*,...,z*) €
I* y para el cual h(cg) = 0, ya que max{z*,...,z*} — min{z* ..., 2"} =2* —2* = 0.
En particular, considerando (R¥,|| - ||1), se sigue que
k—1
’ ¥ —
lim Z% Yn_j — x*| = 0. (3.28)
J:

Por otro lado, como Y,, € A es cerrado, se tiene que para todo € > 0y n € N, existe X,,, tal que
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k—1
[Yn—j — Tm—jl- (3.29)
j=0
Entonces, por (3.28) y (3.29) tenemos
k—1 k—1 k—1
|Tm—j — 2" < |Tm—j — Yn—j| + Z [Yn—j — x| < e+ € = 2e. (3.30)
5=0 §=0 5=0
Luego por (3.25) y (3.30)
* ; ‘ *
¥ —2e <min{@m, ..., Tm_kr1} < Tmp1 < MEAX{ Ty oo oy Tip—pr1 ) < ¥ + 2.

Ademas, al ser (my,) y (M,,) no decreciente y no creciente respectivamente, obtenemos que |z, —z*| <
2¢ paran > m+ 1.

Como € es un nimero real positivo arbritario

lim z, = z*.
n—oo

O]

Como ejemplo de una funciéon f que verifica las condiciones del teorema tenemos las funciones del
tipo

f(z1,22) = azy + B,

con a > > 0. Luego cualquier sucesién acotada que sea solucién de la ecuacién auténoma

Ty = OTp_1 + fTn_2,

sera convergente.

Ejemplo 4. Consideremos la funcion

1 1
f(%y)—iﬂﬁ'i .

En este caso, cualquier sucesion acotada que sea solucion de la ecuacion en diferencias autonoma:

1 1
Tn = 5Tn-1 + 752 (3.31)

serd convergente. En particular, lo serd la sucesion siguiente:

145\ [(1-+5
m=\Ty ) {1 )

ya que es acotada por ser ‘#‘ < 1 y es solucion de la ecuacion auténoma (3.31), la cual verifica las
condiciones del teorema 18 como hemos destacado anteriormente.

También se verifican para las funciones que son combinaciones lineales de funciones mondtonas no
decrecientes

flz1, . z) =ag(z) + - +apg(z), a1 >az>--->ap > 0.

En el caso de que todas las constantes a; fuesen iguales, las condiciones del teorema se verifican
trivialmente. Asi que supongamos que a; > aj. Ahora, supongamos que z1 > z;, paratodoi =1,2,... k.
Es bien conocido que para cualquier funcién mondtona no decreciente g, se verifica la desigualdad g(z1) >
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ai—1—04
al—ag

g(z;) para todo i = 1,2,..., k. Multiplicando todas estas desigualdades por
sumandolas de ¢ = 2 hasta ¢ = k para algin n < z;, obtenemos

respectivamente, y

k k
9(z1) = g(n) = aliak <Z ai-19(zi) — Zaig(zi)> )
=2

1=2

que es equivalente a

k

aig(zi) > Y ai—19(z) + arg(z1),
i=1 i=2

que constituye la condicién (3.21) del Teorema 18. De forma completamente andloga llegamos a la co-
rrespondiente condicién (3.22). Asi tenemos que las funciones f de este tipo verifican las condiciones
del Teorema 18 y, por ende, podemos apliar el resultado a su correspondiente ecuacién en diferencias
auténoma (3.20).

Recordemos que una de las consecuencias que destacamos del teorema 16 era la siguiente:

Sea ¢(z1, . ..,x)) una funcién continua real en R* que es no decreciente en cada variable y creciente
en la primera, ¢(z,...,z) < x, para todo z € R y sea (b,) una sucesién convergente a cero. Si (a,) es
una sucesién acotada que satisface la desigualdad

Qn+k < ¢(an+k—la v 7an) + bn, (332)

entonces no tiene por qué ser convergente.

Esa consecuencia junto a los teoremas previos motivan el estudio de sucesiones que satisfagan de-
sigualdades del tipo (3.32). Veamos un lema previo.

Lema 8. [15] Supongamos que (ay) y (by) son dos sucesiones de nimeros no negativos tales que any1 <
an + by, para todon > 1. Si Y77 | b, < 0o, entonces la sucesion (ayn) converge.

Demostracion. Para n,m > 1, tenemos

n+m

Antmil < Gppm + bpgm <0 <ap + Z bj~
j=n

De ahi que

o0
limsup a., < ap + b;

lo que implica que

limsup a,, < liminf a,.

m—00 n—oo

Queda asi completada la prueba. ]

Dicho lema lo utilizaremos en la prueba del siguiente teorema principal de este capitulo.

Teorema 19. [17] Sea ¢(x1,...,xx) una funcion real continua sobre R* que sea no decreciente en cada
variable, creciente en la primera y que satisfaga ¢(z,...,x) < x, para todo x € R. Si (a,) es una
sucesion acotada inferiormente y satisface (3.32), donde (by,) es una sucesion de nimeros reales tal que
Y omeo |bn| < 00. Entonces es convergente.
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Demostracion. En primer lugar, se prueba por induccién que

n
Antk < méx{ag, ce ,ak_l} + Z |bz‘
=0
Veamoslo
Opik < QZ)(an-‘,—k—ly ceey an) + b, < ¢(an+k—la cee aan—i-k—l) + b, < ap+k—1+ b, <

< ¢(an+k—2a cee aanfl) +bp—1+b, < ¢(an+k—2a ey an+k—2) +bp—1+b, <

Saptk—2+tbn1+bn << ag1+bopt+by A+ +by <
n
< méx{ag, ..., ak_1} + »_ |bil.
=0

Esta desigualdad, junto a la condicién "7 |by| < oo, implica que (a,) estd acotada superiormente,
y al ser acotada inferiormente por hipdtesis, se sigue que (a,) estd acotada. Luego

n o0
At < max{ag,...,ap_1} + Z bi| < M + Z |bi| < 0.
i=0 i=0

Con el objetivo de evitar demasiados calculos, la prueba vendra dada para el caso particular k = 3.
Pudiendo extender los razonamientos al caso general sin dificultades.

Como (a,) estd acotada, entonces existen los limites inferior y superior:

liminfa, =1 y limsupa, = L.

Probemos que [ = L. Por definiciéon de limite superior

Ve >0, dng € N: a, < L+¢eVn>nyg. (3.33)

Por definicién de limite inferior

Ve >0, y Vny € N Imy, #nq : Uy, < [+ e (3.34)

Como Y |by| < 00, tenemos que

oo
V6 >0 3ng(6) € N: ) |bi| <6, n > na. (3.35)
i=n
Como ¢ es continua y creciente en la primera variable existe §g > 0 tal que
o(l, L, L) + 200 < ¢(L, L, L) + 260 = L + 2y,

por lo tanto,
qf)(l,L,L) + 260 = L1 < L — 26

¢(L1,L,L) + 200 =La < L — 26
d)(LQ,L,L) + 209 = L3z < L — 24g.

Sea € € (O, %) fijo. Por la continuidad de ¢ tenemos que para cada ¢ > 0, existe €1 € (0,¢) tal que

|¢(l+617L+61aL+61) - ¢(Z7L>L)| < 57

|¢(L1,l—|— €1, L+ 61) - ¢(L17Z7L)’ <9,

en particular para d = dg.
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Tomamos d = dpen » = |bi| <dye=erena, <L+ey Uy, < [ + €. Para dicho €, § y para todo
n > ng = max{ng, na} las desigualdades anteriores se verifican.

Elijamos my, tal que my, > n3 + 2. Luego por todo lo anterior y la desigualdad (3.32) obtenemos:

amk0+1 S ¢(amk07amk0—17amko—2) + ‘bmko—ﬂ S
<@l +er, L+er, L+er)+ by -l < (1 Ly L) + 0 + [bry, 2| <
< ¢(l,L, L)+ 260 = L1 < L — 20y.

Por lo tanto,

g +2 < L — 20p; Gy, +3 < L —2dy.

De forma general tenemos,

My +p—3 My +p—3
Uy p Sméx{L1, Ly, La} + > |bil <L —200+ Y |bi| <L—0d,
i:mk0+1 i:mk0+1

para todo p € N. En definitiva, lim sup a,, < L — §g. Lo que supone una contradicién, pudiendo concluir
asi que L = [ como queriamos ver.

O]

Si en lugar de considerar la desigualdad (3.32) consideramos el caso particular en el que se verifica
la igualdad tenemos como consecuencia directa el siguiente corolario:

Corolario 2. [17] Sea ¢(x1,...,x1) una funcion real continua sobre R¥ que es no decreciente en cada
variable y creciente en la primera, con ¢(x,...,x) < x para todo x € R. Si (a,,) es una sucesion acotada
inferiormente que satisface

Anp+k = ¢(a’l’b+k)—17 ce 7an) + bna

donde (by) es una sucesion de nidmeros reales tal que Y oo |bn| < 00, entonces es convergente.

Terminamos el capitulo con el siguiente teorema de Stevié¢ que generaliza el resultado anterior al caso
donde las variables que son estrictamente crecientes ocupan posiciones que son primos relativos.

Teorema 20. [17] Sea ¢(z1,...,x) una funcion real continua en R¥ donde
1. ¢(z,...,z) <z, para todo x € R.
2. ¢ € C(R¥,R) es no decreciente en cada uno de sus argumentos.

3. ¢(x1,...,xp) es estrictamente creciente en al menos dos de sus argumentos x; y x;, donde i y j
son primos relativos.

Si (ay) es una sucesion acotada inferiormente que satisface la desigualdad (3.32), donde (by,) es una
sucesion de nimeros reales tal que Y7 |by| < 00, entonces es convergente.

Demostracion. En primer lugar, como vimos en el teorema anterior, la desigualdad (3.32) junto al hecho
de que ) ° by sea una serie absolutamente convergente, implica que (a,) es una sucesién acotada.

Como (a,) es acotada, existen los limites superior e inferior

liminfa, =0 y limsupa, = L.

Nuestro objetivo es probar que L = [. Para ello procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos
que L > [. Por definicién de limite superior

Ve > 0 3ng(e) € N tal que Yn > ng a, < L + €.

Por definicion de limite inferior
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Ve >0y Vny € N, Imy, > ng tal que Uy, <l+e.

Como ¢ es estrictamente creciente en la i-ésima y j-ésima variables, existe § > 0 tal que

&(L,....L,IL,...,L)+28 < ¢(L,...,L) —26; < L — 25,

cuando [ ocupa las posiciones i-ésima o j-ésima.
Como ¢ es continua en R¥, para todo § > 0 existe ey > 0 tal que para todo € € (0, €0) se tiene que

lo(L+¢€....,L+el+eL+e....,L+e)—¢(L,...,L 1, L,...,L)| <39,

por lo que
O(L+e....,L+el+eL+e....,L+e)<¢(L,...,L 1 L,...,L)+9,

estando [ en la posicion i-ésima o j-ésima.

Ahora elegimos § = dp en Y .~ |b;j| < § (debido a la convergencia absoluta) y € =€ en a, < L+€y
amy,, <l+e.

Para tales €, § y para todo n > n3z = max{ng, na}, las desigualdades anteriores se verifican. Es m4s,
podemos elegir my, de forma que my, > ng + 2.

Teniendo en cuenta todo lo expuesto anteriormente y el hecho de que (a,) satisface la desigualdad
(3.32) tenemos

Uy +i < DAy s -+ > U +i—k) + Dy ik <
<¢(L+e....,.L+el+eL+e....,L+e)+|bm +i—kl <
< (Lo L Ly D)+ 80+ [brmgsiok] = S(Ls .. L) + G0 + 80 =
S(L, ... L) +25 = L1 < L — 25,

De forma andloga lo obtenemos para j

Qg+ < L — 2d.

De esta forma, a través de un proceso inductivo, llegamos a que

an < L — 260 Yn > 1,

y, por consiguiente
limsup a, < L — 24j.

n—oo

Llegamos asi a una contradiccién y podemos concluir que L = . O

Cabe destacar que los dos tltimos resultados, que involucran otra sucesién (b,), son de los pocos
que se conocen en esta linea. Es por ello que consideramos interesante continuar el estudio en ese sen-
tido pudiendo llegar a desarrollar resultados maés generales con aplicaciones ttiles a las ecuaciones en
diferencias.
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Capitulo 4

Extensiones del Teorema de Copson

Como hemos visto en los capitulos anteriores, el Teorema de Copson dio pie a toda una linea de
estudio que ha desarrollado numerosas generalizaciones que nos permiten garantizar la convergencia o
divergencia de una sucesién en término de distintas propiedades y condiciones.

Ahora bien, hasta el momento nos hemos limitado a estudiar sucesiones de nimeros reales. En este
capitulo estudiaremos la extension del teorema de Copson al plano complejo, asi como a sucesiones do-
bles de ntmeros reales y a sucesiones de funciones y presentaremos un resultado propio que generaliza
el conocido teorema de la convergencia monétona de Lebesgue, ya que sustituimos la cadena natural de
desigualdades de dicho teorema por desigualdades convexas de tipo Copson.

Este capitulo se divide en tres secciones. En la primera abordamos el problema de la convergencia de
sucesiones desde el ambito de los niimeros complejos. Los resultados que presentamos fueron expuestos
por Borwein [1]. En la segunda seccién presentamos nuevas extensiones del teorema de Copson, recogi-
das por Vranceanu [19], para otros objetos matemdticos. Finalmente, en la tltima seccién recogemos un
resultado propio que generaliza el Teorema de la convergencia mondtona de Lebesgue.

4.1. Criterios de convergencia en el plano complejo

En primer lugar, daremos un teorema que garantiza la convergencia de sucesiones acotadas en el
plano complejo cuando se verifica una desigualdad de tipo Copson. Seguidamente, veremos que si se su-
prime alguna de las condiciones del primer resultado siempre podremos encontrar sucesiones divergentes,
aunque estas sean acotadas y verifiquen desigualdad de tipo Copson.

Empezamos introduciendo la siguiente notacién para el primer resultado.

Sea (K,,) una sucesién de nimeros complejos.

Sea K(z) => 7" Knz" yseaky= Koy kn=K, — K,_1 paran=1,2,...

Consideremos el disco unidad D = {z : |z| < 1}. Sea D su clausura y 9D = D — D.

Teorema 21. [/] Si

> K| < o0, (4.1)
n=0
K(z) #0 en 0D, (4.2)
Y St
(an) es acotada (4.3)

tal que, para algin entero positivo N,
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n
D kran >0 (n=NN+1,...), (4.4)
r=0

entonces (ay) es convergente.

Demostracidn. La condicién (4.1) nos indica que )7, K, es absolutamente convergente, lo que implica
la convergencia en C y por lo tanto K(z) es analitica en D. Ademds, por el Teorema del Limite de Abel
(véase Anexo III), es continua en D.

Por otro lado, K (z) unicamente puede tener a lo sumo una cantidad finita de ceros en D, ya que si
ésta fuese infinita habria un punto de acumulacién, el cual, por (4.2), no puede estar en la frontera. Esto
implicaria que estd en el interior y por el teorema de la unicidad [10, pags. 316-317] concluiriamos que
la funcién K es nula. Llegando asi a una contradiccién.

Como consecuencia, podemos expresar

donde p(z) es un polinomio sin ceros en el complementario de D y ¢(z) una funcién no nula analitica en
D y continua en D.

Sea
o
a(z) = Z anz",
n=0

y sean

u(z) = q(z)a(2),
v(2) = p(2)u(2).

Al ser (a,) una sucesién acotada, tenemos garantizado que a(z) sea analitica en D (porque Y 7 M2"
lo es para cualquier constante M, en particular, para la cota), y al ser analitico el producto de funciones
analiticas, u(z) y v(z) también lo seran.

Sean (gn), (un) y (vn) sucesiones tales que

o0 o0 [e.e]
9(2) =Y 2", u(z) =D up2", v(z) =) va2"
n=0 n=0 n=0

para todo z € D. Notese que podemos considerar las expresiones en serie de potencias por ser todas
analiticas en D.

Al ser v(z) = K(z)a(z), por el producto de Cauchy tenemos

v(z) = Zvnz" = (Z anz"> . (Z an”> = Z ( Kran_r> 2",
n=0 n=0 0

n=0 n=0 r—=

Por lo tanto

n
Up = E K.an,_,.
r=0

Entonces, por (4.1) y (4.3),

o0 o0
lun| < Z | K| an—r| < MZ | K| < o0,
r=0 r=0

luego (vy,) es una sucesion acotada. Es mds, por (4.4),
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n—1
Un — Un— 1—ZKanr ZKanlr—Koan+zK - K,_ l)an r =
r=0 r=0 r=1

n n
= koan + Z kran—r = Z kran—r >0
r=1 r=0

Nétese que a pesar de ser {v,} una sucesién de nimeros complejos, v, y v,—1 tienen la misma parte
imaginaria, ya que acabamos de probar que v, — v,—1 > 0, por lo que v, — v,—1 € R.

De esta forma, tenemos que {Re(v,)}72; es monétona, la parte imaginaria de los vy, es constante y
{vn} acotada. De ahi que podamos concluir que exista un v € C tal que v,, — v.

A continuacién vamos a probar que {¢,} es absolutamente convergente, es decir,

oo
> anl < o0 (4.5)
n=0

vy que u, — u para algin u complejo.

Por el Teorema Fundamental del Algebra , al ser p(z) un polinomio sin ceros en el complementario
de D, podemos factorizarlo como sigue

p(z) =cz™(ag —2)(e — 2) ... (aj — 2), 0 < |aq] < 1,...,0 < o] < 1.

Teniendo en cuenta dicha descomposicién vamos a estudiar distintos casos.
Caso 1 p(z) =cz™ (m=0,1,...).

Sabemos que K(z) = p(z)q(z), eso implica que

ZKZ‘ —cszqnz :>Z Kn-m 2" m—an . (4.6)

Como ) |Ky| < 00, la igualdad anterior nos lleva a que 7 [gn| < 0o (4.9).

Por otro lado, al ser u(z) = ¢q(z)a(z), procediendo de forma completamente andloga al caso de la
convergencia de (v,) (considerando que (g,) se relaciona con (K,) a través de (4.6)), obtenemos que
U, — u con u € C.

Caso 2 p(z)=a—=z, 0<|a| <1

Al ser K(z) = p(2)q(2), resulta que K(a) =07y q(z) = p(2) 1K (2) = (o — 2) ' K(2).

Ademds, para |z| < |a| se cumple

1 L 1 &
—-_n . n
a—2z 1 72( > anz;)a =

Q

Q\N

de ahi que

n=0

o o0 o
n=0 n=0
y, por consiguiente

n
ag, = E o "K,.
r=0
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Como K(a) = 0=  Kna", se tiene )" Ko™ = =372 ", luego

oo
agqy, = — Z oK,

r=n+1

A partir de dicha igualdad, despejando g¢,, tomando valor absoluto, aplicando la desigualdad trian-
gular, agrupando mediante los términos K, y sumando los términos llegamos a

Zlqn|<z< S o K, |> <Z|K|Z|a|r 1-n

n=0 \r=n+1

donde en la segunda desigualdad hemos aplicado que se trataba de la suma de los términos de una
progresién geométrica de razén a. Asi obtenemos la convergencia absoluta de la serie > 7 gy.

Por otro lado, al ser v(2) = p(2)u(z), tenemos que v(a) =0y u(z) = (a — 2) " tv(2).

= g U2 = E vt = —2 E V2"t = g a "2 - E I
oa—z
n=0 n=0 n=0 n=0

anO

Por lo tanto, utilizando que v(a) =0=)>7 jvp,™, y la convergencia de (vy)

n 0o "
r—n—1 r—n—1 nﬁoo
Up = g VrQ = — E VpOL g A V14 —— .
‘ 11—«
=

r=n+1

Para calcular el limite hemos utilizado que |o| < 1 para hacer la suma de los infinitos términos de
una progresién geométrica. Asi queda también probada la convergencia de (u,) para el Caso 2. Ahora,
aplicando el Caso 1 seguido de la repeticién del Caso 2 tantas veces como raices no nulas distintas haya,
conseguimos la prueba general de que 7 |gn| < 00 y un, — u para el polinomio p(z).

Finalmente, como ¢(z) no tiene ceros en D y Yoo 0 Gn €S absolutamente convergente, por el teore-
ma de Wiener-Lévy (véase Anexo I), existe una sucesioén (c,) tal que ﬁ =Y oz" (€ D)y

D o len| < 00

Ademas, por ser u(z) = q(z)a(z) se sigue que a(z) = Z(Z) y por el producto de Cauchy, de foma
analoga a como hemos hecho anteriormente, obtenemos

n
ap = g CrUp—rp-
r=0

Tomando limites cuando n — oo

n oo
lim a, = lim g Crlp—r = U g Cr,
n—oo n—o0 0

r= =

que es finito por ser > >° ; |c,| < co. De esta forma queda probada la convergencia de (ay,).

O

Nétese que si sustituimos las condiciones (4.1) y (4.2) por
1=Ky <K1<..<Ky1<K,=Kpy,=0(r=12,...) (4.7)
obtenemos como caso particular el teorema de Copson, ya que Ky = kg = —1 y al ser —1 < K, <

K,_1 <0llegamos aque 0 < k, =K, —K,-1<lparan=1,...,Ny Ky4, =0.
De esta forma, (4.4) se convierte en
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n n n n
Z kran—r > 0= koa, + Z kran—r > 0= —a, + Z kran—r > 0= a, < Z kran—r, (48)
r=0 r=1 r=1 r=1

que es la condicién de Copson.

Ademas, si se verifica (4.7), la condicién (4.1) se verifica trivialmente, ya que solo hay una cantidad
finita no nula de K, y el polinomio K (z) satisface (4.2) debido a que

00 N-1
K(z) = Zan” = Z K,z",
n=0 n=0

y K(1) = YN K, < 0. Luego para z = ¢, 0 < 6 < 2m,

N-1 N—-1
(1-2)K(2) = Z Kpz" — Z K,2."! =
n=0 n=0
=Ko+ (K1 — K())Z + -+ (KN—I — KN_Q)ZN_l - KN_lzN =

N N ‘ N
= Z kp2" = Z kel = Z ky (cos(6n) + isen(6n));
n=0 n=0

n=0

tomando la parte real

N N N N
Re((1-2)K(z)) = Z ky, cos(nf) = ko + Z ky cos(nb) = — Z kn + Z ky, cos(nf) =
n=1 n=1

n=0 n=1

N
—> k(1 = cos(nd)) <0,
n=1

lo que nos lleva a poder concluir K(z) # 0 en 0D (4.2).

Ejemplo 5. Consideremos la sucesién K, = 2%, que verifica Y 0" o |[Knp| =2 < 0.

Deahz’quekozlykn:%_%:_;ﬂ.

Entonces, aplicando el teorema de Borwein, cualquier sucesion acotada que satisfaga

1
Qp — ianfl >0

serd convergente.

En el siguiente teorema analizamos el caso en que K (z) tiene raices en la circunferencia unidad
distintas de 1. En esta situacién no podemos garantizar la convergencia de la sucesién (a,) aunque
cumpla la desigualdad (4.4), de hecho, existen ejemplos de sucesiones acotadas pero divergentes que
satisfacen tal desigualdad.

Teorema 22. [/] Si K(z) = p(z)q(z) donde p(z) es un polinomio y

o0
9(2) =D 2",
n=0

Y St
oo
> " lgn| < o0, (4.9)
n=0
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q(z) #0 en D, (4.10)
K(n) =0,n#1,|n =1, (4.11)

entonces existe una sucesion (ay) acotada y divergente y un entero positivo N tales que

D kran =0 (n=NN+1,...). (4.12)
r=0

Demostracion. Definimos una sucesién (a,) y una funcién a(z) como sigue

00 n_; ]
:ganz = @m—z D) (4.13)

Por otro lado, sea w(z) = Y °  w,2z" dada por

n
Wy, = g s
r=0

Entonces
(1-2)K(2)a(z) = (1 - 2) (oo Kp2" > : (nioanz"> =(1—2) (nio (ZK A ) n) -
(;) (ZK U ) "> — (?:0 (f:K U ) 1) = Kyag +n§:1 (f:l Kan ., — r_lan_r> 2=
= koao + i (Zn: k:ran_r> 2= Z (Z K ) 2= iwnzn
Luego o o -

p(z)q(z) _ (1—=2)p(z)
q(z)(n — 2) n—z
Sabemos que w(n) = 0 por ser K(n) = 0, pero como n # 1, |n| = 1 concluimos que (n — z) es un
factor de p(z). Luego w(z) es un polinomio de grado N — 1 y se sigue que

w(z)=(1-2)K(2)a(z) =(1—2)

n n
> wn = kan,=0 (n=NN+1,..).
r=0 r=0

Entonces, por el corolario del teorema de Wiener-Lévy (véase Anexo I), las condiciones (4.9) y (4.10)

implican que existe una sucesién {c,} tal que

(o]
= E 2"

n=0

o]
Z len| < oo.
n=0

Recordemos que a(z) =Y 02 cp2" = W De ahi que

B S T SN N S T A CI B N R A S
W=e =" 1= ) nn20<n> n@o ) (z%” )
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1 (o] n
n n=0 \r=0
Compatando coeficientes,
1 n
N r=0

Luego
n 1
+1 n r—n N—70
N ay, =n g crn —_— —.
" — q(n)

Como |n| = 1 peron # 1y q(n) # 0, concluimos que (a,,) es una sucesién acotada pero no convergente,
ya que la sucesién (n™) siempre tiene al menos dos puntos de acumulacién en la circunferencia unidad
(véase Anexo III, en donde se demuestra que la sucesién o bien se acumula en una érbita periédica o
bien es densa en 0D).

O

La prueba del teorema 21 ilustra que las condiciones (4.1) y (4.2) implican que K(z) debe satisfacer
las hipétesis (4.9) y (4.10) del teorema 22 ya que al ser K(z) = p(z)q(z) donde p(z) es un polinomio, si
no se verificase (4.9) dicho producto implicarfa que > K, no es absolutamente convergente, contra-
diciendo asi (4.1) y por el mismo razonamiento se verfica (4.10), ya que en caso contrario se contradiria
la condicién (4.2).

Por 1ltimo, como consecuencia de los dos teoremas anteriores tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3. Si K(z) es analitica en D y K(1) # 0, entonces la condicion K (z) # 0 en dD es necesaria
y suficiente para que toda sucesion (ay) acotada que satisfaga (4.4), para algin entero positivo N, sea
convergente.

4.2. Sucesiones dobles y sucesiones de funciones

Consideremos una sucesién doble de niimeros reales (ajyy, ).

Definicién 3. Decimos que (a)},) tiene limite a, si para cada € > 0 existe un nimero natural Ne, tal que
para todo n,m > N, se verifica la desigualdad
lay, —al < e.

n+k

Definicién 4. La sucesion doble (ay,) es mondtona decreciente si a,"";

—ay, <0, para todo i, k, m,n.
Teorema 23. [19] Si (a}}) es una sucesion doble acotada que satisface la desigualdad
n+l Z k n—i—l —p
Ay = 5,pAmtr—s>
1<s<r
1<p<l
donde los coeficientes ks, son estrictamente positivos y ks, = 1, entonces (ay,) es convergente.

Demostracion. Consideremos

Ay =max{a,, G 1<t<r; 1<u<l},

de ahi se verifican las siguientes relaciones:

a < Z k:spa Z k’spAn A?n Z ks,p = AZw

s,p=1 s,p=1 s,p=1

es decir,
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a, < A", (4.14)

Ademas, (Al') es una sucesién monétona. Para probarlo téngase en cuenta que AZ#“Z < A7, porque
el nimero de elementos que se utilizan en el calculo de ambos maximos es el mismo, teniendose asi una
biyeccion entre ambos conjuntos en la que a cada elemento a"thEU e corresponde a’_“, siendo el primero

m-+i—t m—t)
menor o igual que el segundo.

Ahora bien, estd claro que si (A}})) tiende a —oo entonces {a]’,} tiende a —oo por (4.14). Por ello que
ha de cumplirse liminf,, .~ A}, existe y es finito. Denotemos

liminf A7 = A.
m,n—00

Entonces para cualquier ¢ > 0 podemos encontrar un entero N, tal que

A< A" < A+e (4.15)

para todo m,n > N.. Luego para cualquier 1 <1 < r, 1 <p <[ tenemos que al ser la sucesién monétona
sus elementos no pueden ser inferiores a su limite inferior.

n+p n+p—s n+p
Uiy < Kipyy, + E  krsam ) < Kipap, + (1= ki) AT
(t,8)#(i,p)

n+p — An+l+1

Para todo par m,n > N, encontramos un (i,p) tal que [y mr 1

cuenta la desigualdad anterior y (4.15),

lo que nos lleva, teniendo en

A< ATHEL = apth < kipag, + (1= kig)(A+e) =

=y, + (1= kip)(A+e—ap) =kipag, + A= kipA+€— kipe,
despejando,
Kipay, = kipA — (1 —kip)e
dividiendo por k;j, y acotando con k, el menor de los coeficientes k; s,

1-k

Ay, = B

€.

Luego

para todo n > N, de ahi que

O]

A continuacion analizamos el caso de las sucesiones de funciones en relacién con el teorema de Copson.

Teorema 24. [19] Sea X un espacio compacto y { fn} una sucesion acotada de funciones reales continuas
tal que:

1. fn — f puntualmente y f es continua.

2. Existen constantes estrictamente positivas ks, con Y., ks = 1, tales que
T
fn+r(t> < Z ksfn+7’—8(t)7
s=1

paran =1,2,... entonces {f,} converge uniformemente a f.
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Demostracion. Consideremos la funcién

Fo(t) = max{fn_1(t),..., fa—r(t)},
la continuad es inmediata. Veamos que la sucesién (F;,) es mondtona. En primer lugar,

T

Fa) € kofaos(t) <Dk F(t) = Fy(t).
s=1

s=1
Seguidamente,

Frar(t) = mx{fu(t), - fumr1 (0} < ma{fl), -, fumrsr (8), Fumr ()} = mitx fut), Fult) < Fu(t).

Aplicando el teorema de Dini a dicha sucesién (véase Anexo III), se deduce F;,, — F' uniformemente.
Por tanto, dado € > 0, existe N, tal que para todot € X y n > N, se cumple

F(t) < Fy(t) < F(t) + e (4.16)

Ahora bien, para 1 < s < r tenemos

Frrs(t) < ksfa(t) + D kufurs—ult) <
uF#Ss

< ks fu(t) + Y kuFops(t) < (1= ko) (F(t) + €) + ks fu(t),
u#s

en donde se ha empleado la definicién de F), y la desigualdad (4.16). Sea ¢y un punto arbitrario de X.
Para cada m < N, encontramos un entero s € [1,r] tal que fu45(to) = Fryr+1(to). Lo que nos lleva a

F(to) < Fn+r+1(t0) = fn-i—s(tO) < (1 - ks)(F(tO) + 6) + ksfn(tO) =

= falto) + (1 = ks)(F(to) + € = fa(to))-

Si k es el menor de los coeficientes ks obtenemos

F(to) < fa(to) + (1 = k)(F(to) + € — fa(to)) = kfu(to) + (1 = k)(F(to) + €),
por consiguiente

alto) 2 Flto) ~ +

Como tg es arbitrario, esto prueba que (f,) converge uniformemente a f.

€.

O]

4.3. Generalizacién del teorema de la convergencia monétona de Le-
besgue

Finalmente, en la tdltima seccién de este capitulo, presentamos un resultado propio que, aplicando la
técnica desarrollada por R. A. Rankin para demostrar el teorema de Copson, generaliza el teorema de la
convergencia mondétona de Lebesgue. Introduzcamos brevemente unos conceptos de teoria de la medida
tomados de [12].

Definicion 5. Llamamos o-dlgebra, y lo denotaremos por 3, a una familia de subconjuntos de un espacio
X que verifica las siguientes propiedades:

1. pex.
2. Si Ae X, entonces X \ A € 3.

3. 8i A1, Ag, As, ... es una sucesion de elementos de X, entonces la union numerable de todos ellos
también estd en X.
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Definicién 6. Una medida p es una funcion definida sobre una o-dlgebra, p : ¥ — [0, +00] que verifica:
1. p(@) =0.

2. Si A1, Ao, ... es una sucesion numerable de conjuntos disjuntos dos a dos de X3, entonces
o
p(URA) =D p(Ai).
i=1

Definicién 7. La terna (X, X, p) se denomina espacio de medida, y los elementos de X se denominan
conjuntos medibles.

Definicion 8. Sea X CR"”, X € ¥, y f: X — R. Se dice que f es medible Lebesgue si para todo abierto
G en R, la imagen inversa

FHG) ={z e X; f(x) € G},
es un conjunto medible de R™.

Definicion 9. Sea X C R", X € X. Se llama funcion simple en X a una funcion medible s : X — R
que sdlo toma un nidmero finito de valores, es decir, tal que s(X) = {agp,a1,...,ax} es finito.

Definicion 10. Sea X CR", X € ¥ y sea s : X — R una funcion simple no negativa,

k
i=1
con a; >0 para todo i, 1 <i <k, A;,NA;j=0sii+#j, nyzlAi:X.

Definimos la integral de s sobre X como

k
/ sdp =Y aip(A;).
X i=1

Teorema 25. Teorema de la convergencia mondtona de Lebesgue Sea {f,} una sucesion de
funciones medibles sobre X, y supongamos que

1. 0 < fi(x) < fa(z) < -+ < 00, para todo x € X.

2. fulz) =22 f(x), para todo x € X.
Entonces f es medible y [ fndp ey I dp.

El lector interesado en la demostracién puede encontrarla en [12, pags. 21-22].

Antes de centrarnos en el resultado principal vamos a enunciar una serie de resultados previos que
aplicaremos en su demostracién.

Proposicion 1. Si f,, : X — R es medible paran=1,2,... y

g = sup fn; h = lim supf,.
n>1 n—oo

Entonces g y h son medibles.
El lector interesado en su demostracién puede encontrarla en [12, pdgs. 16-17].

Teorema 26. Sean s y t funciones simples y medibles no negativas sobre X. Para E € % definimos
¢(E) = [ sdu. Entonces ¢ es medible. También se verifica

/(S—l-t)du:/ sd,u—i—/ tdu.
X X X
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En el teorema anterior, X representa una o— algebra. El lector interesado en su demostraciém puede
encontrarla en [12, pags.20-21]. -

Teorema 27. Sea yi una medida positiva sobre una o—dlgebra. Entonces p(A,) ——= p(A) si A =

U A ApeXyA CAyC ...

El lector interesado en su demostraciém puede encontrarla en [12, pag. 14].

Presentamos ya el resultado principal de esta seccion.

Teorema 28. Sea (f,) una sucesion de funciones medibles y no negativas sobre X . Supongamos que:

k
Fark(@) 2D fuynj(@), (4.17)
j=1
para todo x € X donde 25:1 aj=1con0<a; <1, j=1,...,k. Supongamos también que
Fal) = f(2), (4.18)

para todo x € X. Entonces f es medible y fX fndp — fX fdp cuando n — oo.
Demostracion. Consideramos la funciéon dada por

An = ml’n{fn—lv fn—?a s 7fn*]€}'
De ahi A, < f, ya que

k k
fn > Zajfn—j > ZajAn = An
i=1

Jj=1

Por otro lado,

An+1 = ml'n{fn, ey fn—(k:—i—l)} Z min{fn, cee 7fn—(k+1)7 fn—r}- (419)
Ahora bien, aqui pueden darse dos casos,
L. min{fna v 7fn—k} = min{fn—la fn—2u v vfn—k} = An
2. mfﬂ{fn, cee 7fn—k} = fn > A,

Sin embargo, de ambos casos y de la desigualdad (4.19) podemos concluir lo mismo

An < An+1-
Como A, se puede entender como una subsucesion de f,, entonces, por hipdtesis,

n—oo

para todo x € X. Ademds, como A, < Ay, implica que [y Apdp < [y Apg1dp y, por consiguiente,
recordando que las funciones f, son no negativas por hipdtesis, existird un « € [0, +00] tal que

/ Apdp =255 a. (4.20)
X

Por otro lado, la proposicién 1 nos garantiza que f es medible por ser limite puntual de f,,. Como
Ap < f, se tiene que [y Apdp < [y fdp para todo n. Luego por (4.20)

ag/de,u. (4.21)

Sea s una funcién medible simple tal que 0 < s < f. Sea ¢ una constante tal que 0 < ¢ < 1, y
definimos
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E,={x:A,(x) > cs(x)} (n=1,2,...).

Cada E,, es medible, By C E5 C ... (yaque A} <Ay < A3<...)y X =U2, E,. Veamos que esta
dltima igualdad es cierta.

Sea z € X. Si f(x) =0, entonces x € Ey. Si f(z) >0y 0 < ¢ < 1, entonces cs(z) < f(x). Eso es
porque estamos suponiendo que 0 < s < f. Como A, (z) tiende de forma monétona a f(x) tendremos

que A, (z) > cs(x) para algin n, es decir, x € E,, para algun n. También se tiene, por las propiedades
de la integral de Lebesgue, que

/ Andp > Andp > c/ sdp (n=1,2,3,...). (4.22)
X En n
Haciendo n — oo y aplicando los teoremas 26 y 27 en la tltima integral de (4.22) resulta que
a> c/ sdp. (4.23)
X
Como (4.23) es cierto para todo ¢ < 1, entonces

@ 2/ sdy,
X

para toda funcién simple medible s satisfaciendo 0 < s < f. Asf que

ozZ/deu. (4.24)
)

Entonces, juntando (4.20), (4.21) y (4.24

Por simplicidad en la notacién llamemos

A= lim / And,u:/ fdu.

Si A es infinito como A,, < f, entonces [  Andp < i} « fndp, por lo tanto al tomar limite también
lim [ fodp =00 = [y fdpu.

Supongamos que A es finito, por definicién de limite, para todo € > 0 existe N entero positivo tal
que

A—eg/ Apdp < A,
X

cuando n > N (recordemos que la sucesiéon A4, es mondtona no negativa). Si 1 < s < ktenemos

/fn+sd/l2as/ Jndp + Z Olt/ fn+std,uzoés/ frndp + Z Oét/AnJrsd,u:
X X vy X X s X

1<t<k 1<t<k

= ay /X frdp + (1 — ag) /X Aptsdu > (1 — ag)(A —€) + as /X fndp.

Para cada m > N podemos encontrar un entero § (1 < § < k) tal que

/ fm+§d,u_/Am+k+1-
X

64

De ahi que



El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones 65

Az [ A= [ foradi= 1= 0(A=4as [ fudi= [ fudat(1-a)(A-c [ fudi)
X X X X X
Pero [y fmdp > [y Amdp > A — €. Por lo tanto, si « es el mayor de los coeficientes o
Az [ fudpt =)A= e~ [ fudi)=a [ fudn+ (- a)(a -0,
X X X

De donde se sigue

l1—«

a/ fmdugaA+(1—a)e:>/fmdu§A+
X X

67
donde recordemos que 0 < o < 1.

Hemos probado que para todo € > 0 existe N tal que cuando m > N

l1—a

€.

A—GS/ﬁMM§A+
X

Como € > 0 es arbitrario, entonces

h’m/fmd,u:A:/fd,u.
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Anexos

Anexo I: Teorema de Wiener-Lévy

Definicion 11. Una serie de Fourier es una serie infinita que converge puntualmente a una funcion
periddica y continua a trozos. La denotaremos por S[f] y tienen la forma

2
+ Z [an cos t + bysen ;ﬂ t] ,

donde a, y b, se denominan coeﬁczentes de fourier de la serie de fourier de f.

Lema 9. [21] Si g(x,0) es periddica en x, y si para cualquier valor del pardmetro 0, 0 < < 2, tenemos
llg(z,0)|| < A, entonces

21 21 21
/ g(z, e)deH < / llg(x, 0)]|do = Adf = AQ|Z™ = 27 A.
0 0 0

2m
/ g(x,@)dGH < 27 A.
0

Demostracion.

Teorema 29. [21] Teorema de Wiener-Lévy

1. Supongamos que S[f] converge absolutamente, que los valores (en general, complejos) de f(t) caen
en la curva ¢, y que ¢(z) es analitica (no necesariamente singular) de variable compleja regular en
cada punto de c. Entonces S[¢(f)] converge absolutamente.

2. En particular, si f(t) # 0, y si S[f] converge absolutamente, también lo hace S[1/ f].

Demostracion. Para toda g(z) = Y 20, axe™™ escribimos ||g|| = 3202, lax|, Mg = max, |g(z)|.

Claramente

o.] o oo oo
= law+--+ bl <D larl + > [okl = llaill,
k=0 k=0 k=0 k=0

y
grg2ll < llgallllg2ll;

ya que al ser g1gs = (Zk 0 QK€" ) (ZZO 0 bke’kx) Yo (Zn 0 anbi— n) e implica

g192]| —Z

k=0

Z anbg—n

n=0

<> (Z\anubk n\> @w) - @\bﬂ) =l gl

Como ¢ es analitica para z = f(x), existe un p > 0 tal que ¢(z) es regular en cada circulo
|z — f(z)] < 2p. Sea s(z) una suma parcial de S[f] tal que M(s — f) < |[s — f|]| < 3p. Entonces
¢ [s(z) + pe®] es de clase C? en z y 0.

67



68 El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones

De ahi, que para cada 6, ||¢[s(x) + pe’]|| sea finito, y esta norma sea una funcién acotada de 6. Por
otro lado, tenemos que

(s + pel? — f>—1 — plem (1 4 Z(f _ S)npnein9> 7

|

(0.) 1 n
<p! (1 + <29) V") =2p7 .
n=1
Luego por la féormula de Cauchy

1 2T sl €i9 )
@] = e [ SN e

y el lema previo implica que ||@[f(z)]|| es finita. O

y por cumplirse [[g1ga|| < [|g1[llgll,

(s + petd — f>_1

Corolario 4. [21] Si F(z) es regular para |z| < 1, continua y distinta de 0 en |z| < 1, y si la serie
de Taylor de F converge absolutamente en |z| = 1, entonces la serie de Taylor de % también converge
absolutamente en |z| = 1.

Para demostrar el corolario nos limitaremos a ver la relacién que existe entre el desarrollo de Taylor y
el de Fourier de una funcion. De esta forma, el Teorema de Wiener-Lévy seguird siendo cierto al cambiar
las series de Fourier por las de Taylor teniendo asi el corolario.

Para ello necesitaremos hacer uso de un conocido resultado de Anélisis Complejo, el teorema de
Laurent. Nos limitaremos a enunciarlo pudiendo encontrarse su demostracién en [1].

Teorema 30. [/] Teorema de Laurent Sea f € H(D(a,R1, R2)) para ciertos 0 < R; < Ry < oo.

Entonces
o0

f(z) = Z an(z —a)",

n=—0oo

donde a, = 5 I (wffj;iﬂdw, {z=a+re" 0c|0,2n)}, Ry <7 < Ry.

2mi

Centrémonos ahora en la relacién entre los dos desarrollos. Sea ¢(z) una funcién analitica en D y
continua que no se anula en D. Al tratarse de una funcién analitica, podemos expresarla como serie de
potencias

o0
q(z) = Z an2".
n=0

Ahora bien, analitica en D implica que la funcién sea holomorfa en el disco, permitiéndonos escribir
los coeficientes g, en funcién de su desarrollo de Taylor.

Por otro lado, al ser holomorfa en D podemos aplicar el teorema de Laurent

q(z) = Z anz",

n=—oo

donde

1 q(w)
n = % . R dw7
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con vy, = {z=¢?:0¢€[0,2m)}.
Consideremos otra vez la funcién q(z). Al encontrarnos en el disco unidad, z = ¢ (6 € [0,27)) y la
serie de Fourier correspondiente es g(6) = ¢(e?) donde los coeficientes se calculan como sigue

1 2 )
g(0)e0qg.

Ap = —
" 27T0

Vamos a hacer el cambio de variable z = ¢ = dz = ie??df = idz = df.

Luego

1 21 ) 1 2w 0 1 21 1
ap = —— g(0)e"?dh = / ale )d«9 = / a(z) —dz =
0 0

27 Jo 27 enit 27 2" gz

1 2w
_ / 92) ,
2mi Jy  2ntl

Pero la ultima expresion se corresponde con los coeficientes del desarrollo de Laurente e igualando

| 2T
(n _ n q(z)
"0 = 5 /0 et 147

Quedando asi patente la conexién existente entre los desarrollos de Taylor y de Fourier.
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Anexo II: Método de variacién de las constantes
Definicion 12. Una ecuacion en diferencias lineal homogénea de primer orden es una ecuacion del tipo
z(n+1) =a(n)x(n), x(no) =9, n>mng>0,

donde a(n) es una funcién real no nula definida para todo n > ng > 0. Resolver ecuaciones de este tipo
no tiene mayor dificultad que el de proceder por iteracién, pudiendo escribir la solucién general como

Definicion 13. Una ecuacion en diferencias lineal homogénea de orden k es una ecuacion del tipo
z(n+k)+pi(n)z(n+k—1)+ -+ pr(n)z(n) =0. (4.25)
Se suele escribir z(n + k) = —p1(n)z(n +k —1) —--- — pp(n)z(n) donde p;(n) : N — Cy pr(n) # 0
para todo n € N.

[e.e]

Definicién 14. Una sucesion (z(n))pZ,,

o simplemente z(n) se dice que es una solucion de
z(n+k)+pi(n)z(n+k—1)4+--- +pg(n)z(n) =0
st satisface la ecuacion.

Si especificamos las condiciones iniciales de la ecuaciéon obtenemos lo que se conoce como problema
de valor incial.

Definicién 15. Las funciones fi(n),..., fr(n) son linealmente independientes para n > ng si dada la
ecuacion

alfl(n) +- arfr(n) =0,

para todo n > ng. Entonces se tiene ap = -+ = a, = 0.

Definicién 16. Un conjunto de k soluciones linealmente independientes de (4.25) se llama conjunto
fundamental de soluciones.

Definicién 17. El casoratiano W (n) de las soluciones x1(n),...,x,(n) viene dado por
z1(n) xa(n) e xr(n)
Wn) = det xl(n'—&— 1) xg(n'—i- 1) : xT(n'—i— 1)
xl(n—i-.r—l) xg(n—i-‘r—l) xr(n%r—l)

Lema 10. (Lema de Abel) Sean x1(n),xza2(n),...,zx(n) soluciones de (4.25) y sea W(n) su Casora-
tiano. Entonces, para n > ng,

n—1
W(n) = (~DH) (H pkm) W(no).

Teorema 31. El conjunto de soluciones {x1(n), - ,xx(n)} de (4.25) es un conjunto fundamental si y
s6lo si para algin ng € ZT, el Casoratiano W (ng) # 0.

Definicién 18. Sea {z1(n),...,zr(n)} un conjunto fundamental de soluciones de (4.25). Entonces la
solucidon general de (4.25) viene dada por

k
x(n) = Z a;z;(n)
i=1
para constantes arbitrarias a;.
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Cabe destacar el caso particular en que la ecuacion en diferencias tienen los coeficientes constantes.
Para ello vamos a considerar la ecuacion en diferencias de orden k,
z(n+k)+pix(n+k—1)+---+prz(n) =0, (4.26)

donde los p.s son constantes y py, # 0. Nuestro objetivo es encontrar el conjunto fundamental de soluciones
de dicha ecuacion y, consecuentemente, la solucién general. En primer lugar, introduciremos los siguientes
términos.

Definicion 19. Sea
zn+k)+pa(n+k—1)4+-+pea(n)=0

una ecuacion en diferencias lineal homogénea de orden k con coeficientes constantes.
1. El polinomio X\¥ 4 py \¥=1 4. 4 py. es el polinomio caracteristico de (4.26).
2. La ecuacion \F + pt N1 4. + pp. = 0 es la ecuacion caracteristica de (4.26).
3. Las soluciones de la ecuacion caracteristica \i,--- , A, son las raices caracteristicas.

Destaquemos que las raices caracteristicas pertenecen a C, pudiéndose dar el caso particular en el
que sean reales. Por otro lado, al ser p; # 0 se tiene que ningin A puede ser 0, ya que si hubiese alguno,
al sustituir en la ecuacion caracteristica obtendriamos p; = 0 llegando a una contradiccion.

Corolario 5. La solucion general de (4.26) viene dada por

,
z(n) = Z A (a0 + aiin + apn®+ -+ aimi_lnmi_l).
i=1

Definicion 20. Una ecuacion en diferencias lineal no homogénea de orden k es una ecuacion del tipo
z(n+k)+pi(n)z(n+k—1)+ - +pp(n)z(n) =g(n); n>ny>0 (4.27)

donde p;i(n) y g(n) son funciones reales definidas para n > ny > 0.

o0

Definicién 21. Una sucesion (xz(n))ye

satisface la ecuacion.

o simplemente x(n) se dice que es una solucion de (4.27) si

Definicién 22. 1. La solucion general de la ecuacion homogénea (4.30) se denomina soluciéon com-
plementaria de la ecuacion no homogénea (4.29), y se denotard por x.(n).

2. Una solucion de la ecuacion no homogénea (4.29) se denomina solucion particular, y se denotard
por xp(n).

Teorema 32. Cualquier solucion x(n) de (4.29) puede escribirse como

k
#(n) = wyln) + > aizi(n)
=1

donde {z1(n),...,xx(n)} es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea (4.30).

Definicion 23. La solucion general de una ecuacion en diferencias lineal no homogénea viene dada por
z(n) = zc(n) + zp(n). (4.28)

Una forma de resolver ecuaciones no homogéneas es sumando una solucién particular a la solucién de
la ecuacion homogénea asociada. Ahora bien, obtener una soluciéon particular puede ser una tarea ardua
en la mayoria de los casos. Es por ello, que es necesario un método que nos permita resolver dicho tipo
de ecuaciones sin necesidad de hacer uso de la intuicién o la suposicion. Este método es el conocido como
variacién de los pardmetros o de las constantes. Lo que sigue estd basado en los textos de Elaydi [0] y
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Kelley [9].

Pretendemos resolver una ecuacion en diferencias lineal no homogénea de orden k, a saber una
ecuacién del tipo

2(n+ k) + pr(n)a(n+k — 1) + -+ pr(n)z(n) = g(n). (4.20)

En primer lugar, resolveremos la ecuacion homogénea asociada

z(n+k)+pi(n)z(n+k—1)+ -+ pr(n)z(n) =0. (4.30)

Sea xp(n) una solucién de la homogénea. Sabemos que el conjunto de soluciones de una ecuacién
homogénea tiene estructura de espacio vectorial, siendo un conjunto fundamental una base para el mismo.
De esta forma, puedo considerar una base {z1(n),...,zx(n)} de dicho espacio de soluciones tal que se
verifica

cjzj(n)

I

J=1
Partiendo de dicha expresién, la base del método consiste en considerar las constantes c; como

funciones de n con c¢j(ng) = ¢; y exigir que la funcién

k

z(n) =Y _c¢j(n)z;(n), (4.31)

J=1

satisfaga la ecuacion (4.29). De esta ultima relacién podemos deducir lo siguiente

k k k
rn+1)=> cin+Drjn+1)=> cm)zj(n+1)+ > Acj(n)aj(n+1).
j=1 j=1 j=1

Si fijamos

ZAC] n)zj(n+1) =0,

obtenemos
k
x(n+1) = ch(n)mj(n +1).
j=1

Andlogamente, para i = 2,...,k — 1 podemos proceder de forma recursiva obteniendo

x(n+1) ch x(n+1). (4.32)

Fijamos al igual que antes

ZAC] n)x;(n+i) =0

coni=1,2,...,k— 1. Por lo tanto, al final obtenemos

z(n+k)= ZCJ x(n+ k) —i—ZAc] )z(n + k). (4.33)
7j=1

Sustituyendo en la ecuacién original, donde tomamos py(n) = 1.
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k k k k
sz(n)a:(n +k—i)= sz(n) Z ci(n)zj(n+k—1)+ Z Acj(n)zj(n+k) | =g(n).
i=0 i=0 j=1 Jj=1
Ahora bien, como z;(n) para j = 1,...,k son soluciones de la homogénea, el primer término de la

igualdad anterior se anula quedando

k
Z Acj(n)zj(n+ k) = g(n).

Las ecuaciones (4.32) y (4.33) forman un sistema lineal de k ecuaciones con k incégnitas Ac;(n), cuya
matriz de coeficientes es el Casoratiano W (n + 1). la solucién viene dada por

Aci(n) 0
Acan) | _ W n+1) 0
Ack(n) g(n)

Denotamos por M;i(n + 1) el elemento (i, k) de la matriz adjunta de W(n + 1), el sistema anterior
se convierte

Mzk(n + 1)

Aci(n) = .
ci(n) = Gyt o)
cont=1,2... k, de donde se sigue que
M; 1
ci(n) = _lvvk(gb_:_l))g(n) +wi,  ci(ng) = ¢

Sustituyendo los valores de ¢;(n) en (4.31) comprobamos que z(n) satisface la ecuacién.

A continuacién ilustremos el método con un ejemplo.

Ejemplo 6. Resolvamos la ecuacion en diferencias
z(n+2)—Tzx(n+ 1) + 6x(n) = n.
En primer lugar, debemos comenzar resolviendo la ecuaciéon homogénea asociada, a saber
z(n+2) —Tz(n+1)+z(n) =0,

cuyo polinomio caracteristico es

A2 — 7\ +6.

Resolviendo la ecuacion caracteristica pertinente, obtenemos las raices A1 = 6 y Ao = 1. De esta forma,
podemos concluir que la solucion para la ecuacion homogénea es

xp(n) = 16" + co,

donde c1 y co son constantes.
Ahora consideramos dichas constantes como funciones de n

z(n) = c1(n)6" + ca2(n).

Por lo descrito en teoria, sabemos que vamos a necesitar el Casoratiano
6n+1 1 L
det <6n+2 1) = —5-6""1

73



74

El Teorema de Copson sobre convergencia de sucesiones reales y sus generalizaciones

Luego aplicando las formulas pertinentes

Veamos cémo actia A~1

R e B (LA T . URS I ST
5-6ntl 5-6it1 30 6* 6" 30 25 6"

= =1

Para la dltima igualdad hemos utilizado la relacion > p_, ka* = (a_l)(nJra‘fT);_anHjLa.

Finalmente, computdndolo todo llegamos a la solucion final

1 (-5(n+DE -1 +6 n
< ( )6 6 —>+W2

25 6™

#(n) = |35 25 6n

1 (-bn+)g&-—&+6 n
[30( T ) T
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Anexo III: Resultados de analisis complejo

En el presente anexo recogemos un compendio de resultados bésicos del andlisis complejos de los
cuales hacemos uso a lo largo del trabajo. La totalidad de los resultados se pueden encontrar facilmente
en cualquier manual de analisis complejo como [1], [2] o [12]. Omitiremos las demostraciones pudiéndose
encontrar todas en la literatura citada.

Definicion 24. Sea Q2 un abierto de C y f : Q — C. f se dice holomorfa en () si es derivable en todos los
puntos de . Se denota por H(Q) el conjunto de fundiones holomorfas en Q. f se dice entera si f € H(C).

Definicion 25. Dado 2 C C, a € Q y f : Q@ — C, f se dice analitica en a si existe una serie de
potencias Y .~ an(z — a)" con radio de convergencia R > 0 de modo que para algin 6 > 0 se tiene
f(z)=>r"gan(z—a)" en |z —a| < 4.

Se dice analitica en Q, y se denota f € A(Q), si lo es en cada punto a € Q.

Teorema 33. Teorema Fundamental del Algebm, Todo polinomio complejo no constante tiene al
mMenos una raiz.

Teorema 34. Teorema del limite de Abel Si > " a, converge, entonces f(z) =Y " anz" tiende

[1—2|

1T S€ mantiene acotado.

a f(1) mientras z se acerca a 1 de tal forma que

Teorema 35. Teorema de Rouché

Supongamos que las funciones f(z) y g(z) son analiticas en el interior de un ciclo v en el plano complejo
y que se verifica |f(2)| > |g(2)| para todo z € v. Entonces f(z) y f(2)+ g(z) tienen el mismo nimero de
ceros, contando multiplicidades, dentro de .

Teorema 36. Teorema de Dini Si K es compacto y
1. {fn} es una sucesion de funciones continuas sobre K.
2. {fn} converge puntualmente a una funcion continua f sobre K.
3. fu(z) > fopi(x) Ve e K, n=1,2,3,...

Entonces f, — f uniformemente sobre K.

La siguiente proposicién se utiliza en el lema 4

Proposicién 2. La sucesion (™) es divergente, donde su drbita es periddica, presentando varios puntos
de acumulacion, o bien es densa en S'. En particular, las sucesiones (cos(nf)) y (sen(nf)), con § # =,

también son divergentes.
Demostracion. Sea ™ = cos(nf) + isen(nf).

0

n—m)

Supongamos que e = ™ para algunos n, m, n > m. Entonces el 9 =1, 1o que implica que

(n—m)0 = ¢2m, (4.34)
para algin ¢ € NU {0}.
CASO A Sif= 377 para algunos p, q € Z, q # 0, p # 0, entonces
(n— m)gﬂ' = §27.

q

para algin ¢ € NU {0}. En ese caso, €’29™ = ¢?™ = 1, de donde se deduce que la érbita (ei),>q es
periédica con periodo mayor que 1. Esto significa que hay varios puntos de acumulacién y, por ende, la
sucesién (e?),, es divergente. De esta forma, lo mismo puede decirse de (cos(nf)) y (sen(nf)).

in6 )

CASO B Si 6 # §7r (0 y 7 son inconmesurables), de (4.34) se deduce que n = m, ¢ = 0, es decir,

todos los puntos de la érbita (e™),, son distintos; en esta situacién, afirmamos que (e?) es densa en
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St

En efecto, si consideramos en S' la métrica dada por

| 1
d(ezy,vel ):%ZZ%QTF|/L*U|:|M70-"

con o, € [0,27), y donde [ denota la longitud de la circunferencia unidad.

Dado € > 0 y dado un punto €%, fijamos un entorno W = W (e*”) centrado en €' de longitud menor
que e.

Por otra parte, como (em@)n es un conjunto infinito en un compacto, sabemos que existe una subsu-
cesién convergente

pinif I ia

Asf existen al menos dos elementos ¢1? y 2% en U = U(e'*) donde U es un entorno centrado en

e’ de longitud menor que 5.

Sea T'(z) = ze?, z € S'. Como T(U) es un entorno de T'(a) con la misma longitud de arco (T es una
traslacién) y debido a que la propiedad arquimediana nos asegura que existe mg con (mg—1)e < 27 < mye,
los entornos {U, T(U),T?(U),...} cubren todo S'. En particular, es sencillo demostrar que existe una
iterada N tal que TV (U) c W, ya que TV (u) tiene lingitud 5y W tiene longitud e.

En particular, TV (e™1?), TN (e2%) € W, luego
ei(N—i—njl)G" ei(N—‘rn]'l)@ 6 W
Hemos probado que dado cualquier punto €’ y cualquier entorno suyo verifican

(™), MW #£0,

es decir, (¢™?),, es denso en S'. Por tanto

{ein® . n € N} =St

En conclusién, de ambos casos A y B se deduce que (¢/),, es divergente, 6 € [0,27). Ademds, si
0 # m, también entonces (cos(nf)) y (sen(nf)) son divergentes.
O]
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