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Introduction

Infinite products, as their name suggest, must be understood in parallel to the nume-
rical series, but changing partial sums by partial products. They constitute a fundamental
tool in Complex Analysis, as the famous Weierstrass’s Factorization theorem, 2.2.3,
allows us to represent all holomorphic functions like infinite products identifying clearly
their zeros.

In chapter 1, we determine in which circumstances an infinite product of complex
numbers is convergent, whose definition, 1.1.1, leans in the concept of strictly conver-
gent product. The condition of a product being strictly convergent, [T, zx with z; € C, is
equivalent to the series being convergent ) ;> ; Log zx, in the sense of the numerical series,
and that every z; # 0. This equivalence is proved in proposition 1.1.3, and it will be our
exit point needed to define absolutely convergent product, to demonstrate that this implies
that the product is convergent, 1.1.4, and that the absolutely convergent infinite products
are also unconditionally convergent, 1.1.6.

Once we have become familiar with the infinite product concept for complex numbers
the next natural step is to make infinite products of functions, we deal with this issue in
section 1.2. Once we have defined the concept of punctual convergence and uniform con-
vergence, 1.2.1, for infinite products, we try to find a sufficient or equivalent condition to
the uniform convergence that allows its verification in a relatively simple way.

We cover this last issue in proposition 1.2.3, from the one a really useful, when trying
to obtain the uniform convergence of an infinite product, sufficient condition is deduced.

Z | fx(z) — 1| converges uniformly = ka (z) converges uniformly
k=1 k=1

We will focus on continuous functions (respectively holomorphics), and will be pro-
ved that the infinite product of continuous (holomorphics) functions is a continuous (ho-
lomorphic) function. This can be seen in 1.2.4 and 1.2.5.



@ Introduction

The Fundamental theorem of algebra establishes that all nonnull complex polyno-
mial admits a single representation in the form

p(z) =clz—an)™ (z— o)™ ... (z2—0p)™

where ¢ € C\ {0}. This representation, which does explicit the zeros and their corres-
ponding multiplicities, m;, reveals more information than the usual representation. The
objective of this work is to obtain an analogous representation for holomorphics functions
in an open set Q C C. and in particular for entire functions.

If f € 7(Q) is not identically null in a connected open set Q C C, the set of its zeros
Z(f) ={z€Q: f(z) = 0} does not have accumulation points in Q (see lemma A.1.6),
and therefore is at the most numerable (see lemma A.1.5). In addition, each o € Z°(f)
has a multiplicity m(f, o) € N (see A.1.2).

The first task we will approach in chapter 2 is to solve the inverse problem. Given a
set M C Q without accumulation points in Q (i.e. M' N Q = 0) and a function m : M — N,
to prove that there exists f € 77 (Q) that Z°(f) = M and each o0 € M is a zero of f with
multiplicity m(o) (corollary 2.2.2 and theorem 2.2.5). If the set M is finite, the trivial
solution of this problem provides a complex polynomial as before.

The second task will be to characterize the set of functions
{f i (Q): Z(f) =M, m(f,0) =m(e) Vo €M}

We notice that if f € 77(Q) has a finite number of zeros Z°(f) = {1, 00, ..., ®,} with
multiplicities m; = m(f, ¢;), 1 < j <n, we can create a polynomial p(z) = (z— ;)™ (z—
)" ...(z— &)™ which has the same zeros and multiplicities that f has. Thus, the
quotient f(z)/p(z) presents avoidable singularities (see lemma A.1.10) in each o € Z°(f)
and by eliminating them, is obtained G € .7°(Q) without zeros that makes valid the next
factorization

f(2) =G(2)(z—an)™ (z—00)™ ... (z— &)™

Therefore, the objective is to get an analogous factorization for holomorphics fun-
ctions with infinite zeros, M = {a; : k € N}, replacing the polynomial p by an infinite
product that makes the zeros and the multiplicities explicit. This will be obtained thanks
to Weierstrass’s Factorization theorem, 2.2.3. We will be able to construct holomorp-
hics functions in D(0, 1) that do not admit any holomorphic extension in any point of the
border (see example page 23).
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In general, an infinite product [;”_, (z— %)™ is not convergent. The convergence will
be obtained considering products [];7_; Ax(z) of special factors A (z) (see definition 2.1.1)
that each one has only a simple zero in 0.

In section 2.3 we will see Mittag-Leffler theorem, 2.3.6, that can be considered a
kind of generalization of the Weierstrass’s Factorization theorem because it obtains a nu-
merical series that represents a meromorphic function, in which the poles of the function
and their corresponding main parts can be quickly identified (see A.1.3).

We will finish the chapter with a couple of excellent examples of the theory of infinite
products. In section 2.4 we will do the factorization of the Sine function, more precisely
sin(7z), as product of its zeros, and we will make use of this development when calcula-

ting Wallis product
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In section 2.5 we will deal with the Blaschke products

= o —2z |o
B(z)ZZPH—k 104

. zeD(0,1
=1 1— oz O ( )

that allows us to create holomorphic and bounded functions in the unit disc D(0, 1) that
have a predetermined succession of zeros, (04 )k, verifying Y7 | (1 — |ag|) < ce.

In chapter 3, we will study a couple of famous functions in Complex Analysis, which
are the Euler’s Gamma function and the Riemann’s Zeta function. Our main reference
will be [13], but alternative references for some of the proofs and formulas will be provi-
ded during the chapter.

The first one will be introduced as a generalization of the factorial function, deducing
a functional equation that the factorial function must satisfy, and considering that the
function we want to find should be as smooth as possible.
We calculate the poles of the function I', all simple ones, and we check that it does not
have zeros. Consequently, the function 1/T is an entire function and has zeros where T’
has its poles, being all of them of multiplicity 1. Therefore, the Weierstrass’s Factorization
theorem 2.2.3 allows us to give an expression of 1/ Gamma from its zeros

1 > Z
1 k0. TTE (_)
i B

and consequently an expression of I" from its poles, 3.1.1.
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Next we enunciate and prove some of the most famous formulas, like Euler’s reflection
formula, Stirling’s formula or Gauss’s multiplication formula, in which takes part the I'
function, and we prove its integral expression, 3.1.8, with which usually is defined in Real
Analysis:

I'(z) :/ e 't“"ldt si Re(z) >0
0

If it is desired to know some formulas in the ones takes part the I" function, it is recom-
mended to see [1, p. 255]. In this book appears a great compilation of the properties of I"
function and some functions that are built from it, like Beta function, Digamma function,
Poligamma function, etc.

We introduce § Function using its classic definition in a numerical series
(=Y L siRe()>1
4

and straightaway we prove that {(z) is an holomorphic function, proposition 3.2.2, and
that can be expressed like infinite product of primes, theorem 3.2.3.

After that, we will prove that { can be extended analytically to a meromorphic fun-
ction in the plane, theorem 3.2.8, with an only simple pole in z = 1, whose trivial zeros are
in {—2n:n € N} and these are the only zeros in the halfplane Re(z) < 0, corollary 3.2.11.
In addition, we will see that the remainding of zeros, non-trivial zeros, are in the critical
band and will enunciate the Riemann’s Hypothesis, which conjectures that the position
of non-trivial zeros is exactly the critical line.

We will prove the Riemann’s functional equation, 3.2.10, which connects the three
great functions that we have developed in this work, Sine, Gamma and Zeta functions.

() =2(2m) 'T(1 = )¢ (1) sen (5

From this and the Euler’s reflection formula, it can be proved another functional equation
that only uses the Gamma and Zeta functions, 3.2.12.



We will see, but no prove, how to put the Riemann’s Zeta function as an infinite
product with the Weierstrass’s factors, theorem 3.2.13

pllog(2m)~1-7/2)2 .
2e—DI(1+2/2)) jy \ P

where A is the set of non-trivial zeros of the Zeta function.

C(z)=

We will finish with a brief remark about the relationship between the Zeta function
and the famous prime numbers theorem, 3.2.14, which provides an asymptotic relation
of the number of primes in [0, x|.

Finally, we include an appendix divided in two sections. In section A.l are compi-
led some important definitions and results of Complex Analysis that were studied in the
subject of the Degree ”Functions of a complex variable” and which we use during the de-
velopment of this paper. Among them is the Prolongation principle A.1.7 and the Residue
theorem A.1.11.

In section A.2 we include some theory on complex parameter-dependent integrals
that will be helpful when proving the holomorphy of the integral representations of the
Gamma function and Zeta function, that we will see in 3.1.8 and 3.2.6 respectively.






Introduccion

Los productos infinitos, como su nombre sugiere, deben entenderse en paralelo a las
series numéricas, pero cambiando sumas por productos parciales. Constituyen una herra-
mienta fundamental en en Andlisis complejo, donde el célebre Teorema de Factorizacion
de Weierstrass, 2.2.3, permite representar toda funcién holomorfa como producto infini-
to identificando claramente sus ceros.

En el capitulo 1 veremos cuando entendemos que un producto infinito de nimeros
complejos es convergente, cuya definicidn, 1.1.1, se apoya en el concepto de producto es-
trictamente convergente. La condicién de que un producto sea estrictamente convergente,
[T;_; zx con z; € C, es equivalente a que la serie } ;> ; Logz; sea convergente, en el sen-
tido de las series numéricas, y que cada z; # 0. Esta equivalencia es la proposicion 1.1.3
y constituye el punto de partida necesario para definir un producto absolutamente con-
vergente y demostrar que esto implica que el producto es convergente, 1.1.4, y que los
productos infinitos absolutamente convergentes son también incondicionalmente conver-
gentes, 1.1.6.

Una vez nos familiarizamos con el concepto de producto infinito para nimeros com-
plejos el siguiente paso natural es hacer productos infinitos de funciones, de esto nos
ocupamos en la seccioén 1.2. Una vez definimos el concepto de convergencia puntual y
convergencia uniforme, 1.2.1, para productos infinitos, debemos encontrar alguna condi-
cion suficiente o equivalente para la convergencia uniforme que permita la comprobacion
de la misma de una manera relativamente sencilla.

De esto dltimo nos ocupamos en la proposiciéon 1.2.3, de la cual se deduce una con-
dicién suficiente realmente ttil a la hora de intentar obtener la convergencia uniforme de
un producto infinito

Z | f(z) — 1] converge uniformemente =- ka (z) converge uniformemente
k=1 k=1



@ Introduccion

Nos centraremos en funciones continuas (respectivamente holomorfas) y demostrare-
mos que el producto infinito de funciones continuas (holomorfas) es una funcién continua
(holomorfa). Esto se puede veren 1.2.4y 1.2.5.

El Teorema Fundamental del Algebra establece que todo polinomio complejo no
nulo admite una tnica representacion de la forma

p(z) =clz—on)" (z— )™ ... (z— ay)™

donde ¢ € C\ {0}. Esta representacion, al hacer explicitos los ceros y las correspondientes
multiplicidades, los m;, revela mds informacién que la representacion habitual. El objetivo
de este trabajo es conseguir una representacion andloga para funciones holomorfas en un
abierto Q C C y en particular para funciones enteras.

Si f € () no es idénticamente nula en un abierto conexo Q C C se sabe que el
conjunto de sus ceros Z(f) = {z € Q: f(z) = 0} no tiene puntos de acumulacion en
Q (ver lema A.1.6), por tanto es a lo sumo numerable (ver lema A.1.5). Ademds cada
o € Z(f) tiene una multiplicidad m(f, ct) € N (ver A.1.2).

La primera tarea que abordaremos en el capitulo 2 es la de resolver el problema in-
verso. Dado un conjunto M C Q sin puntos de acumulacién en Q (i.e. M'NQ = 0) y una
funciéon m : M — N, se demuestra que existe f € 7°(Q) tal que Z(f) =M ycadaa e M
es un cero de f con multiplicidad m(c) (corolario 2.2.2 y teorema 2.2.5). Si el conjunto
M es finito, la solucidn trivial de este problema la proporciona un polinomio complejo
como el antes mencionado.

La segunda tarea serd caracterizar el conjunto de funciones
{fe(Q): Z(f)=M, m(f,a)=m(a) Vo € M}

Notar que si f € #(Q) tiene un nimero finito de ceros Z°(f) = {ay,00,...,0,} con
multiplicidades m; = m(f,@;), 1 < j < n, podemos formar un polinomio p(z) = (z —
o)™ (z—0p)™...(z— ;)™ que tiene los mismos ceros que f con las mismas mul-
tiplicidades. De este modo el cociente f(z)/p(z) presenta singularidades evitables (ver
lema A.1.10) en cada o € Z(f) v, al eliminarlas, se consigue una funcién G € 5 (Q)
sin ceros que hace vdlida la factorizacion

f@)=G@)(z—a)™(z—a)™...(z— 0y)"™"

El objetivo es, por tanto, conseguir una factorizacion andloga para funciones holomor-
fas con infinitos ceros, M = {q; : k € N}, reemplazando el polinomio p por un producto
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infinito que haga explicitos los ceros y las multiplicidades. Esto se conseguira gracias al
Teorema de Factorizacion de Weierstrass, 2.2.3. Con él podremos construir funciones
holomorfas en D(0, 1) que no admiten extension holomorfa en ningtin punto de la frontera
(ver ejemplo pégina 23).

En general un producto infinito de la forma [];7_; (z— %)™ no es convergente. La con-
vergencia se conseguird considerando productos [];7_; Ax(z) de factores especiales Ax(z)
(ver definicién 2.1.1) que tienen cada uno de ellos un unico cero simple en 0.

En la seccion 2.3 veremos el Teorema de Mittag-Leffler, 2.3.6, este puede consi-
derarse una especia de generalizacion del Teorema de Factorizacion de Weierstrass pues
consigue una expresion en serie numérica de una funcién meromorfa, en la cual se pueden
identificar rapidamente los polos de la funcion y sus correspondientes partes principales
(ver A.1.3).

Terminaremos el capitulo con un par de ejemplos relevantes en lo que a productos
infinitos se refiere. En la seccion 2.4 nos ocuparemos de factorizar la funcién Seno, mas
concretamente sen(7z), como producto de sus ceros y aplicaremos este desarrollo para el
célculo del Producto de Wallis

224466 T
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En la seccion 2.5 trataremos los llamados productos de Blaschke

Ok —z oy
P|| e D(0,1
11—z oy ¢ (0,1)

que nos permiten crear funciones holomorfas y acotadas en el disco unidad D(0,1) que
tengan una sucesion de ceros predeterminados, (0% )g, cumpliendo Y5> | (1 — |og|) < oo

En el capitulo 3 estudiaremos un par de funciones célebres del Andlisis Complejo,
estas son la funcion Gamma de Euler y la funcion Zeta de Riemann. Nuestra referencia
base seré [13], pero se proporcionardn referencias alternativas para algunas de las demos-
traciones y formulas que se muestren.

La primera de ellas la introduciremos como una generalizacion del factorial, dedu-
ciendo una ecuacién funcional que debe cumplir la funcién factorial y teniendo en cuenta
que la funcién que queremos hallar debe de ser 1o més suave posible.



@ Introduccion

Calculamos los polos de la funcién I', todos simples, y vemos que no tiene ceros.
En consecuencia, la funcién 1/T" es entera y tiene ceros donde la funcién T tiene sus
polos, siendo todos ellos de multiplicidad 1. Por tanto, el Teorema de Factorizacion de
Weierstrass 2.2.3 nos permite dar una expresion de 1/T" a partir de sus ceros

1 - Z
B (9] E. X
ERLICYE

y en consecuencia, una expresion de I' a partir de sus polos, 3.1.1.

Seguidamente enunciamos y demostramos algunas de las férmulas mds famosas, co-
mo la Formula de los complementos, la Formula de Stirling, la Formula de multiplicacion
de Gauss, en las que interviene la funcién I', y demostramos su expresion integral, 3.1.8,
con la que normalmente se la define en el Andlisis Real:

['(z) :/ e ' ldr si Re(z) >0
0

Si se quiere conocer alguna férmula més en la que intervenga la funcién I' se reco-
mienda ver [1, p. 255], en este libro aparece una gran recopilacién de las propiedades de
la funcién I' y algunas funciones que se construyen a partir de ella como son la funcién
Beta, funcién Digamma, funcién Poligamma, etc.

La funcién ¢ la introducimos usando su definicidn cldsica de serie
1 .
(@)=Y —  siRe(z)>1

e inmediatamente demostramos que asi definida es una funcién holomorfa, proposicion
3.2.2, y que puede expresarse como producto infinito de primos, teorema 3.2.3.

A continuacién, demostraremos que { puede extenderse analiticamente a una funcién
meromorfa en el plano, teorema 3.2.8, con un tnico polo simple en z = 1, cuyos ceros
triviales se encuentran en {—2n : n € N} y estos son los tinicos ceros en el semiplano
Re(z) < 0, corolario 3.2.11. Ademads veremos que el resto de ceros, ceros no triviales, se
encuentran en la llamada banda critica y enunciaremos la Hipodtesis de Riemann, la cual
conjetura que la posicion de los ceros no triviales es exactamente la llamada linea critica.

Demostraremos la ecuacion funcional de Riemann, 3.2.10, la cual relaciona las tres
grandes funciones que hemos desarrollado en este trabajo, funcién Seno, Gamma y Zeta.

() =2(22) 'T(1 =94 (1) sen (5



A partir de esta y de la Férmula de los Complementos de la funcién Gamma se puede de-
mostrar otra ecuacion funcional que solamente hace uso de las funciones Gamma y Zeta,
corolario 3.2.12.

Veremos, sin demostracién, como poner la funcién Zeta de Riemann como producto
infinito con los factores de Weierstrass, teorema 3.2.13

e(log(zn)flfjdz)z Z
2(z=1I(1+2/2)) ya p

donde A es el conjunto de ceros no triviales de la funcién Zeta.

C(z)=

Terminaremos con un pequefio comentario sobre su relacion con el famoso teorema
de los nimeros primos, 3.2.14, que nos proporciona una relacién asintética del nimero
de primos que hay en la recta [0,x].

Finalmente, incluimos un apéndice dividido en dos secciones. En la seccién A.1 se
recogen algunas definiciones y resultados importantes del Andlisis Complejo que fueron
estudiados en la asignatura del Grado Funciones de variable compleja y que usaremos
durante el desarrollo del trabajo. Entre ellos estdn el Principio de Identidad A.1.7 y el
Teorema de los Residuos A.1.11.

En la seccién A.2 incluimos algo de teoria sobre integrales dependientes de un para-
metro complejo que nos serd de gran ayuda para demostrar la holomorfia de las repre-
sentaciones integrales de la funcion Gamma de Euler y la funcién Zeta de Riemann, que
veremos en 3.1.8 y 3.2.6 respectivamente.






Preliminares

Capitulo

CONTENIDOS
1.1 Productos infinitos de nimeros complejos.
1.2 Productos infinitos de funciones.

Presentaremos en este capitulo el concepto de producto infinito de nimeros comple-
jos, el cual debe entenderse en paralelo a las series numéricas, pero cambiando sumas por
productos parciales. Seguidamente diremos qué se entiende por producto infinito conver-
gente y daremos algunas condiciones tanto equivalentes como suficientes para la conver-
gencia.

A continuacién estudiaremos los productos infinitos de funciones y el concepto de
convergencia uniforme del producto infinito sobre un conjunto S de un producto infinito.
Terminaremos viendo qué ocurre con el producto inifinito de funciones holomorfas ( f; ),
el cual define una funcién holomorfa cuyos ceros son la unién de los ceros de las fy.

Las referencias principales para este capitulo son [4] apuntes sobre Productos infini-
tos, [6, p. 164 - 167], [10, p. 280 - 283], [13, p. 170 - 175].

1.1. Productos infinitos de nimeros complejos

Un producto infinito se entiende como el limite de un producto finito, donde dicho
limite se hace en el indice superior del producto

oo m
[Te=tim]]
k=1 ™ k=1

es decir, que al igual que las series se entienden como limites de sumas parciales, un
producto infinito se entiende como limite de productos parciales.


http://webs.um.es/beca/Docencia/1112.ac/1.2 Productos Infinitos (Presentacion).pdf
http://webs.um.es/beca/Docencia/1112.ac/1.2 Productos Infinitos (Presentacion).pdf
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Comenzaremos definiendo la nocién de convergencia de un producto infinito de nu-
meros complejos de forma adecuada para los fines que se persiguen.

Definicion 1.1.1. Sea (zz); una sucesién en C. Decimos que:

» El producto [];"_ zx es estrictamente convergente si 3 1im,, [T} zx = u # 0y defi-
nimos

» EI producto [[;_; zx es convergente si dn € N tal que [[;_,, | 2k es estrictamente
convergente y definimos

sz =Z122..-2n H Tk
k=1

k=n+1

Observacion. 1. Es obvio a partir de la definicién que si un producto es estrictamente
convergente, entonces es convergente.
2. Se tiene que si [];”_; zx es convergente, entonces:

o)

HZkZO S 1<#{k:z =0} <oo
k=1
3. Si z; # 0Vk entonces las definiciones de convergente y estrictamente convergente
son equivalentes.
4. Diremos que un producto infinito es divergente si no es convergente.
5. Para un producto infinito se cumple

oo %)

H 7, es estrictamente convergente < H — es estrictamente convergente
il 1 2k
k=1 k=1

La demostracion de esto es sencilla, simplemente hay que tomar limites y saber que
el producto finito de inversos es el inverso de un producto finito

0%u=1lim] [z 0% : m ]
u=1 Z —=——————=1 —_
" k=1 ‘ wo MmeIGT 2 m ey z

Ejemplo. 1. Sitomamos lasucesiénz; =1/2yz = % si k # 1 entonces el produc-

to infinito [T, zx es estrictamente convergente y por tanto convergente. Vedmoslo:

i 149 m? m
Ii =lim| zz=... =lim| ——) =1
i fTe=tim (55585 ) =t ()

La segunda igualdad es sencilla de probar por induccion.




1.1 Productos infinitos de nimeros complejos e

2. Sitomamos la sucesion zx = 1/k # 0 entonces el producto infinito [T}, zx diverge,
para verlo nos basta ver que el producto no es estrictamente convergente y por una
observacion anterior tendremos que no es convergente

d It1r 1 1

lim||zx=lim( zz-...— )| =lim— =0

m,Qk m (234 m) m m!
Diremos que el producto infinito diverge a 0.

3. Si tomamos la sucesién z; = ’%1 # 0 entonces el producto infinito [;7_; zx diverge,
nos basta ver que el producto no es estrictamente convergente

<2 34 m+1

- —> = l’nr1n(m+1) = oo

m
h"gngzk:lﬁn 123" " m

Diremos que el producto diverge a oo.

Proposicion 1.1.2. Si el producto infinito [];._, zx es convergente hacia u entonces:

1. Paracadan > 1 el producto [[;_, . zx converge y suvalor R, cumple 2125 . . . za Ry =
u
2. lim, R, =1ylim,z, =1

Demostracion. Por definicién de convergente Jn tal que [T;, . | zx = R, # O es estricta-
mente convergente. Cuando 1 < j < n es clara la convergencia del producto

Ri= [] sx=zir1zj+2---20 [] sx=2j112j42-- 20Rn
k=j+1 k=n+1

que cumple 7122 ...2jR; = 2122 ... 24R;, = u por definicion.
Para j > n también es inmediata la convergencia estricta del producto

R H Zn+1Zn+2~-~Zszo:j+1Zk Ry
k=j+1 Zn+12n42 - -%j in+12n+2 - -<j

que también cumple 212> ...242n 412042 - - - ZjRj = 2122 .. . 2yRy, = u por definicion.
Pasando al limite en la expresion anterior cuando j — oo se obtiene
) ) R R
limR; =lim——— =" =1
J J Zn+1Zn+2---2j Ry

la cual es vélida pues al tomar limite en j se tiene j > n. De esto se sigue que

. . Rj
limz; =lim—— =1
J J R;
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En la siguiente proposicion Logz denota el logaritmo principal de z # 0 determinado
por —x < Im(Logz) < m.

Proposicion 1.1.3. Una condicion necesaria y suficiente para que el producto [1;._, zx sea
estrictamente convergente es que zx 7 0Vk € Ny que la serie Y 7, Log zx sea convergente.

Demostracion. Supongamos que z; # 0Vk € N entonces el logaritmo principal estd
definido en cada z; y podemos considerar la serie } ;" | Log 2.

Supongamos que es convergente, es decir, que existe lim,, } ;' | Logzx = S entonces
por la continuidad de la funcién exponencial se tiene que existe lim,, exp (¥}"_ | Logzx) =
¢ # 0. Ahora por las propiedades de la exponencial queda

m m m
limexp Z Logz, | = ll’mH exp(Logzy) = lim sz = #0
" k=1 "= " k=1

por tanto el producto infinito es estrictamente convergente.

Si [Tr— zx es estrictamente convergente entonces 7, = [[;.; zx — u # 0, es in-
mediato que z; # 0Vk € N pues si no lo fuese entonces u = 0.
Sea A(z) un argumento continuo de z definido en Q, = C\ {ru : r < 0}. Como u # 0
y T, — u entonces existe mg € N tal que 7w, € Q, Vm > mg luego la sucesioén 6,, =
A(my,) — 6 = A(u) pues A es continua.

Podemos considerar la sucesion

m
= Z Logz;
k=1

y esta cumple

m
exp(S. Hexp Logzi) = H = exp(log|my| +i6,)
k=1 k=1

entonces S, = log|m,,| + i6,, + 27it,, con t,,, € Z y entonces
LOme—H = Sm—H Sm - 10g|7rm+1‘ _log |7Tm| +1 ( m+1 — 6 ) +27ti(tm+l _tm) =

=log|zmt1| +i(Om+1 — Om) +27i(tys1 —tm)

Por la Proposicién 1.1.2 se tiene que lim,, z,, = 1 y Log es continuo en 1, luego tomando
limites en la igualdad anterior queda que

0=0+4i(6 — 0) + 27 lim(fyys1 — )
m
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por tanto t,,+1 —t,, — 0 y entonces existe m; € N tal que t,, = t, constante, Vimm > m;. Y
asi, tomando limites en m, hacemos m > max{mg,m; } y queda

Sm — log|u| +i6 + 2mit
por lo que la serie es convergente. 0

Proposicion 1.1.4. Dado un producto infinito de niimeros complejos [Ty, (1 +zx) se
verifica a) < b) < c) = d):

a) La serie Y10 |zx| < oo.

b) Existen € Ntal que Yi, | |Log(1+z)| < oe.

¢) Elproducto T, (1+ |z|) es convergente.

d) El producto [Ty, (14 z) es convergente.

Demostracion. Cada una de las propiedades a),b),c) implica que limy z; = 0 y asi pode-
mos suponer en lo que sigue que se cumple esta condicion.

a) < b) | Para |z] < 1 vale el desarrollo en serie de potencias

2 Z3

z
Log(1+2)=z2— —+ = —...
0g(l+z2)=z 2+3

luego

Log(1 Log(1
i Los+2) . Log(1+2)
z—0 Z k Zk

=1
Por la definicién de limite dng € N tal que

Log(1 +z)
Tk

1
—1‘<§ Vk > ng

Entonces para k > ng se cumplen las desigualdades

1 3
§|Zk\ <|Log(1+4z)| < E‘Zk’

con las que podemos comparar ambas series y por tanto la convergencia de una implica
la convergencia de la otra y viceversa.

a) < ¢) |Puesto que limy z; = 0 se tiene que limy, |zx| = 0 y repitiendo el razonamiento
del apartado anterior se tiene que Jng € N tal que para todo k > ng se cumple

1 3
7 lol < |Log(1+|zil)| = Log (1 + |zi]) < 5|z
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por tanto se tiene que a) equivale a la convergencia de la serie

(o)

Y Log(1+|zl)] Z Log(1+ |z)
k=ngp+1 k=np+1

y esto, en virtud de la Proposicion 1.1.3, equivale a la condicion c).

b) = d) | Basta tener en cuenta que toda serie absolutamente convergente es con-
vergente y por tanto como Y . [Log(1 +zx)| < oo se sigue que Y, .\ Log(1 + z)
converge y que zx # — 1, pues si fuese igual a —1 no seria convergente.

Luego, por la Proposicién 1.1.3, el producto [];~, . ; (1 4-zx) es estrictamente conver-
gente y por definicién [T;"; (1 4 zx) es convergente. O

Definicién 1.1.5. El producto infinito [T;_; (14 z) se dice absolutamente convergente si
cumple alguna de las condiciones a),b) o ¢) de la proposicién anterior.

Observacion. Después de la proposicion anterior y esta definicion podemos decir que
todo producto absolutamente convergente es convergente.

Ejemplo. Veamos un producto infinito, [T;_ (1 +Zk) que converge pero no converge
absolutamente. Tomemos la sucesion () = {3, — 73, .y —g, b
No converge absolutamente pues la serie

[ee] 001
=2},
N
Sin embargo si converge, pues teniendo en cuenta que
= 1 1 1 1
1 =1 I+-)(1—2)(1+2)(1—2)... | =
T01+20 =tim ((1+3)0- 0+ 30 -5)...)

1 1 = 1
:11;1511((1—4—‘)(1—5)...) :H(l—m)

k=1
Y el dltimo producto si converge absolutamente pues ), i 1)2 < ooy por la Proposi-

cion 1.1.4 se tiene que el producto es convergente, luego el producto original también es
convergente.

Corolario 1.1.6. Si un producto infinito [I;._, (14 zx) converge absolutamente, entonces
el producto [];_ (1 —|—zﬂ(k)) converge absolutamente para toda @ : N — N permutacion.

Demostracion. Si el producto [];>_ (1 + zx) converge absolutamente entonces, por la
Proposicién 1.1.4, la serie } ;- ; zx es absolutamente convergente y por tanto también
lo es incondicionalmente, luego Y7 | zz() es absolutamente convergente y se tiene que
[Ti=1 (1 +zz(x)) converge absolutamente. O
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1.2. Productos infinitos de funciones

Ya nos hemos familiarizado con el producto infinito de nimeros complejos. Vamos a
generalizar el concepto a productos de funciones que tomen valores en C. Primero vamos
a definir los conceptos de convergencia puntual y uniforme.

Definicion 1.2.1. Sea S un conjunto y f; : $ — C una sucesién de funciones.

1. Si el producto [, fi(z) converge para cada z € S, se dice que el producto infinito
converge puntualmente en S.

2. Siademds la sucesion R, (z) = [}, fk(z) converge hacia 1 uniformemente sobre
S se dice que el producto [];”_; fx(z) converge uniformemente sobre S.

Observacion. Diremos que [];_; fx(z) converge uniformemente sobre una familia de con-
juntos si converge uniformemente sobre cada uno de ellos.

Lema 1.2.2. Si zy,...,z, son niimeros complejos entonces se cumple
m m
Hl—l—Zk—l H +|zx]) — 1 <exp Z’Zk‘ —1
k=1 k=1 k=1

Demostracion. Para x > 0, la desigualdad 1+ x < ¢* es una consecuencia inmediata del
desarrollo de ¢* en potencias de x. Si cambiamos x por |z1|,...,|z,| y multiplicamos las
desigualdades resultantes, obtenemos la segunda desigualdad.

Para la primera desigualdad basta aplicar la desigualdad triangular a las sumas que
resultan al desarrollar el primer producto

m
H1+zk )—1 1+sz+Z1sz+ +sz—1
k=1 k=1 k=2 k=1

m m m m m m
<Y lad+lal Yzl -+ [ |l = <1+Z 2]+ lz1] Y |Zk|+---+H|Zk|> —
k=1 k=2 k=1 k=1 k=2 k=1
m
=TT+ zl) -

k=1



e Preliminares

Proposicion 1.2.3. Sea S un conjuntoy fi : S — C una sucesion de funciones. Se verifica
a) < b) = c):

a) La serie Y7 || fi(z)| converge uniformemente sobre S.

b) El producto [Ty, (14 |fx(z)|) converge uniformemente sobre S.

c) El producto T (1 + fx(z)) converge uniformemente sobre S.

Demostracion. |a) = b)|Si se cumple a), en virtud de la Proposicion 1.1.4 el producto

que interviene en b) converge puntualmente en S. Entonces, para cadaz € Sy cadan € N
estan definidas las funciones R, (z) := [T, (1 +|fx(z)|) y tenemos que demostrar que
la sucesion (R} (z)), converge hacia 1 uniformemente sobre S.

Dado € > 0 sea § > 0 tal que 0 < e® —1 < €. Por cumplirse @) existe un ng € N
tal que para todo n > n;s y todo z € S se verifica Y, .1 |fi(z)| < 6. Usando la segunda
desigualdad del lema 1.2.2 se obtiene que para todo n > ng y todo z € S se cumple

k=n+1 k=n+1

o< I1 <1+|fk<z>|>—1§exp< y |fk<z>|>—1<e5—1<e

y pasando al limite cuando m — oo se llega a que para todo n > ng y todo z € S se verifica
0<R,(z)—1<e

y por tanto la convergencia hacia 1 uniformemente sobre S.

b) = a) | Si se cumple b), en virtud de la Proposicion 1.1.4 la serie que interviene en

a) converge puntualmente en S. Usando la siguiente desigualdad trivial

m

Z | f(2) H (I+]fi(2)]) —1

k n+1 k=n

y tomando limites cuando m — oo se obtiene

0< Z k(@ < Ry(z) =1

k=n+1

utilizando ahora que R};(z) converge hacia 1 uniformemente sobre S se obtiene que Y1, . | | fx(2)|
converge hacia 0 uniformemente sobre S.

b) = ¢) | Si se cumple b) el producto [Ty, (1 + fi(z)) converge absolutamente para

cada z € Sy en particular converge puntualmente en S. Utilizando la primera desigualdad
del lema 1.2.2

o<| T (+Aa@) -1 < [T Q+1AE) -
k=n+1 k=n+1
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y pasando al limite cuando m — oo se obtiene que las funciones R, (z) = [Tr_,. | (14 fx(2))
cumplen la desigualdad

0<|R.(z)—1|<|R,(z)—1] VneN,zeS

Como R} (z) converge hacia 1 uniformemente sobre S se cumcluye que R,(z) converge
hacia 1 uniformemente sobre S, es decir, se cumple ¢). U]

Aplicando la proposicidn anterior en cada conjunto compacto K C € abierto se obtie-
ne que la convergencia uniforme sobre compactos de la serie Y, | fr(z) — 1| es condicién
suficiente para la convergencia uniforme sobre compactos del producto [T, fx(z).

Ejemplo. Veamos una sucesién de funciones que cumplen la condicién c¢) pero no la
condicién a) de la proposicién anterior. Fijemos § = K un compacto de C y consideremos
la sucesion de funciones (fi(2))x = {2, —2,5, 5,5, 555+ - -

No cumple la condicién a) pues

Y @)l =21 Y
k=1 k=1

Pero si cumple la condicion ¢), para ello basta multiplicar los términos del producto ade-
cuadamente como en un ejemplo anterior

= o

x| —

[l0+46) =420 -90+ 0 -0+ 901 -5)...-
2 2 oo )
=== -5 =TI0-7)

Y este dltimo producto converge uniformemente sobre K pues la serie
i 2]
2
k=1 k

converge uniformemente sobre K ya que |z2|/k* < Cx/k* con Cx = méx{z>:z € K} y
Yi1Ck/ k? = Cxm? /6. Aplicando el criterio M de Weierstrass nos queda el resultado.
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Proposicion 1.2.4. Sea Q C C un abierto, fi : Q@ — C una sucesion de funciones con-
tinuas 'y f(z) = [z, fx(z) un producto infinito que converge uniformemente sobre com-
pactos de Q, entonces:

» Para cada compacto K C Q existe n € N tal que R,(z) = [1;_,, fi(2) no se anula
en K.

» La sucesion de productos parciales m,,(z) = [T}, fk(z) converge uniformemente
sobre compactos de Q hacia f(z).

» f es continua en C.

Demostracion. Sea K C & compacto, por hipdtesis R,,(z) = [T, fk(z) s una sucesién
de funciones que converge hacia 1 uniformemente sobre K, luego existe ng € N tal que
para cada n > ng y cada z € K se cumple |R,(z) — 1| < 1/2,luego 1/2 < |R,(z)| <3/2,y
en particular se tiene que 0 ¢ Ry, (K).

Por otra parte, para cada m > ng y cada z € K, se cumple

n(2) | 3/2
22 _3
kl,;IHf" ‘ Ru2) | < 1/2
luego
|76 (2)| = [Ty (2) ka <3G,
kno—i—l

donde C,,, = max{|m,,(z)| : z € K} (que se alcanza pues K es compacto). Se obtiene asf
la desigualdad

[70n(2) = f(2)] = [Tn(2) |1 = Rn(2)| <3Gyl =Rn(z)|  Ym=>mo,z€ K

y como Ry, (z) converge hacia 1 uniformemente sobre K se tiene que 7,,(z) converge hacia
f(z) uniformemente sobre K.

Para ver que f es continua en € basta escribir 2 como unién numerable de compactos

K| C Kz CcCK,C K3 C...CQ (ver[13,p.278], Proposiciéon A.2.1), ya que f es continua
en todo compacto K C Q al ser limite uniforme de las funciones continuas 7,,. [

Observacion. La primera conclusion se puede sustituir por la siguiente equivalente:
Para cada compacto K C Q existe n € N tal que Z°(fy) NK =0 Vk > n.

Es decir, los ceros en un compacto, de un producto de funciones uniformemente conver-
gente, se encuentran en las primeras funciones del producto.
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Teorema 1.2.5. Sea Q C C un abierto, f; : Q — C una sucesion de funciones holomorfas
no idénticamente nulas y f(z) = [Iy_, fx(z) un producto infinito que converge uniforme-
mente sobre compactos de €2, entonces:

= f es holomorfa en Q.

= Z(f) = U Z (i)
» Para cada o € Z(f) el conjunto {k € N: fi(a) =0} es finito y

Z (fr, (hay un niimero finito de sumandos no nulos)

Demostracion. Segun la Proposicion 1.2.4, la sucesion de funciones holomorfas 7, =
[T{_, fx converge uniformemente sobre compactos hacia la funcién f, luego f es holo-
morfa en virtud del Teorema A.1.8.

Para ver que Z(f) = Uy Z(fx) 1o haremos por doble inclusién. La inclusién obvia
es Z(f) 2 Ux Z(fi)- Veamos la otra inclusion, dado o € Z°(f) y sea € > 0 tal que

K =D(a,€) C Q, segin la Proposicién 1.2.4 existe n € N tal que R,(z) no se anula en K
y teniendo en cuenta el producto finito

f(2) = f1(2) ... fu(2)Ru(2) (1.1)

se obtiene que existe ko € {1,2,...,n} tal que fi,(a) =0y por tanto & € Uy Z(fi)-

Sea oo € Z(f), por (1.1) se tiene que el conjunto {k € N : fi () = 0} es finito y

ademas . N
=Y m(fi,®) Z m(fi,
k=1 k=1
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Capitulo

- CONTENIDOS N\
2.1 Factores elementales de Weierstrass.
2.2 Teorema de factorizacién de Weierstrass.
2.3 Teorema de Mittag-Leffler.
2.4 Ejemplo: Funcién Seno.
2.5 Ejemplo: Producto de Blaschke.

& J

Definiremos en este capitulo los factores elementales de Weierstrass, que nos servi-
ran para escribir el producto de los infinitos ceros de una funcién de manera que dicho
producto sea uniformemente convergente. El concepto de sucesion adaptada serd esencial
para esto ultimo y se intentard buscar sucesiones adaptadas constantes si es posible.

El Teorema de factorizacion de Weierstrass 2.2.3 serd precisamente el que nos permita
construir, a partir de los ceros de una funcién holomorfa y usando los factores elementa-
les de Weierstrass, un producto infinito que convergerd uniformemente hacia la funcién
original y que nos servird como representacion de la misma. Su utilidad reside en hacer
explicitos los ceros de la funcién.

En el contexto de la representacion de funciones demostraremos el Teorema de Mittag-
Leffler 2.3.6 que nos permite representar una funciéon meromorfa como una serie en la que
intervienen sus partes principales (ver A.1.3). Su importancia reside en hacer explicitos
los polos, en este caso las partes principales, de una funcién meromorfa.

Terminamos el capitulo con dos ejemplos sencillos y representativos de desarrollos
de productos infinitos, la funcién seno y los productos de Blaschke, esta ultima clase
de productos permite construir funciones holomorfas y acotadas en el disco unidad con
ceros prescritos (siempre que estos cumplan una condicién de admisibilidad necesaria en
funciones acotadas).

Las referencias principales para este capitulo son [4] apuntes sobre Productos infinitos
y Desarrollos de Mittag-Lefler, [6, p. 168 - 173, 204 - 206], [10, p. 254, 283 - 286, 291 -
293], [13, p. 162 - 166, 175 - 180].


http://webs.um.es/beca/Docencia/1112.ac/1.2 Productos Infinitos (Presentacion).pdf
http://webs.um.es/beca/Docencia/1112.ac/1.1 Desarrollos Mittag-Lefler (Presentacion).pdf
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2.1. Factores elementales de Weierstrass

Vamos a definir aquellos factores especiales de los que habldbamos al principio del
trabajo que consiguen hacer un producto infinito de funciones en el que se pueden ver los
ceros explicitamente y que, ademds, hacen a dicho producto convergente.

Definicion 2.1.1. Se llaman factores elementales de Weierstrass a las funciones

Ey(z)=1-z2
m Zk
En(z) = (1 —z)exp ];E Vm e {1,2,3,...}
Observacion. Si |z| < 1 entonces vale la igualdad Zle% = —Log(1 —z) y por tanto si

tomamos limites en los factores elementales se tiene que

HmEpn(z) = 1
m

lo que era una condicién necesaria para que el producto [];,_, Ex(z) fuese convergente.
Lema 2.1.2. Se tiene que Vm € {0,1,2,3,...} y|z| <1
1= Ep(2)] < [z

Demostracion. El resultado para m = 0 es trivial. La demostracion para m > 1 se basa en
la consideracion del desarrollo en serie de potencias

En(2) =En(0)+ Y ad =1+ ) ad*
k=1 k=1

Se comprueba facilmente que si derivamos

=%

oo m k
Ep(z) =Y kaZ' = —"exp (Z )
k=1 k=1

Usando esta expresion se deduce que E), (z) tiene en z = 0 un cero de multiplicidad m
y por tanto a; = 0 si 1 < k < m. Para el resto de coeficientes vamos a razonar sobre la
funcién
E,(2)
Zm

= —exp(p(2))
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donde p(z) = kazlzk /k es un polinomio con todos sus coeficientes positivos. Si ahora
escribimos el desarrollo de la exponencial en serie de potencias nos queda que

y P&

!
= k!

—exp(p(z)) = —

Al tener p(z) todos sus coeficientes positivos, p(z)* también los tendrd y por tanto al
reordenar la serie tendremos que

—exp(p Z bk para ciertos by >0

Pero habfamos visto que —exp(p(z)) = Yi_,ns1 kaxz* ™!, entonces igualando las dos

series y usando la unicidad de los coeficientes de la series de potencias se tiene que
(m—i—k—i—l)am+k+1 = —by Vk >0

Por tanto a; < 0 Vk > m y entonces, con esta informacion sobre los coeficientes a; se
obtiene

o)

0=En(1)=14 Y a=1- Y |«

k=m+1 k=m-+1
Y si |z|] < 1, usando esta igualdad se establece la desigualdad siguiente
1= En(z)] < Z a2 = 12" Y el <™ Y Jar] = (2™
k=m-+1 k=m+1 k=m-+1

]

Lema 2.1.3. Dada una sucesion (z;)r C C\ {0} con limy |zx| — oo, existe una sucesion

(pr)x C NU{0} tal que
— <e  VR>0
kg’l <|Zk|)

Demostracion. La sucesion p, = k— 1 cumple los requisitos del enunciado pues dado
R > 0y como limy |z;| — oo entonces Tk € N tal que Yk > ko se cumple |zx| > 2R y

() < ()
N § —
2] 2
luego nos queda

o0 ko ks p K o 1 ks p\k
BB () B p )
=t \ ] i=t \ ] k1 25 =1\
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Definicién 2.1.4. Si una sucesion (py ), cumple las condiciones del lema anterior diremos
que es una sucesion adaptada a la sucesién de nimeros complejos (zx)x-

2.2. Teorema de factorizacion de Weierstrass

Teorema 2.2.1. Sea (zx)x C C\ {0} una sucesion tal que limy |z;| — ooy (px)x C NU{0}
una sucesion adaptada a ella. Entonces el producto

f(2) :kID:OIlEPk (i)

converge uniformemente sobre compactos de C a una funcion entera f tal que Z(f) =
{zx 1 k € N}. Para cada a € Z(f) la multiplicidad m(f, o) = #{k : zp = o }.

Demostracion. Llamemos fi(z) = Ep, (z/zx), para ver que el producto f(z) = [T, fk(2)
converge uniformemente sobre compactos de C, en virtud de la proposicion 1.2.3, basta
ver que la serie Y;” | | fx(z) — 1| converge uniformemente sobre compactos de C y esto
ultimo es una sencilla consecuencia de los lemas 2.1.2'y 2.1.3.

En efecto, sea K un compacto de C, entonces existe R > 0 tal que K C D(0,R). Como
limy |zx| — oo entonces ko € N tal que Vk > kg se cumple |z;| > R, luego |z/z;| < 1 para
todo z € K. Entonces para k > ko y todo z € K se cumple, por el lema 2.1.2, que

pr+1 prt+1

R

<k

4

<k

<

(@) — 1] = |Ep, (i) 1)<

Por hipétesis, puesto que (px ) es una sucesién adaptada a (zi ), se tiene que

prt+1

R
_ < oo
2k

)}
k=1

y aplicando el criterio de Weierstrass (ver A.1.13) se concluye que la serie } ;- | fx(z) — 1
converge uniformemente sobre compactos de C.

Cada funcién fi(z) tiene un unico cero simple para z = z, por tanto aplicando el
teorema 1.2.5 se tiene:

= f es holomorfaen C

» 2(f) =Ur Z(fi) ={z ke N}
» Paracada o € Z(f) la multiplicidad m(f, o) =Y ;7 m(fi,o0) =#{k: zx = o}

]
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Observacion. Para algunas sucesiones (zx )k, tales que 1imy |zx| — oo, podemos encontrar
sucesiones adaptadas (py); que sean constantes y en dicho caso nos interesard encontrar
la menor constante posible.

Asi, por ejemplo, si Y ; 1/|zx|P < oo podemos tomar py = p — 1 y gracias al lema 2.1.3
se concluye que (p)x es una sucesion adaptada.

Corolario 2.2.2. (Problema de los ceros en C)

Sea M C C un conjunto sin puntos de acumulacion (M' = 0) y m : M — N. Entonces
existe una funcion f € 7€ (C) tal que 2 (f) = M y la multiplicidad de cada o € Z (f)
esm(f,a) =m(x).

Demostracion. Si M es finito el resultado es trivial tomando a f como un polinomio.
Supongamos que M es infinito entonces, por el lema A.1.5, M es numerable. Distingamos
dos casos:

= Si 0 ¢ M, entonces los elementos de M los podemos ordenar como una sucesion
{zx : k € N} tal que 0 < |z1]| < |z2| < .... Esta sucesion, al no tener M puntos de
acumulacion, cumple que 1imy |z;| — oo. Sea (o )i la sucesion obtenida a partir de
(zx)x repitiendo términos de acuerdo con la funcién m del enunciado (el término
7k se repite m(z;) veces). La sucesion (oy); también cumple que 1imy |oy| — oo
y aplicando el teorema 2.2.1 se obtiene una funcién entera de la forma f(z) =
[15 Ep,(z/ o) que tiene las propiedades requeridas.

= Si 0 € M, reducimos al caso anterior considerando el conjunto M \ {0}. Ahora se
obtiene una funcién entera de la forma f(z) = 2’ [, Ep,(z/0%) con p = m(0).

]

Teorema 2.2.3. (Teorema de Factorizacion de Weierstrass en C)

Sea f € 7 (C) no idénticamente nula con infinitos ceros y sea (zx)x C C\ {0} la suce-
sion de los ceros de f repetidos tantas veces segiin su multiplicidad. Entonces para cada
sucesion adaptada (py); existe g € 7 (C) tal que

<

> VzeC
Zk

f(z) = es@zP ﬁEPk (
Pl

donde p = m(f,0) y el producto infinito converge uniformemente sobre compactos de C.

Demostracion. Como f es entera sus ceros no pueden acumularse (ver lema A.1.6) y por
tanto 1{my, |z;| — oo. Por el lema 2.1.3 sabemos que existe (py ), sucesion adaptada a (zj ).

Segtin el teorema 2.2.1 la funcion F(z) = 2 [T;_, Ep,(z/z) tiene los mismos ceros
que f, con las mismas multiplicidades, luego G = f/F presenta singularidades evitables
para cada a € Z°(f) (ver lema A.1.10).
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Redefinimos G eliminando las singularidades evitables

G(w) :Zh_%% si o€ Z(f)

entonces tenemos que G es una funcién entera sin ceros y por el teorema A.1.9 existe
g € (C)tal que G = €8. O

Una aplicacion directa del Teorema de Factorizacion de Weierstrass es el siguiente
corolario el cual trata el problema tipico de interpolacién de encontrar una funcién sua-
ve (holomorfa) tal que en un conjunto de puntos distintos tome unos valores determinados.

Corolario 2.2.4. (Teorema de interpolacion de Pringsheim). Sean (ay); C C, un con-
Jjunto de puntos distintos y sin puntos de acumulacion, y (by)x C C un conjunto de puntos
arbitrarios, entonces existe f € 7 (C) tal que f(ay) = by Yk € N

Demostracion. Si a; = 0 para algtn k entonces lo ponemos en agp. Por el teorema 2.2.3
existe g € J(C) tal que g(ay) = 0 para todo k € N y ademds todos los a; son ceros
simples de g. Construimos las funciones

Fi(z) = { Tl oy SI2F G

bk siz:ak

Las cuales son holomorfas en C\ {a; : k € N} y continuas en C, por tanto son holomorfas
en C y cumplen que
Fy(aj) = bi8f

donde 5;‘ es la Delta de Kronecker. Ahora busco una sucesion (g ), tal que la serie

@ =kE+ Y 6 (L)

converja uniformemente sobre compactos de C.

Sea K C C un compacto, entonces existe R > 0 tal que K C D(0,R). Como la sucesién
(ax)x no tiene puntos de acumulacion en C se cumple que limy a; = oo, por tanto existe
ko € N tal que |ax| > 2R Vk > ko.

Seaz € Ky k> kg entonces |z—ay| = |ar —z| > |ax| — |z2| > Ry |z/ax] <1/2, con lo

cual
ro (2)" =l e

z
18] | —a

ag

dk
o Wl M 1

~ g ()| R 2%
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donde M = sup{|g(z)| : z € K} < oo pues |g(z)| es continua en K. Luego, de la desigualdad

anterior, si tomo
by |
gk = k+log (
>\l (@)
M

z dk
F; — < —
k(Z) (ak) — 2kR

Aplicando el criterio de Weierstrass (ver A.1.13), nuestra serie es uniformemente conver-
gente sobre K compacto arbitrario de C y por tanto la funcién f definida arriba es entera
y cumple las condiciones deseadas. 0

nos queda que

Observacion. Se puede hacer una generalizacion de este corolario queriendo encontrar
una funcién holomorfa en C tal que, ademas de la condicion del enunciado, las sucesivas
derivadas tomen unos determinados valores, no necesariamente iguales, en los puntos
(ax)x- Incluso se puede llegar a demostrar para una funcién holomorfa en un abierto Q,
pero para ello se necesitan desarrollos de Mittag-Leffler en un abierto. Una demostracién
de esto dltimo se puede encontrar en [10, p. 286].

A continuacién presentamos el problema de los ceros, que hemos resuelto para C, para
un abierto conexo . Si bien la demostracién no es directa a partir de las proposiciones
desarrolladas, igualmente es sencillo de comprobar el resultado y es una generalizacion
natural a lo visto en la seccidn anterior.

Teorema 2.2.5. (Problema de los ceros en Q)

Sea Q C C un abierto conexo, M C Q sin puntos de acumulacion en Q (M'NQ =0)y
m : M — N. Entonces existe f € 7 (Q) tal que Z(f) = M y la multiplicidad de cada
oc Z(f)esm(f,a)=m(a).

Demostracion. Si M es finito el resultado es trivial tomando a f como un polinomio.
Supongamos que M es infinito y como M’ N Q = 0 se tiene que M es numerable (le-
ma A.1.5). Podemos entonces ver M como una sucesion {z; : kK € N} y ahora considerar
(o )k 1a sucesion obtenida a partir de (zx )x repitiendo términos de acuerdo con la funcién
m del enunciado.
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= Supongamos que IR > 0 tal que Q° C D(O,R) y || <R Vk e N.

T ~_ ' Veamos que limyd (o, Q) — 0. Por reduc-
r Oc oM cién al absurdo, supongamos que J€ >0y
AN \ e  una subsucesion (og,); tal que d(og,, Q) >
R ~ \ ev ] .
. Como por hipétesis la sucesién (0,); estd
. / / » ;  acotada, |ag;| <R Vj, se tiene que posee una
e / J/ subsucesion convergente, que vamos a deno-
e S tar igual para no tener exceso de subindices.
‘ / ' Por tanto lim; oy, = o € M’

7

— . "[’}(O.R)

B Ve
’ g
\
\

Entonces lim; d (&kj, Q) =d(a,Q°) > € por la continuidad de la funcién distancia,
luego o ¢ Q° = o € Q = M'NQ # 0, lo que contradice la hipétesis inicial.

Consideremos la sucesion de funciones
o — Pr
o) = (2
z— P
donde B € Q¢ es un punto tal que d( oy, Q°) = |0y — Bk
pues Q° es compacto y la distancia se alcanza siempre.

, este punto siempre existe

Veamos que la serie }';° | | fx(z) — 1| converge uniformemente sobre compactos de
Q.Sea K C Q compactoy n € R tal que 0 < 11 < d(K,Q°), que existe pues ambos
son compactos separados.

Entonces existe kg € N tal que |y — Bi| < 21 para todo k > ko (esto es posible pues
limy |0y, — Bx| — 0). Entonces Vk > ko y para cada z € K se tiene que

oy — P < | ot — P <!
z— P n 2
Por el lema 2.1.2 se sigue que
k+1
oy — Pr o — P
|fk(Z>—1|=|l—Ek<ﬁ)|§ 2~ B, S 55T Vk > ko,z€ K

Aplicando el criterio de Weierstrass (ver A.1.13) se obtiene la convergencia unifor-
me de la serie Y5 | fx(z) — 1] sobre compactos de Q y por la proposicién 1.2.3 el
producto

@) =146
k=1
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converge uniformemente sobre compactos de Q. Como cada f; € .7°(Q) y tiene un
cero simple en 0y, aplicando el teorema 1.2.5 se obtiene

o fEH(Q)

o« Z(f)=UZ(fi) =M

o m(f,a) =Y m(fr,) =#{k: o4 =a} =m(a) paracada o € Z(f)
Se cumple ademds que lim;| ., f(z) = 1.

Efectivamente, sea € > 0y como f; € Q° C D(0,R) se tiene que
o — Br| < |og| + |Be] < 2R

2= Bel = Iz = [Bel = Iz =

y por tanto
- 2R
Pl V)z| > R
2=P |~ Iz -
Elijo R’ > R tal que 2R/(R' —R) < 8 para 0 < § < 1/2 fijo, luego
o — P 2R /
0 V|z|>R
z— Bk R' —R < 21 2

Notar que podemos escribir
B
Flo) = Eir s (B (252 ))

En particular la identidad es cierta para todo |z] > R’ ya que aplicando el lema 2.1.2
se tiene que

’Ek (a" _Bﬁ") - 1‘ <&M <1 Vg >R

(Ek< Zk _ﬁlzk)> ( (o;k_—ﬁik))‘
‘ ( ﬁﬁk) ‘§;25k+1 :%

< Pk

Ademas

| AN

L
<X

usando el lema 2.1.2 para |z| > R’y que |Log(1 + @)| < 2|®| para todo |@] < 1/2.
Por continuidad de la exponencial:

2682

1-6

e®—1]<e Vo<
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y por tanto

=By

|f(z)—1|= ezzo:lLog(Ek(z—ﬁk >>_1 <e 2| > R’

lo que prueba la afirmacidén sobre el limite comentada antes.

= Si no estamos en el caso anterior podemos llegar a él mediante una transformacién
de Mobius.
Sea @ € Q tal que @ ¢ M y consideremos la funcién h(z) = 1/(z — @), una funcién
holomorfa en C\ {@}. Como Q es abierto 3¢ > 0 tal que D(®,€) C Q y ademas
podemos tomar &, suficientemente pequeiio, de tal forma que M N D(w,€) = 0,
veamos esto tltimo.
Supongamos que para @ € Q fijo y Ve > 0 se tiene que M N D(w, €) # O enton-
ces, por definicién, @ € M’ por lo tanto M’ NQ # 0 y esto contradice las hipStesis
iniciales.
Ahora bien, como D(®,¢) C Q, tomando complementarios, Q¢ C D(w, €)¢. Por
tanto siz € Q° = |z— | > € = |h(z)| < 1/¢e. Luego

h(Q)¢ =h(QF) C D (0, é)

De forma andloga, como M ND(w,€) =0 entonces si a € M = | — 0| > € =
()] <1/e.

Lo que acabamos de ver es que existe R = 1/¢& > 0 tal que el abierto Q= h(Q)
cumple ()¢ C D(0,R) y el conjunto M := h(M) cumple |&| < R para todo & € M,
es decir, estamos en el caso anterior y por tanto existe una funcién fe T (ﬁ) tal
que & (]7) =M. Luego la funcidn que estamos buscando es

f(z) = f(h(z)) € #(Q\{0})

Me falta por ver que f es holomorfa en @, para ello me basta ver que es continua
en Q. Pero eso es trivial por el primer apartado:

tim £(2) = lim fi(4(2)) = tim f(2) =1

|z|—oo

Por lo tanto definiendo f(®) := 1 hacemos que f sea holomorfa en Q.
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Veamos una aplicacion de este tltimo teorema en la construccién de una funcién ho-
lomorfa en el disco unidad, no idénticamente nula y que no puede extenderse de manera
analitica en ningin entorno fuera del disco unidad.

Ejemplo. Tomemos como Q = D(0, 1) y como conjunto sin puntos de acumulacién

1 27ij
M={1- z)exp(%) je{0,1,....k—1},k>1}
el cual se ha construido tomando las raices k-ésimas de la unidad multiplicadas por un

factor que haga que se acerquen a la frontera del disco unidad cuando k — co.

Por el Teorema 2.2.5 existe una funcién f € 5 (Q), no idénticamente nula, tal que
Z(f) = M. Supongamos que f es continua en la frontera de Q, veamos que f se anula
en todos los puntos de dQ, sea & € IQ entonces existe 8 € [0, 1) tal que o = e>™9,

Dado g > 1 entero, existe p, = p € Z, p < g, tal que
p<q0<p+1

Dividiendo entre g y restando p/q en las desigualdades anteriores obtenemos

b=

1
q q
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luego cuando g — oo entonces p/q = p,/q — 6 y podemos escribir

. 1 7
o =e2™0 — Iim (1 — - ) ¥
g—reo q

donde (1 —1/g)e**P4/4 € M. Por la continuidad de la funcién f tenemos

fla) = f(eZniQ) — lim f ((1 _ é) ezm’;’?) —0

q—°

Por tanto f se anula en todos los puntos de la frontera de . Supongamos que existe
o € JdQ tal que f € ' (D(w,€)) para algiin € > 0, entonces por lo visto, f se anula
en D(®w,€) N JQ y por el principio de identidad (Corolario A.1.7) se sigue que f =0,
contradiccion. Por tanto f es una funcién que no se puede extender de manera holomorfa
a ningun entorno fuera del disco unidad.

2.3. Teorema de Mittag-Leffler

Primero de todo vamos a ver qué entendemos por funcion meromorfa en un abierto 2
del plano complejo.

Definicién 2.3.1. Sea Q C C un abierto. Una funcién f : C — C. se dice meromorfa en
Q si existe un conjunto M C Q tal que:

= M no tiene puntos de acumulacién en Q (i.e. M’ NQ = 0).
w feH(Q\M)
= f tiene un polo en cada @ € M.

Observacion. = Denotaremos por . (Q) al conjunto de todas las funciones mero-
morfas en Q.
= En la definicién anterior se puede tomar M = (), en cuyo caso se tiene que

» Si f € .#(Q) se denota, al igual que con los holomorfas, como Z°(f) el conjunto
de sus ceros y el conjunto de sus polos se denota por Z(f) (ver A.1.3).

Ahora veamos un resultado que se deduce del Teorema 2.2.5 que nos permite repre-
sentar cualquier funcién meromorfa en un abierto conexo como cociente de funciones
holomorfas.
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Corolario 2.3.2. Sea Q C C un abierto conexo, cada F € .# (Q) admite una representa-
cion F = f/g como cociente de funciones f,g € 7 (Q).

Demostracion. Denotaremos por m(¢) la multiplicidad del polo a € Z(F). Segun el
Teorema 2.2.5 existe g € 57 (Q) tal que cada o € H(F) es cero de g con multiplicidad
m(a). La funcién f = gF presenta singularidades evitables en los puntos @ € Z(F) y
elimindndolas definiendo

f(o) :=1im g(z)F(z) si € Z(F)

—

se obtiene una funcién que es holomorfa en Q con la que se obtiene la representacién
F=f/g O

Una vez que hemos definido el concepto de funcién meromorfa es natural preguntarse
qué ocurre con las series de funciones meromorfas y cudndo se entenderd que una serie
de tal tipo converge uniformemente. Para ello usamos la siguiente definicién que no es
contradictoria con los conceptos del Andlisis Complejo que poseemos.

Definicion 2.3.3. Sea Q C C abierto y (fi)x una sucesion de funciones meromorfas, se
dice que

i fi(2)
k=1

converge uniformemente sobre compactos de € si para cada K C € compacto existe
ko € N tal que

» P(fi) NK=0 VYk>ko

= Laserie },;"; . fk(z) converge uniformemente sobre K en el sentido tradicional.

La siguiente proposicidn nos da una regla para calcular la derivada logaritmica de un
producto infinito de funciones holomorfas. Para su demostracién necesitaremos el con-
cepto que acabamos de definir sobre la convergencia uniforme de una serie de funciones
meromorfas.

Proposicion 2.3.4. Sea Q C C un abierto conexoy f(z) =1y, fx(z) un producto infinito,
de funciones holomorfas fi € 7 (Q) no idénticamente nulas, que converge uniformemen-
te sobre compactos de Q. Entonces

ﬂ@:iﬂ@
@) &)
donde la serie de funciones meromorfas (f}/ fi)x converge uniformemente sobre compac-
tos de Q.



@ Representacion de funciones

Demostracion. Como cada f; no es idénticamente nula en Q abierto conexo y es holo-
morfa en Q se tiene que sus ceros son aislados (ver lema A.1.6). Entonces el cociente
fi/ fi es una funcién meromorfa en & cuyos polos, todos simples (pues si fj tiene un cero
de multiplicidad m entonces f; tiene un cero de multiplicidad m — 1), son los ceros de fi.
Para cada n € N se cumple

f(2) = fi@fa(2) .- fu(2)Ru(2)

donde R, (z) = [T;_,.,1 fx(z). Es sencillo ver que la derivada logaritmica de un producto
finito es la suma de las derivadas logaritmicas, luego

OGN C IAC I AC)

@) @) f(2) fa2) © Ra(2)
suma vdlida para todo z € Q\ Z°(f) que se puede considerar como suma de funciones
meromorfas en el espacio .Z (Q).

Como la sucesioén R, (z) converge hacia 1 uniformemente sobre compactos de Q, dado
un compacto K C € existe ngp € N tal que para cada n > ng y cada z € K se cumple
|R,(z) — 1| < 1/2, y por tanto |R,(z)| > 1/2. Esto nos asegura que para todo n > ng se
cumple que Z(f,/fn) K = Z(f,) NK = 0.

Por otro lado, segtn el teorema de Weierstrass (ver teorema A.1.8) la sucesion de deri-
vadas R/ (z) converge hacia 0 uniformemente sobre compactos de Q pues R, (z) converge
hacia 1 uniformemente sobre compactos. Como tenemos la desigualdad |R},(z)/R,(z)| <
2|R/(z)], se tiene que R),(z)/R,(z) converge hacia 0 uniformemente sobre K.

Se obtiene asi que la serie de funciones meromorfas Y';> ; (f//fi) converge, segin la
definicién anterior, hacia la funcién meromorfa f'/f. ]

Observacion. La proposicion anterior se puede generalizar a cualquier conjunto € no
necesariamente abierto ni conexo, basta con afadir a las hipétesis que los ceros de todas
las funciones f} sean aislados, es decir, Z°(f;)' NQ =0 Vk € N.

Sabemos ( [13, p. 116] proposicion 4.4.3) que si f es una funcién meromorfa y racio-
nal (cociente de polinomios complejos) podemos encontrar una Unica representacion de

o f(Z)Zp(ZHkiPk( : )

Z— 0

donde p es un polinomio (constante cuando el e no es un polo de f) y cada P es un
polinomio con P, (0) = 0. Esta es a llamada descomposicion en fracciones simples de la
funcién racional f cuyo interés reside en que hace explicitos los polos Z(f) = {ay : 1 <
k < m} y las correspondientes partes principales P;(1/(z— )) (ver A.1.3). Cuando p(z)
no es constante, la parte principal de f en el = es p(z) — p(0).
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El objetivo de esta seccion es llegar a una expresion andloga para una funcién f me-
romorfa con infinitos polos Z(f) = { oy : k € N}. En esta situacion es natural pensar que

la serie de partes principales
- 1
")

va a intervenir en el desarrollo, pero se da el problema de que esta serie no es convergente
en general. El problema se resolvera demostrando que es posible elegir una sucesion de
polinomios Qy(z) tales que la serie

x| (=5)-20)

converge segun la definicion dada en 2.3.3.

Veamos primero el problema inverso, es decir, dado un conjunto de polos fijo encon-
trar una funcién meromorfa f que tenga esos polos exactamente.

Teorema 2.3.5. (Problema de los polos en C). Sea M C C un conjunto sin puntos de
acumulacion en C. Para cada o € M sea Py(z) un polinomio no nulo con Py(0) = 0.
Entonces, existe f € #(C) con P(f) =M de forma que Py(1/(z— @)) es la parte
principal de f en cada o« € M. Mds concretamente:

» Si M es finito, podemos tomar f(z) = ¥ gep Pa(1/(z— @)).

» Si M es infinito, entonces lo podemos escribir como sucesion M = {0y, : k € N} de

forma que
lag| < || < ...y lim [oy] = oo
k—>o0

Entonces existe una sucesion de polinomios Qy(z) tales que la serie

5l (=a) o)

converge uniformemente sobre compactos de C y define una funcion f € .# (C) con
las propiedades requeridas.

Demostracion. En caso en que M sea finito es obvio. Supongamos que M es infinito,
como M’ NC =0 por el lema A.1.5 se tiene que M es numerable y se puede escribir como
dice el enunciado M = {0y : k€ N} y

| < || < ...y lim|og| =00
k—yo0
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Supongamos que ; # 0. Entonces para cada k > 1 la funcién fi(z) = Pr(1/(z— og)) es
holomorfa en el disco D(0,|oy|) donde tiene un desarrollo en serie de potencias

fil2) =) a7
=0

Segtn las propiedades de las series de potencias, este desarrollo converge uniformemente
sobre compactos del disco de convergencia D(0, |ay|). En particular, converge uniforme-
mente sobre Dy = {z: |z| < |og|/2}, luego existe un j; € N tal que la suma parcial

Jk ,
Oc(z) = Y apjz’ cumple que [fi(z2) —Qi(2)l <5 Vze Dy
j=0

Veamos que la serie

;<fk<z> —0i(2)

converge uniformemente sobre compactos de C segun la definicién 2.3.3. Efectivamente,
si K C C un compacto y R = méx{|z| : z € K}, existe n € N tal que || > 2R para todo
k > n, luego K C Dy y se cumple:

a) éﬂ(j}——ggk)ﬂl(::{cq}fﬁkf::@ Vk > n.

b) [fi(z) — Ok(z)] < 1/2F VzeK.
En virtud al criterio de Weierstrass (ver A.1.13), la condicién b) asegura que la serie

o)

Y (il) - Oi(2))

k=n+1

converge uniformemente sobre K. Por tanto, segtn la definicién 2.3.3 la suma
f2) =Y (fi(z) — O(2))
k=1

define una funcién meromorfa en C cumpliendo las condiciones requeridas.
Finalmente, si o¢; = 0, tomamos Q1 = 0 y aplicamos el razonamiento anterior al con-
junto {oy : k > 2} para obtener los polinomios Qy(z) con k > 2. O

Como corolario tenemos el problema inicial que comentdbamos antes, fijar una fun-
cién meromorfa f y descomponerla como suma de sus partes principales modificadas por
un polinomio.
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Corolario 2.3.6. (Teorema de Mittag-Leffler en C). Sea [ € .# (C) con infinitos polos
P(f) ={ay : k € N} que se suponen ordenados segiin médulos crecientes

lou| <o <. <ou| < o] <.

Para cada k € N sea Py(z) un polinomio con P,(0) =0 tal que P(1/(z— o)) es la parte
principal de f en oy. Entonces existe una funcion entera g € 7 (C) y una sucesion de
polinomios Qy(z) tales que f admite un desarrollo de la forma

f(z) =3(2) +ki [Pk (Z_lak) _Qk(Z)]

uniformemente convergente sobre compactos de C.
Demostracion. Segun el Teorema 2.3.6 existe una sucesién de polinomios Q(z) tal que

o 5 (1) o

k=1 S

converge uniformemente sobre compactos de C y define una funcién meromorfa F €
A (C) con los mismos polos y partes principales que f. La diferencia g := f — F presenta
singularidades evitables en cada oy y eliminando estas singularidades evitables se obtiene
la funcion entera g € 7 (C) del enunciado. O

Observacion. = Los polinomios Oy (z) que aparecen en el Teorema 2.3.6 y en el Coro-
lario 2.3.5 no estan univocamente determinados y en cada caso particular convendra
elegirlos del minimo grado posible.

= Silaserie de las partes principales Y ;> | P.(1/(z— 04)) ya converge uniformemente
sobre compactos, los polinomios Qy(z) se pueden tomar todos idénticamente nulos.

Ejemplo. La serie
i 1

kg (z—k)?

converge uniformemente sobre compactos de C. Por lo tanto define una funcién f €
A (C) tal que Z(f) =Ny cada k € N es un polo doble con parte principal 1/(z — k).

Efectivamente, sea K C C un compacto y sea n > 2max{|z| : z € K}. Entonces para
todo k > n la funcién fi(z) = 1/(z— k)? no tiene polos en K. Ademds, para todo z € K se
cumple |z| < k/2 y por tanto

1
(z—k)?

< ! < ! _ 4
T (k—1z])? T (k—k/2)2 K2
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y segin el criterio de Weierstrass (ver A.1.13) se tiene que la serie Y;” . fi(z) con-
verge uniformemente sobre K. Con esto queda demostrado que la serie inicial converge
segtin la definicion 2.3.3 y por lo tanto define una funcién meromorfa con las propiedades
indicadas.

El resultado obtenido en el Teorema 2.3.6 se puede generalizar para un conjunto abier-
to Q C C arbitrario. Su demostracion habitual, que usa el Teorema de Runge sobre apro-
ximacion de funciones holomorfas mediante funciones racionales ( [10, p. 251-253]),
queda fuera del alcance de los resultados expuestos hasta ahora. Si se quisiese ver una
demostracién del mismo se puede ver en [10, p. 254] o [6, p. 205].

Teorema 2.3.7. (Problema de los polos en Q). Sea Q. C C un abierto, M C Q un conjunto
sin puntos de acumulacion en Q'y para cada o. € M sea Py (z) un polinomio con Py(0) =
0. Entonces existe una funcion meromorfa f € 7 (Q) tal que P(f) =M y la parte
principal de f en cada polo o € M es Py(1/(z— @)).

2.4. Ejemplo: Funcion Seno

Vamos a ver como obtener la factorizacion de la funcion seno, mas concretamente
veremos la factorizacién de f(z) = sen(7z).

Tenemos que Z°(f) = 7Z, veamos que py = 1 Vk es una sucesién adaptada a la sucesion
(zx )k de los ceros no nulos de f (ver lema 2.1.3) pues

= (R’ = 1 R’
L) =®Le="5 <=

=1\ 2 k=1

Usando el teorema 2.2.3 tenemos que existe g € 57(C) tal que

[SSIIS]

sen(rz) = €8z (1 — i) e = e#Dz(1—2)e* (14z2)e (1 — %)e% (14 g)e* ...
aeZ(H\oy N

2

oo 2
8@ 1212y s0) _Z
e8\Wz(1—z7)(1 4)... e zkl:11 (1 k2>

Entonces, si llamamos P(z) = z[]7_; (1 — z2/k*) haciendo la derivada logaritmica de f
queda

meot(mz) = S _
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Y aplicado la proposicién 2.3.4 a P(z) tenemos

1 & —27/k? 1 & 2

weot(n) =g (2)+-+Y — = (H+-+Y) =
(1) =@+ 1+ L oarm =d O+ 1+ Lo

Para concluir necesitaremos la siguiente férmula

1

meot(mz) Z k2 si ze C\Z

N

Si dicha férmula es cierta se obtiene que g’'(z) = 0y por tanto que g(z) = ¢, una constante.
Para calcular dicha constante vamos a usar la expresion del seno, que recordemos era

oo 2 oo 2
Mzeg(z)n(l_i_z>:ec (l_lzc_2>

Luego ¢“ =  y hemos llegado a la expresién en producto infinito del sen(7z):

sen(7z) = ﬂzH (1— 1;)

Figura 2.1: El seno es la gréafica azul y los sucesivos productos las gréficas moradas.
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En la figura 2.1 podemos apreciar como el producto se aproxima lentamente a la
funcion seno en los reales. Hemos dibujado junto a la funcién seno los productos parciales
hasta los indices {10, 15,20,25,30,35,40,45,50}.

El c6digo en mathematica para generar esta imagen ha sido

Plot Hsm[Pi x|, Table Hpixlm](l —x2/k2)} Am, 10,50,5}] },{x, —5,5}]
k=1

Vamos a demostrar la férmula que antes hemos dado por cierta. Esto se puede hacer
de miiltiples formas, aqui presentaremos una ellas basada en el Teorema de los Residuos
(ver teorema A.1.11) aplicado a la funcién

2a

h(z) = e _Zzn'cot(n'z)

donde a ¢ Z es fijo.
Lema 2.4.1. Si a € C\ Z entonces

1 & 2a
meot(ma) = p +k¥1 o

Demostracion. Notemos que & (h) = ZU{%a} y todos son polos simples, calculemos
los residuos

2am z—k 2arw 72—k
Res(h,k) = lim(z—k)h(z) =i = 1
es(h,k) Zgrllc(z Jh() ka7 tan(nz) a?—k? zgrllctan(nz)—tan(nk)
2am 1 2a 5 2a
a? — k? [tan’(mz)],_; az_kzcos( ) a? —k?
Res(la) = lim 2% SV cor(ez) = lim 2 meot(ez) = ~ mcot(7a)
es(h,a —Zgrbllaz—_zznco /%4 —Z1_r>131a+z7tco nz) = —mceot(ma

. 2a(z+a) , a
Res(h,—a) = Zg@a az—_zzﬂcot(ﬁz) = Zg@a — Z7tcot(7rz) = mcot(—ma)

= —mcot(ma)
Por tanto se tiene, aplicando el teorema A.1.11, que
2a

a2_k2

—2mcot(ma)

1
2—/ h(z)dz = Z Res(h,k) + Res(h,a) + Res(h,—a) = Z
Ty IK|<N IK|<N

donde el camino I'y es el de la siguiente figura
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I'y

Veamos que limy | [1-, (z)dz| = 0. Como tenemos la acotacion

/r e < /F (@)

nos basta ver que la dltima integral tiende a 0 cuando N tiende a infinito. Empecemos por
acotar la funcién h(z) en los puntos z € Imagen(T'y).

0<

2|l

2|al
N2 — |a|?

Q)] = (" gyl ot(m)] < 7l cot(22)

pues como z € Imagen(T'y) = |z| > N y por tanto |z —a?| > |z|*> —|a|* > N*> — |a|?. Solo
nos queda ver que

sup  |cot(mz)| < C constante indep. de N
z€Imagen(Ty)

Distinguiremos dos casos, si z se encuentra en el lado derecho o izquierdo de I'y o si se
encuentra arriba o abajo. Usaremos las identidades conocidas sen(ir) = isenh(z), cos(it) =
cosh(t) y el hecho de que N € N y que cosh(nN) > senh(nN).

= Caso 1: Seaz = +(N+1/2)+it cont € R, entonces:
sen(+mw(N+1/2) + mwit) = £sen(n(N +1/2)) cos(mit) 4+ cos(mw(N + 1/2)) sen(mwit)
= +(—1) cosh(nr)
cos(£m(N+1/2) + mit) = cos(n(N +1/2))) cos(mit) Fsen(m(N + 1/2)) sen(rit)
= 7(—1)Nisenh(mr)
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Por tanto
cos(7mz)

sen(7z)

_|senh(mz)
| cosh(mt)

m Caso 2: Seaz=1r=xIiN cont € R, entonces:

|cot(mz)| = <1 VieR

|sen(mt + wiN)| = | sen(mt) cos(mwiN) & cos(mt) sen(mwiN) |
= |sen(zt) cosh(mN) £ icos(nt) senh(zN)|
> | senh(7N)(sen(mt) £icos(mt))| = |senh(zN)|
|cos(mt + miN)| = | cos(mt) cos(mwiN) F sen(mt) sen(7iN) |
= | cos(zt) cosh(mN) Fisen(nt)senh(zN)|
<|cosh(mN)(cos(mt) Fisen(mt))| = |cosh(zN)|

Por tanto

cosh(nN)
senh(7TN)

cos(7z)
sen(mz)

|cot(mz)| = <

’gc siN >1

Asi hemos llegado a que

2|a|mC :
’h(Z)‘SAﬂ_—W SlNZl

Luego, al tomar limites cuando N — o< en la integral del principio

2|a|xC 2|a|mC C’
1i <li —_ =1 —1I' <lim— =
%“/FNWZWZ— 115'f1(1v2_|a|2/r,vdz) %I(Nz_yap’ vl ) <lim =0

pues I'y es un camino cuya longitud es |I'y| = 8N + 2.
Haciendo uso de la igualdad obtenida por el Teorema de los residuos y tomando limi-
tes en N se tiene

a
———5 — 27mcot(na) = (ma)

0=1lim | h(z)dz=1
im | h(z)dz=lim ), ——

Iy k<N ¢

Luego se tiene que para a € C\ Z arbitrario

ﬂcot Jta

QI*—*

Cl

Le
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Hay otras formas de computar la férmula anterior, una de ellas se desarrollaen [11, p.
142 - 144] y hace uso del Teorema de Liouville (ver Teorema A.1.12) para que ver que
la diferencia entre la funcién cotangente y la serie de antes es constante igual a cero en
todo el plano complejo. Otra forma es haciendo uso del Teorema de Mittag-Leffler (Teo-
rema 2.3.6) para calcular los polinomios Qy(z), esta forma estd desarrollada en [13, p.
169] Proposicién 7.1.8.

Veamos a continuacion una aplicacion de la representacion del seno como producto
infinito, esta es el famoso producto de Wallis:

Proposicion 2.4.2. (Producto de Wallis). Se verifica la identidad

. 2242 ... (2m)? 224466 m
m 132...2m—1)22m+1) 1335577 2

Demostracion. Primero de todo, notemos que se cumple la igualdad
2242...(2m)? m( 2k 2k > 2k 2k
lim (2m) =il (5 5e,1) = (512
m 1.32...2m—1)22m+1) m 2k—1 2k+1 2k—1 2k+1

Ahora, tomamos el desarrollo del seno en producto infinito y sustituyendo en z = 1/2

queda
T = (4k* —1
:EH( 4k2> EH( 4k2 )

k=1 k=1

Luego, se tiene

T 1 B 1°_°I 4K ﬁ 2k
2 e, <4k271) N 4h2 -1 2k—1 2k+1

k=1 k=1

2.5. Ejemplo: Producto de Blaschke

Vamos a construir una funcion holomorfa en el disco unidad, D(0,1) = {z: |z| < 1},
que sea acotada y que ademads posea los ceros que nosotros queramos, que cumplan cierta
condicion. Para ello usaremos algunos de los resultados obtenido en el Capitulo 1 sobre
productos infinitos de funciones. Primero probaremos un lema previo:

Lema 2.5.1. Sea oo € D(0, 1) entonces se cumple

<1+r
~1-r

o+|oz
(1—az)o

Vizl <r<1
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Demostracion. Sea z tal que |z] <r <1y a € D(0,1) entonces

o+ [alz] < laf +|aflz] < faf(1+7)

~ 2 2
(1 —az)a| = o — ||z > o] = |e||z] > e[ (1 =)

Por tanto haciendo el cociente, se obtiene la desigualdad del enunciado. L]

Veamos como construir esa funciéon holomorfa en el disco unidad que hemos comen-
tado antes:

Proposicion 2.5.2. Sea {0y : k € N} una sucesion de niimeros complejos en el disco
unidad tal que oy # 0y

Z (1—|ol) <

Si p es un entero no negativo y si

ﬁ a—zloal oo,

— 0z O

entonces B € 7 (D(0,1)), B no tiene ceros excepto en los puntos o y en el origen si
p>0y|B(z)| <1 paratodo z € D(0,1)

Llamamos a esta funcion B un producto de Blaschke. Histéricamente, los productos de
Blaschke infinitos fueron introducidos por el matemaético austriaco Wilhelm Blaschke [3]
en 1915. Notemos que pueden repetirse algunos de los o, en cuyo caso B tiene ceros
multiples en esos puntos. El término producto de Blaschke se utilizara también si hay solo
un nimero finito de factores e incluso cuando no hay ninguno, en cuyo caso B(z) = 1.

Demostracion. Para demostrar que el producto infinito define una funcién holomorfa con
esos ceros bastara ver que el producto converge uniformemente sobre compactos del disco
unidad y por la Proposicién 1.2.5 se tendra que B es holomorfa en el disco con esos ceros
exactamente. Por la Proposicion 1.2.3 es suficiente ver la convergencia uniforme sobre
compactos de la serie

Otk —Z ’Otk‘
11—z Oz O

]

para tener la convergencia uniforme sobre compactos del producto.
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Teniendo en cuenta que el término k-ésimo de la serie anterior es

‘1_ o — 2 ’Otk‘ :‘(1—dkz)ak—(ak—z)]ak\ _ ak—\aklzz—ock\ocklﬂaklz
1—O_£kZ (078 (l—de)OCk (I—O_CkZ)Otk
| (ot lonfz) (T — o) | | o+ |oulz (1= o))
(1 — O_CkZ>OCk (1 — o?kz)ak
Usando el lema anterior
o — 27 |0y o+ |0 |z 14+r
I e R Y ER e (R

cuando |z| < r < 1. Por el criterio de Weierstrass (ver A.1.13) la serie es uniformemente
convergente sobre compactos del disco unidad y la funcién B cumple las condiciones del
enunciado.

Como cada factor del producto infinito es una transformacién de Maobius, 7;(z), por
propiedades de estas transformaciones nos basta ver que transforma la frontera del disco
unidad en la frontera del disco unidad y que un punto del interior del disco lo manda al
interior para ver que cada factor tiene norma menor que uno. Tomemos |z| = 1, entonces

Oy —2 O —2
T.(2)| =

LG =\ Togz| = |z=a
Luego T;(dD(0,1)) = dD(0,1) y como T (o) = 0 con |0y | < 1 se tiene que T;(D(0,1)) =
D(0,1). Como esto ocurre para todo k, se deduce que |B(z)| < 1 para todo z € D(0,1), y
la demostracién queda completa. [

O —2
—a

=1

La proposicion anterior nos muestra que

Y (1—|oy]) <o

k=1
es una condicién suficiente para la existencia de una funcién holomorfa en D(0,1) y
acotada que tiene solo los ceros prescritos 0. Esta condicion también resulta ser necesaria
no solo para los ceros de funciones acotadas en el disco unidad sino para una familia de
funciones mds amplia (las funciones de la clase Nevanlinna, ver [10, p. 292]).

Sin embargo, la demostracion de este reciproco requiere de la formula de Jensen, la

demostracién de la férmula puede encontrarse en [10, p. 289].

Teorema 2.5.3. (Formula de Jensen). Supongamos que Q= D(0,1), f € 7#(Q), f(0) #

0, r<1yqueaoy,...,, son los ceros de f en D(0,r), enumerados de acuerdo con sus
multiplicidades. Entonces

O] o =e (55 [ el v a0

k=1 |O‘k|
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Proposicion 2.5.4. Sea f holomorfa en D(0,1) y acotada, no idénticamente nula y que
(ay)x son los ceros de f, enumerados de acuerdo con sus multiplicidades. Entonces

Z 1—Joy|) <

Demostracion. Si f tuviese un cero de orden s en el origen, entonces g(z) = f(z)z* es
holomorfaen D(0, 1), acotada y tiene los mismos ceros que f salvo en el origen. Por tanto,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f(0) # 0. Supondremos también que f
tiene infinitos ceros en D(0,1) (y por tanto se acumulan en la frontera), de otro modo el
resultado es obvio.

Sea n(r) el nimero de ceros de f en D(0,r), fijemos M y tomemos cualquier r < 1 tal
que n(r) > M. Entonces por la férmula de Jensen 2.5.3 se tiene

n(r) r 1 V4 0
0 —— = exp (—/ log |f(ré' d6>
)|k1:11|0€k! ) | f(re™)]
Si ahora definimos la funcién

log(t) sit>1
1°g+(t):{ 0 sir<l

entonces es obvio que

M

17 ‘
o] o <exp (55 [ tog"lr(re®)lao)

k=1

Puesto que por hipétesis f estd acotada en D(0, 1) y por la definicién de log™ se tiene que
la integral de la derecha estd acotada por una constante C < oo para todo 0 < r < 1. Se
tiene que

H|a|> )’rM

La desigualdad persiste para todo M cuando r — 1, por tanto, como f(0) # 0 se tiene

oo>|oc1|>H|a|>|f( ) >0

k=1

es decir, nuestro producto infinito es absolutamente convergente y por la proposicion 1.1.4
se obtiene la convergencia de la serie inicial. U
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Capitulo

CONTENIDOS
3.1 Funcion Gamma de Euler.
3.2 Funcion Zeta de Riemann.

En este capitulo hablaremos de dos funciones relevantes para el Andlisis, estas son la
funcién Gamma de Euler y la funcién Zeta de Riemann.

Primeramente hablaremos sobre la funciéon Gamma, su construccion como generali-
zacion del factorial y veremos numerosas identidades en las que interviene tales como la
formula de Stirling, la formula de duplicacion de Legendre, entre otras.

A continuacion hablaremos sobre la funcidén Zeta, daremos la conocida ecuacién fun-
cional de Riemann y terminaremos dando la expresion de Zeta como producto de sus
ceros no sin antes hablar acerca del célebre Teorema de los nimeros primos 3.2.14.

Las referencias principales para este capitulo son [2, p. 198 - 206, 212 - 218], [4]
apuntes sobre Funciones Gamma y Zeta, (5, p. 20 - 47], [6, p. 176 - 194], [11, p. 159 -
174, 181 - 197], [13, p. 181 - 194].

3.1. Funcion Gamma de Euler

La funcién Gamma de Euler, denotada por I'(z), es una funcion meromorfa en C que
extiende a la funcién factorial definida en los naturales por f(n) = (n— 1)!. Si nos fijamos
esta funcién f : N — N queda caracterizada por la ecuacién funcional f(n+ 1) = nf(n)
con condicién inicial f(1) = 1.

Para construir la funcién I' planteamos el problema de buscar una funcién compleja
f(z) que cumpla la misma ecuacién funcional que la funcidn factorial.

f =1, flz+1)=zf(z) Vz#0
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Es natural querer buscar una funcién f lo mas suave posible, y la condicién f(1) = 1
sugiere que impongamos la condicién de que f sea holomorfa en un entorno del 1. Este
requisito junto con la ecuacién funcional lleva a que

limzf () = lim f(z+ 1) = £(1) = 1

Luego f debe de tener en z = 0 un polo simple con residuo Res(f,0) = 1. Andlogamente,
laigualdad f(z+2) = (z+1)f(z+1) = (z+ 1)zf(z) lleva consigo que f tengaenz = —1
otro polo simple con residuo

Res(f,—1) = lim (z+1)f(z) = lim flzt2) =—f(1)=-1

z——1 z——1 Z

Y en general, para k € N, la igualdad f(z+k+1) =z(z+1)...(z+k)f(z) nos dice que
la solucion, suave, que buscamos debe tener un polo simple en z = —k con residuo

o o flz+k+1) _(=DF
Res(f,~h) = z1—1>n—lk(z+k)f(z) B zl—l>n—lk 2(z4+1)...(z+k—1) k!

Estas consideraciones justifican que busquemos nuestra f en el conjunto .# (C) con polos
simples en los enteros negativos. Esta claro que al ser f meromorfa, sin ceros y con polos
simples, se puede escribir de la forma f = 1/F donde F € 5 (C) tiene ceros simples en
el conjuntos {k € Z : k < 0}. Segin el teorema 2.2.3 nuestra funcién F se puede escribir

de la forma N
Z
F(z :eg(z)zl IE (—)
( ) P Pk %

donde z; = —k y solo nos queda por ver cudl es la sucesién adaptada (py);. Vamos a ver
que tomando p; = 1 Vk ya obtenemos una sucesion adaptada a la sucesion de ceros no
nulos de F pues

oo R pr+1 |
Z( ) =R22k—2<oo VR >0

=1\ 2] k=1

y el lema 2.1.3 me da el resultado. Por tanto podemos escribir la funcién F como producto
infinito .
< _
F(z) = e89z <l—|——)€ 2/k
(2) kl:[1 .

donde g € 77 (C). Nuestro problema es ahora encontrar una funcién g, lo mds sencilla
posible, tal que haga que la funcién F cumpla las condiciones

F(1)=1, F(z)=zF(z+1) Vz#0
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De la ecuacién funcional podemos sacar que

1_zF(z+1)_h,mzeg(Z+1 z+ DT, (1+5H)e z+l)/k_
- F(zn)m eSQzZ TR 1(1+§)e 2/k B

4 1 1 _
e € e D+ 2)H L S exp(- L I e
" e8@z(z+ 1)E52 . Zmm | omz/k

~ i (-4 m 4+ e 46-50) 1 (weg(z+l)—g(z)—5m+log(m))
m m m

donde S,, = YJ* , 1 /k. Teniendo en cuenta que la sucesién S, —log(m) es convergente
y su limite es la conocida constante de Euler-Mascheroni, denotada por ¥y y cuyo valor
aproximado es 0,577215.. ., el limite anterior existe y vale

| = 8@t —s8(2)~r

Ahora, razonando sobre la condicidn inicial F (1) = 1, obteniendo que

1=F(1) = H (1 +%) e~k = eg(l)h’mH (—k: lel/k> =

k=1 k=1

n. m m

_ Wi ((m+ 1)!esm) _ oW i (m_—HeSm+log(m)> _ 87
m |

Luego tenemos que las condiciones que debe cumplir la funcién g son

eS=7Y — SE)=8@-Y —_ 1 vy, eC

- )
Como hemos dicho, buscamos la funcién g lo mas sencilla posible y por tanto tomamos

g(z) = yz. Con esto ya estamos en disposicion de definir la funcién I

Definicién 3.1.1. Se llama funciéon Gamma de Euler a la funcién meromorfa I" € .Z (C)
definida por el producto infinito

e 1t 2 k
I'(z):= ( > ek
kl;ll k+z

Z

donde y = lim,,(¥}"_; 1/k —log(m)) es la constante de Euler-Mascheroni.
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Figura 3.1: La funcién I" es la gréafica azul y los sucesivos productos las graficas moradas.

En la figura 3.1 podemos ver a la funcién I" en los reales y sucesivos productos par-
ciales. En este caso, como el producto hace explicitos los polos de la funcién I se puede
apreciar que es alli ddnde mejor aproxima el producto parcial a la funcién I'.

El c6digo en mathetica para generar esta imagen ha sido

Plot

{Gamma[x],Table l{Exp[—EulerGammax]/xﬁkExp[x/k]/(k+x)} 7{m,5,50,5}] } ,{x, —5,5}]
k=1

Teniendo en cuenta la motivacion de su definicién como extension de la funcién fac-
torial y los cdlculos hechos previamente sobre sus polos y residuos podemos enunciar
algunas de sus propiedades bdsicas:

Lema 3.1.2. La funcion I satisface la ecuacion funcional
r)=1, TI(+1)=z() Yz#0

No tiene ceros, Z (I') = 0, y sus polos son Z(I') ={0,—1,-2...} =Z~ todos simples
con residuo Res(f,—k) = (—1)k/k!.

Observacion. La funcién I' no es la tnica solucién a la ecuacién funcional que hemos
tratado para extender el factorial, pues si g € .7(C) es una funcién entera de periodo
1 tal que g(1) =1 (por ejemplo g(z) = cos(27z)) es directo comprobar que la funcién
f(z) = g(z)T'(z) también cumple la ecuacion funcional.
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Si consideramos el limite de los productos parciales del producto infinito con el que se
ha definido la funcién I" se llega a la conocida formula de Gauss, en la cual no interviene
la constante de Euler-Mascheroni :

Proposicion 3.1.3. (Formula de Gauss). Si z ¢ 7.~ entonces se verifica

m!m*
I'(z) =1lim
@ =l . )

Demostracion. Usando la propia definicién de la funcién I'

o e A k z/k __q¢ e k [k _
1= H<k+z)e =~ Tz ) <7 =

< k=1 <=1
e m! s m!eSn=Y)
= lim e =1lim =
m z (z4+1)...(z+m) m z(z+1)...(z+m)

m!eZ(IOg(m)+5m_1Og(m)_7/)
im
m z(z+1)...(z+m)
Y teniendo en cuenta que lim,,(S,, —log(m)) = v se llega a que

m!e<log(m) m!m*

I'(z) =1lim =lim
®) m z(z+1)...(z+m)

m z(z+1)...(z+m)

]

A continuacién vamos a ver otra forma de expresar a la funcién I" como producto infi-
nito, es el llamado producto infinito de Euler de la funcién I'. Una prueba de esta igualdad
puede encontrarse en [5, p. 24].

Proposicion 3.1.4.

I(z) :%ﬁ [(1+%)Z<1+£)1}

k=1

Otra férmula importante es la férmula de los complementos que relaciona la funcién
I' y la funcién seno.

Proposicion 3.1.5. (Formula de los complementos). Si z ¢ 7. entonces se verifica

T

FET-2) = sen(7z)
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Demostracion. Utilizando la ecuacién funcional que cumple I' (ver lema 3.1.2) se tiene
que
[(2)I(1 —z) = —z2l(2)[(—2)

Usando ahora la definicion de la funciéon I

()T(—2) = = (ef i[l (%ﬂ) ez/k) (e__yz klj (kL_Z) e—z/k>

Y ahora simplificando y multiplicando los productos infinitos término a término obtene-
mos

= k2 1 1
o= 1 (gz) - I (52) et (1-7)

Teniendo en cuenta el desarrollo en producto infinito del sen(7z) obtenido en la seccién
anterior obtenemos la férmula deseada
D@T(1—2) =~ @T(~2) ; }
Z —z)=—z2l'(g)I'(—z) = =
T (1 F)

O

Observacién. Con esta férmula se deduce que I'(1/2)? = 7 y teniendo en cuenta que
I'(x) > 0si x > 0 (lo cual es obvio usando su definicién como producto infinito) se llega
aque(1/2) =+/7.

Algo més general se puede lograr usando la ecuacién funcional del lema 3.1.2, pu-
diendo deducir que

F(Hl):1-3.5...(2n—1)ﬁ_(2n)!ﬁ e

2 2n ~ nl22n
Proposicion 3.1.6. (Formula de duplicacion de Legendre). Si z ¢ 7.~ entonces
VAT(2z) =25 10()T(z+ 1/2)

Demostracion. Usando la proposicion 2.3.4 en la funcién I' € 5#(C\ Z~) obtenemos
que para z ¢ Z~ es vilido el desarrollo

'z 1 & z
I(z) Y z+kz’]k(k+z)
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serie que converge uniformemente sobre compactos de C\ Z~. Por tanto, para derivar la
igualdad anterior, podemos derivar la serie término a término, queddndonos

d (F’(z)) _ i 1
dz\T'(z) ) (= (+k)?
Usando esta férmula en z,z+ 1 /2 y sumando, obtenemos
d F’(z)) d (F’z+1/2> l i 1
J— + -
dz(F(z) dz \T'(z+1/2) Z (z+ Z6(Z%—1/2—H<)

= k
O R T
22+2k2 = (22414 2k)?

= ( 0
B i _2d (F’(2z))
& 2z—|— k)2 “dz \ T'(22)
Integrando esta igualdad respecto de z obtenemos

"z) T'(z+1/2)  T'(22)
Mo T2 “ T

a € C constante

Y ahora volviendo a integrar, al menos para z en un entorno de zp y una rama adecuada
del logaritmo (que depende de zj), se tiene

log(T'(z)) +1og(I'(z+1/2)) = az+ b +1log(I'(2z)) a,b € C constantes
Tomando exponenciales (independientemente de la rama del logaritmo escogida)
[(z)[(z41/2) =e“T(2z)  a,b € C constantes

Para calcular los valores de a y b tenemos que sustituir en la férmula para algtn valor de z,
por ejemplo para z = 1/2, 1. Tras la observacion de la proposicién anterior, sabemos que
[(1/2)=vn,T(1)=1,1(3/2) =+/n/2y(2) =1, luego, sustituyendo en los valores
comentados en la igualdad anterior queda

\/E _ ea/2+b; \/%/2 _ ea+b

que despejando el sistema se obtiene
a=—log(4); b =1log(2v/7)

quedando la férmula del enunciado. 0
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Vamos a demostrar ahora que la funcién I puede expresarse como una integral de-
pendiente de un parametro, que es la forma habitual en la que se presenta la funcién I" en
variable real. Para ser mds exactos vamos a demostrar que la funcién I'" es holomorfa en
el semiplano Re(z) > 0 y admite la representacion

I['(z)= / e ' ldr si Re(z) >0
0

Veamos un lema previo antes del teorema de representacion integral de la funcién I'.

Lema 3.1.7. La integral impropia

folz) = /01 e ' dr

converge uniformemente sobre compactos del semiplano Re(z) > 0 donde define una fun-
cion holomorfa y la integral impropia

filz) = /]we"tz‘ldt

converge uniformemente sobre compactos de C donde define una funcion entera.

Demostracion. Razonemos primeros para fy(z). Sea K C {z: Re(z) > 0} compacto, estd
claro que 0 = min{Re(z) : z € K} > 0 pues K es compacto y la funcién Re(z) es continua
en K. Paratodo z € Kyt € [0, 1] se cumple:

|e—ttz—1| _ e—ttRe(z)—l < t8_1

y teniendo en cuenta que la integral

1 1)
§-1 ! 1
/0 5|, 8

es finita pues & > 0. Y ahora usando las proposiciones A.2.3 y A.2.4, en su version para
integrales de segunda especie, se obtiene el resultado deseado.

Razonemos ahora para fi(z). Sea K C C compacto y tomamos A = max{Re(z) : z €
K} < oo pues los compactos de C son acotados y Re(z) es continua en K. Para todo z € K
yt € [1,00) se cumple:

|e—ttz—1| _ e—ttRe(z)—l < e_ltA_l _ (e_ltA+l)t_2
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La funcién e 1A T!

tanto podemos considerar C = sup{e

estd acotada en [1,0) pues es continua con limite 0 en el infinito. Por
AL > 1} < oo con la que se obtiene

|efttzfl‘ < thZ

y teniendo en cuenta que la integral impropia

° dt 1"
1 t t 1
es finita y usando las proposiciones A.2.3 y A.2.4 se obtiene el resultado deseado. [

Ya podemos demostrar que I" admite la representacion integral dicha anteriormente:

Teorema 3.1.8. (Representacion integral).
I'(z) :/ e ' ldr si Re(z) >0
0
Demostracion. En virtud del lema 3.1.7 la integral impropia

f(z) = fo(z) + fi(z) = /Oooe_’tz_ldt

define una funcién holomorfa en el semiplano {z : Re(z) > 0}. Segtin el Principio de
Identidad (ver lema A.1.7) basta demostrar que I'(x) = f(x) para todo x € [1, ) lo cual
se obtendrd de forma directa al demostrar los siguientes dos puntos:
a) lim, (1 —t/n)"r*"1dt = T'(x)
b) lim, [ (1 —t/n)"t*"1dt = f(x)
La integral que interviene en el apartado a) se puede calcular realizando primero un
cambio de variables s =t /n y luego integrando por partes sucesivamente:

X

n 1 1
/(1—5)"zx—1dz:nX/ (1—s)"sx_lds:n—/ n(1—s)""s%ds
0 0 0

n x
. /ln(n—1)(1—s)"—2sx+1ds:
x(x+1) Jo
— an! /ISX+H—1ds
x(x+1)...(x+n—-1) Jo
n'n!

Cx(x+1).. (x+n)
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Utilizando la férmula de Gauss (ver proposicion 3.1.3) se tiene el apartado a).
Vamos a ver ahora el apartado b). Consideremos las funciones
\" x—1
On(t) = (1 — ;) £ X neN

que convergen puntualmente a la funcién e /<! X[0,00) ¥

(1 . E) " lx_l

n

Se obtiene, aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada, que

lim / (1—5) #1dt = lim / Ou(t)dt = / lim ¢, (¢)dt
n Jo n n JR R 7
:/e_’tx_lx[o’w)dt:/ e ' = f(x)
R 0

S e—tlx—l

Aplicando los dos apartados, es obvio que I'(x) = f(x) para x € [1, ). O

Veamos ahora una prueba de la conocida férmula de Stirling, que establece como se
comporta asintéticamente I'(x+ 1) con x € (0,0). Seguiremos la demostracién que se en-
cuentra en [8, p. 121-123], otra demostracion distinta puede encontrarse en [5, p. 40-42].

Proposicion 3.1.9. (Formula de Stirling real). Se verifica

., T(x+1)
Iim———— =1
x xXe X\/27x

Demostracion. Si en la representacion integral de la funcion I' (Teorema 3.1.8) hacemos
el cambio de variables 1 = x + y/xs obtenemos:

r 1:/°° “1dr = X /w —x—ﬁ“(l i) d
(x+1) ) ¢ Vx 7ﬁ€ +\/)_C s
— e /x / 7 log(ls/ V) Vs g
VX

Vamos a intentar aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada para demostrar que

lim [ eI isgs — [ P2
_\/} —0Q

X
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lo cual concluirfa la prueba, pues haciendo el cambio s = v/2u queda:
/ e 2ds = \/5/ e du=2n

Dado que log(1 +u) = u— ”72 + ot(u), donde a(u)/u? — 0 cuando u — 0, se tiene que

lim (xlog (14 —= ) — /x __s
im | xlog 7 xXs)=—>

Por tanto nos basta encontrar una funcién integrable en R que acote, uniformemente en

X —oo,a
exlog(l—‘—s/\/;c)—\/;cs%(_\/}’w) (S)

Observemos que

(i)l )5

lo cual, haciendo el cambio u = s/+/x, nos lleva a considerar la funcién u — log(14u) —u.
Vamos a probar que:

w log(1+u)—u< —“72 si|u| < 1.
w log(1+u)—u<—7siu>1

En efecto, si @) (u) =log(1 +u) —u—+ Lﬁl—z, tenemos que

1 (11
/
— BTN L
o) =, 1 ”(2 l—l—u)

y como 1/(1+u) > 1/2 cuando |u| < 1, se deduce que el signo de @] (u) es el mismo que
el de u. Por tanto ¢; tiene un maximo en el 0 y se cumple

1) <ei(0)=0  Vue(-11)

que es justo la primera desigualdad que queriamos probar. Para la segunda, basta consi-
derar @2 (u) = log(1 +u) —u+ % y entonces
, 1 1

= —-1+-<0 v 1
©, (u) Tru +4< u >

de donde se sigue que ¢, es decreciente y por tanto

¢ (u) < @(1) <0 Yu > 1
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Gracias a estas desigualdades podemos proceder a acotar tomando u = s/+/x, supo-
niendo x > 1 y distinguiendo los casos:

e (1 " %) Vs { :szf)/cj/4 <ot |SS|><¢§

Por tanto hemos probado que
&2 .
exlog(l#v/\/})f\/;cs (S) < e s/ si |S| < \/)_C < e*(|5|*1)/4
A=) \8) = e S/* sis> N

que es una funcién integrable en R y es licito usar el Teorema de la convergencia domi-
nada para concluir la prueba.
[

Gracias a la féormula de Stirling para nimeros reales y la férmula de Gauss (proposi-
cioén 3.1.3) podemos probar una generalizacion de la formula de duplicacion de Legendre
(proposicién 3.1.6), llamada formula de multiplicacion de Gauss. Otra demostracidon que
no usa la férmula de Stirling durante la prueba se puede encontrar en [7, p. 4-5]

Proposicion 3.1.10. (Formula de multiplicacion de Gauss). Si m € N* se verifica

(\/ﬁ)mfll—(mz) _ mmzl/Znﬁr <Z+ %)

k=0
Demostracion. Usando la ecuacion funcional que cumple la funcién I’
I'(z
I'z—1)= Q
z—1

Y ahora, usando la proposicién 3.1.3 para I'(z— 1)
iz—1

I'(z—1)=1lim J ,
j (z=Dz(z+1)...(z+j—1)

Por tanto, obtenemos
@) =1 !
Z) = 1m 5
j z2(z+1)...(z+j—1)

Sustituyendo esta dltima férmula en el punto z+ k/m se tiene

3.1)

E*l

j!]z+
F(Z+_):Hm k k Kk ;
m () @+ (2 +j—1)
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Entonces, usando la férmula de Stirling (3.1.9) para j!, podemos usarla pues estamos
haciendo un limite en j y lo tinico que necesitamos es su comportamiento asinttico

K\ VIR !
Flz+ | =lim k o ko -
m J(Z—F%)(Z—l-%—kl)(Z—F%—i—]—l)
/zn(m_j)ij-F%—l/Z
= lim £
j (mz+k)(mz+k+m)...(mz+k+mj—m)

Por tanto, multiplicando y reordenando el denominador

mz—1/2m*1 ( k)
m HF +— ) =
0 m

k

mmzfl/2(\/ﬁ)m(ﬂj>mjjmz+f,}:’;01 £ _m/2
= lim < . .
j (mz)(mz4+1)...(mz+m—1)(mz+m)...(mz+mj—m)...(mz+mj—1)
Teniendo en cuenta que ZZ’;OI % —m/2 = —1/2y que el hecho de cambiar mj — j no
cambia el valor del limite, nos queda

m—1 7)™ J\j mz—1/2
172 HF(HE) _ |im (V2m)" (1) '
k=0 m i (mz)(mz+1)...(mz+j—1)
lm (\/ﬁ)m—l‘]-!]’mz—l
o (m2)(mz 1) (mz+j—1)

= (V2m)"~'T(mz)

Las dos ultimas igualdades se consiguen aplicando la férmula de Stirling y la ecua-
cién (3.1). O]

Se puede dar una generalizacién de la formula de Stirling para nimeros reales que
la hace vélida en cualquier sector del plano complejo que omita el eje real negativo, su
demostracion se puede encontrar en [11, p. 326] o en [2, p. 201 -206].

Proposicion 3.1.11. (Formula de Stirling compleja). Para cada 6 > 0 definimos el con-
junto Q5 = {z € C: |arg(z)| < w— 3}, se verifica

V2 1
[(z)= ezlog(z)ezzl—/;r (1 +0 (W)) si |z| — o0 con z € Qg
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3.2. Funcion Zeta de Riemann

Lo primero que hacemos es definir la funcién { como la suma de una serie, que es la
forma habitual de definirla en el Andlisis Complejo.

Definicion 3.2.1. Se define en el semiplano Q = {z € C: Re(z) > 1} la funcién Zeta de
Riemann como

Observacion. La definicién de la potencia compleja n® se realiza mediante:
n? = 1o con log(n) € R

En cuyo caso se cumple

|nZ| _ |ezlog(n)| _ eRe(z) log(n) _ nRe(z)

Veamos que la funcién asi definida es holomorfa en su semiplano de definicion:

Proposicion 3.2.2. La serie que define la funcion § converge uniformemente sobre com-
pactos de Q = {z € C: Re(z) > 1}, y asi,  define una funcion holomorfa en Q.

Demostracion. Sea K C Q un compacto y consideremos o = min{Re(z) : z € K} > 1
entonces se cumple para todo n € N que

1 1 1
| = <
nZ nRe(Z) - n(X
y por tanto
’;; _r;n—a<°° pues o >

Como consecuencia del criterio de Weierstrass A.1.13 se obtiene la convergencia unifor-
me sobre compactos de la serie y, por el teorema de Weierstrass A.1.8, { € #(Q). O

Nuestro principal objetivo es demostrar que { se puede prolongar analiticamente a
una funcién meromorfa en todo el plano complejo C con un tnico polo simpleenz =1y
que sus ceros, fuera de lo que llamaremos la banda critica B= {z € C: 0 < Re(z) < 1},
son

Z(E)\B={-2n:neN}
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que son los llamados ceros triviales de 1a funcién §. Ciertamente nosotros no probaremos
que ¢ no se anula en la frontera de B, para ello se puede consultar [11, p. 185] y usar la
observacién de la pdgina 59 sobre los ceros de la funcién C.

En 1859 Riemann afirmé en [9] que la funcién { tiene infinitos ceros en B y que el
nimero de ceros, N(T), en BN{z:0 < Im(z) < T} verifica

N(T) = %log (%) - % +O0(log(T))

La primera afirmacién fue demostrada por J. Hadamard en 1859 y la segunda por Man-
golet en 1905.

Riemann también formul6 una conjetura sobre los ceros de la funcién { en B, actual-
mente la veracidad o no de esta es uno de los problemas mateméaticos mds conocidos del
mundo y sigue sin tener una demostracion.

Conjetura. (Hipétesis de Riemann). Los ceros de la funcion { de Riemann en la banda
critica B se encuentran en la linea critica

{z€B:Re(z) = %}

T -10
T— 7,,//
15l
_

Figura 3.2: Representacion de (Re({(1/2+it)),Im({(1/2+it))) cont € (0,35).
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En 1914, G.H. Hardy logré demostrar que habia infinitos ceros en la linea critica y
mads adelante, en 1975, N. Levinson demostré que esta recta contenia asintéticamente
mas de un tercio de los ceros de la funcién { en B. Posteriormente, con ayuda de las
computadoras, se han extendido los cdlculos que siguen avalando dicha conjetura.

Si la respuesta a la hipdtesis es afirmativa, esta tendria importantes repercusiones en
la teoria de nimeros. La relacion que tiene la funcién { con la teoria de niimeros se pone
de manifiesto con el siguiente teorema (el cual demostré Euler en 1737) que sirve, entre
otras cuestiones, para demostrar que § no tiene ceros en el semiplano Re(z) > 1.

Teorema 3.2.3. (Producto de Euler). Si (py )i es la sucesion ordenada de niimeros primos
y Re(z) > 1 se verifica
= 1
§(x)=11

o1 L= p°

donde el producto converge uniformemente sobre compactos de {z : Re(z) > 1}.

Demostracion. Segun la proposicion 1.2.3 para que el producto infinito converja unifor-
memente sobre compactos del semiplano Re(z) > 1 es suficiente comprobar que la serie

)}
k=1

1_ Z

converge uniformemente sobre compactos del semiplano. Sea K C {z: Re(z) > 1} un
compacto y o = min{Re(z) : z € K} > 1, entonces para todo z € K se cumple:

1
l—pl,;Z

‘ |

1 ‘ 1 1 1 1
ey S @S
pi—1| 7 |pil—1 pfe(z)—l pr—17" k¥—1
Aplicando el criterio de Weierstrass A.1.13 se obtiene la convergencia uniforme de la
serie. Por tanto, aplicando el teorema 1.2.5 el producto inifinito define una funcién holo-
morfa en el semiplano {z: Re(z) > 1} y, por el principio de identidad A.1.7, basta ver que
{(x) = f(x) para todo x > 1, donde f representa al producto infinito.
Multiplicando los desarrollos en progresion geométrica de razén p, ™ < 1,

1
—_le—i—p,:x—{—p;zx—}—pfx—i—... Vk=1,2,....m
I —p,
se obtiene
. 1 - J1..J2 Jm1—x 1
[I——== Y Wp'p2 =Y =

_x -
it L=p =0 nan "
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donde A,, es el conjunto de los nimeros naturales que no admiten divisores primos ma-
yores que p,. Se obtiene asi las desigualdades:

Y LY Lt
— < — < - — X
P R e B S A R

Y ahora, haciendo el paso al limite cuando m — oo, se obtiene el resultado deseado. [
Corolario 3.2.4. {(z) # 0 si Re(z) > 1.

Demostracion. Por 3.2.3, el producto serd cero si y solo si alguno de sus factores se anula,
cosa que nunca ocurre, por tanto, el producto es no nulo y { no se anula en el semiplano

{z:Re(z) > 1}. O

El siguiente lema es andlogo al lema 3.1.7, proporcionando una funcién F" holomorfa
en el semiplano {z: Re(z) > 1} que sera utilizada para la prolongacion analitica de la
funcién £.

Lema 3.2.5. La integral impropia

1 tZ—l
%@:Ad_ﬂt

converge uniformemente sobre compactos del semiplano Re(z) > 1 donde define una fun-
cion holomorfa y la integral impropia

%) tZ—l
ﬂ@:Ad_ﬂt

converge uniformemente sobre compactos de C donde define una funcion entera.

Demostracion. Puesto que la demostracion es andloga al lema 3.1.7 solo indicaremos las
pequeiias modificaciones pertinentes:
» Para Fy, si K C {z: Re(z) > 1} es un compacto es claro que 8 = min{Re(z) : z €
K} > 1yparatodoz € Ky todor € [0,1] vale la acotacion

RE(Z)—Z < t5—2

=t

jo 1 (Re(2)~1
\ <

e —1

t

» Para Fi, si K C C es un compacto y A = max{Re(z) : z € K} < oo entonces para
todo z € K 'y todo t > 1 vale la acotacion

Re()—1  A-1

<
~ el—1 T e—1"¢2

tZ_l
el —1

donde C = sup{r**1/(e' —1) 1t > 1} < oo,
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Proposicion 3.2.6. (Representacion integral). Si Re(z) > 1 se verifica

tZ*l

(@) = [

Demostracion. Por el lema 3.2.5 la integral de la derecha es una funcién holomorfa en
Q = {z:Re(z) > 1}. Como las funciones { y I" son holomorfas en Q se tiene que, por el
principio de identidad A.1.7, para demostrar la igualdad es suficiente verla para z = x > 2.
En este caso, considerando el desarrollo en serie geométrica de razén e’ < 1 se obtiene
que para todo ¢ > 0 se cumple

tx—l tx_l 1 l‘x_l m L
—Kt
= = e "+ Ryt
el —1 el 1—et e ,;6 ()
donde X X )
A k A 1 A
Ry (t) = P <
m(t) = — 28 S i gf — 1 = i)

pues ¢ >t+1sit>0. Como x > 2 se obtiene que la desigualdad Ry(t) < e~ (Mt og
vdlida para todo 7 € [0,1] y con ella se deduce que

1
h’m/ Ry (t)dt =0
m Jo

Por otro lado, para t > 1 vale la desigualdad R,,(t) < t*~2/¢/*™ y con la que se obtiene
facilmente

0 < lim / Ru(1)dt < lime™ / ¢~ 2d <lime "T(x—1) = 0
m J1 m 1 m
Hemos comprobado asi que
Ifm / Ru(1)dt =0
mJo

y por tanto

o 4x—1 m oo
4 _ 1 x—1 —(k+1)t
/o ef—ldt_hnran,;)/o e dt
Haciendo el cambio 7 = s/(k+ 1) se obtiene

m 00 m 1 oo
lim / ekt gp —im / s e Sds = £ (0T (x
mY ), m Y G C(T()
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Es necesario ver que podemos prolongar a una funcién meromorfa en el plano la
integral de la proposicion anterior, definida como la suma de Fy y F; del lema 3.2.5, para
demostrar que { admite una prolongaciéon meromorfa en el plano.

Puesto que F es entera basta con encontrar una prolongacién meromorfa en el plano
de Fy, digamos Fy, y definir F = Fy + F; la extensién meromorfa de F. La demostracion
completa de la siguiente proposicion, que resume este hecho, puede encontrarse en [13, p.
190-191] proposicién 7.4.5.

Proposicion 3.2.7. La funcion
z—1

dt
el —1

F() = R@)+AE) = [

definida y holomorfa en {z : Re(z) > 1} (por el lema 3.2.5) se puede prolongar a una
tinica funcién F € .# (C) con polos simples en {1,0,—1,-3,...,—(2n+1),...}

Teorema 3.2.8. La funcion § se puede prolongar analiticamente a una funcién meromor-
fa en C con un vnico polo simple en z =1y ceros en los puntos {—2n :n € N}.

Demostracion. Si F es la prolongacién meromorfa de F obtenida en 3.2.7, en virtud de
3.2.6 la funcién £ /T es una prolongacién meromorfa de ¢ a todo el plano complejo.
Observese que los polos simples que tiene £ en {0,—1,-3,...,—(2n+1),...} se
cancelan con los polos simples de I' en los mismos puntos. Los polos de I" que no se han
cancelado, {—2n : n € N}, dan lugar a los ceros de { y el polo de F en z = 1 da lugar al
polo de . O

Acabamos de demostrar que la funcién §, en el semiplano {z: Re(z) < 0}, se anula
en los enteros negativos pares, veamos ahora que estos son los zinicos ceros de la funcién
¢ en ese semiplano. Esto serd consecuencia de la ecuacion funcional de Riemann 3.2.10
cuya demostracion requiere el siguiente lema, que puede encontrarse en [13, p. 192-193]
proposicién 7.4.7.

Lema 3.2.9. Sea F' € .# (C) la prolongacion meromorfa de

(o) l.Z*l .
F(z):/o ef—ldt si Re(z) > 1

obtenida en la proposicion 3.2.7. Si Re(z) € (—1,0) se verifica

Y T B R
F(z)—/o (e’—l_;—'—E)t dr

donde la integral converge uniformemente sobre compactos de {z: Re(z) € (—1,0)}
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Teorema 3.2.10. (Ecuacion funcional de Riemann).

£(z) =2(27) ' T(1 —2)C(1 —2)sen (%)

Demostracion. Por el principio de identidad A.1.7 basta establecer la igualdad cuando
z=x € (—1,0). Primeramente vamos a computar la serie

i 2t
= 12 4+ 4k2 7

para ello usaremos el lema 2.4.1 en el punto a = it /(2r), obteniendo la igualdad

cot i\ 2 i 4it
2) it = +4kln?

1 +l le+1 i " it
_ = — = —CO —
er—1 2 2—-1 2 2

nos queda, despejando la serie, que

i 2 1 11
S 24k f—1 1 2

Teniendo en cuenta que

Usando ahora el teorema 3.2.8 y el lema 3.2.9 se obtiene

(0T = F) = | “( ! —l+%)tx‘ldt

ee—1 ¢

= (e 2
= dt = S ) d
/ ( t2+4k2n2> kzl(/o t2+4k27r2)

donde la ultima igualdad se puede justificar por un conocido resultado de la integral de
Lebesgue segun el cual se puede realizar una integracion formal término a término en las
series de funciones no negativas.

Si en las integrales

/°° 2t* it
0 t244Kk%m?

hacemos el cambio t = 27ks se obtiene

> [ [=22mk)* s a1 o g
= S )ds=2(2n)" / d
kz](/o 241 ) s =2(2m) kzl =) Jo 21
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Con el método de los residuos se puede obtener, puesto que x € (—1,0), el valor de la
integral

px—1)/2 T
/o 2119 2/ a1 M Scostrn2)
para una demostracion de este hecho se puede consultar [6, p. 119-120] Example 2.12.

Sustituyendo arriba se sigue que

T 1

C(x)=202n)1¢(1 _x)2cos(7rx/2) I'(x)

y segtin la férmula de los complementos 3.1.5 se tiene que 1/T(x) = T'(1 —x) sen(nx) /7,
es decir

£ =200 L1 -0r (1 -0 ventm)

— 227y ¢(1 = 0)T(1 —x) sen (g)

Observacion. SiIm(z) # 0 entonces se cumple que
e ()= 1—ze Z(0)

y ademas el cero es del mismo orden. Esto se debe a la ecuacion funcional que acabamos
de demostrar, pues si z = x -+ iy entonces

(2m)7 ! = e D10e(2m) _ (= 1)10g(27) (cg(ylog(27)) + isen(ylog(27)) # O

ya que la exponencial real no se anula y no se pueden anular el seno y coseno simultdnea-
mente. Por definicién de la funcién Gamma sabemos que no tiene ceros, luego

I'(1—-z)#0
Y por dltimo
sen(mz/2) = sen(mx/2) cosh(mwy/2) 4+ icos(mx/2) senh(my/2) # 0

debido a que el seno hiperbdlico solo se anula en y = 0 y el coseno hiperbdlico no se
anula nunca, nos quedaria comprobar si el seno y el coseno se anulan simultdneamente,
pero como dijimos, eso no es posible.

Por tanto, si z € Z({) y Im(z) # 0, por la ecuacién funcional se sigue que 1 —z €
Z(&). El reciproco es directo.
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Corolario 3.2.11. Los tinicos ceros de la funcion § en el semiplano Re(z) < 0 son
{—2n:neN}

Demostracion. Si Re(z) < 0, entonces Re(1 —z) > 1y por el corolario 3.2.4 se tiene que
£(1—2z) #0. Entonces en virtud a la ecuacién funcional 3.2.10 en el semiplano Re(z) < 0
los ceros de § coinciden exactamente con los ceros de la funcién sen(7z/2), es decir, son
{—2n:ne N} O

A continuacién vamos a ver una forma equivalente de la ecuacion funcional 3.2.10 que
muchos autores, como por ejemplo [11, p. 170], demuestran antes que nuestra ecuacion
funcional. La demostracion se basa en una serie de observaciones y la aplicacion de la
férmula de duplicacion de Legendre 3.1.6.

Corolario 3.2.12. La funcion

e =" (e

es entera y satisface £ (z) = (1 —z).

Demostracion. Es evidente que &(z) es entera pues el factor 1 — z contrarresta el polo
simple de {(z) y los polos de I'(z/2) se cancelan con los ceros triviales de {(z). Por la
férmula de los complementos 3.1.5 se tiene

)= Foysen(ma) ~ 22 sen(wz/2)cos(x2/2)

(-

Ahora, por la ecuacion funcional 3.2.10 se obtiene

2_Z7T1_ZC(Z)

C(1-2)= ['(1—z)sen(mz/2)

— 217 3¢ (2)[(2) cos (%)

Lo que queremos demostrar es que & (z) = & (1 —z), es decir

z(lz—z) 12T (%) £(z) = 1(12_2) zE0/2r (%) $(1—z)

_ 2(17—2)21%(“1)/% (%) I'(2)cos <E> ¢(2)

lo que es lo mismo que la siguiente igualdad

22-1/7l (%) =T (%) I'(z) cos (%)
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Usando la formula de los complementos 3.1.5 en el punto (1 —z)/2 se obtiene

I (?) L (1?) = sen(n(ln— 972) cos(jtrz/Z)

y sustituyendo en la igualdad anterior, ver que £(z) = (1 —z) es equivalente a ver que

2+Ip (5) r (1 +Z) — /al(2)

2 2
y esta es la formula de duplicacién de Legendre 3.1.6 para z/2, por lo que la ecuacién
inicial ha sido probada. 0

Ahora vamos a ver el desarrollo en producto infinito de la funcién { de Riemann al
igual que lo vimos con la funcién I' y sen. En este caso, el producto se mueve sobre el
conjunto de ceros no triviales de § y, al no conocerlos explicitamete, el producto sola-
mente se puede dejar indicado, pero si se puede calcular la sucesién adaptada a los ceros
no triviales de la funcién {, que se puede tomar constante igual a 1. Para una prueba del
siguiente teorema se pueden consultar [12, p. 30-31] o [14].

Teorema 3.2.13. Sea A = 2 ({) N B el conjunto de ceros no triviales de la funcion &,

entonces (log(2)—1—7/2)
og(2m)—1-y/2)z
56 = 5. H(l—5> el?
2(z=1I(1+2/2)) ya p

Como ya se ha comentado, la funcién § de Riemann esté fuertemente unida a la teorfa
de numeros por su expresion como producto de primos 3.2.3. Pero esta no es su unica
conexion con los ndmeros primos, pues una de las principales razones por las que la
funcién ¢ ha sido estudiada es por su relacién con el Teorema de los niimeros primos

Teorema 3.2.14. (Teorema de los niimeros primos). Sea 7t(x) el niimero de primos me-
nores o iguales que x, entonces

m(x)

X
log(x)

Una de las claves para demostrar este teorema reside en el hecho de que la funcién
¢ de Riemann no se anula en la recta Re(z) = 1, pero este no es el tinico razonamiento
sobre esta funcidon que hay que hacer. En [11, p. 185 - 197] se desarrollan todos los
resultados necesarios para poder probar el teorema de los nimeros primos. También se
puede consultar [12, p. 51].

Aunque este teorema se puede probar de otras formas més elementales, es decir, sin
usar la funcién ¢, no se puede negar la utilidad de la misma en la Teoria de ndimeros.

ST X — o0
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A.1 Resultados clasicos del Andlisis Complejo.
A.2 Integrales dependientes de un parametro.

A.1. Resultados clasicos del Analisis Complejo

En esta seccion presentamos algunos resultados bdsicos sobre funciones holomorfas,
que en su mayoria vimos en el curso del grado de Variable Compleja.

El punto de partida natural en el estudio de ceros de funciones holomorfas es el si-
guiente resultado:

Teorema A.1.1. Sea f € 7 (Q) no idénticamente nula 'y @ € Q tal que f(a) = 0. Enton-
ces AmeNyge H(Q) tal que g(a) #0y

fl@)=(z—a)"g(z) z€Q

Este resultado no es dificil de obtener de la representacion en serie de potencias de f
en un entorno de o (ver [10, p. 196-197] o [11, p. 73-74]).

Definicién A.1.2. Sea f € J(Q) no idénticamente nula y a € Q tal que f(ot) =0,
decimos que & es un cero de f de multiplicidad m cuando se verifica el teorema anterior.
Al tnico m del teorema anterior lo denotaremos por m(f, ). Al conjunto de todos los
ceros de f lo denotamos por Z(f).

Observacion. También es ficil ver que m(f, o) = min{k € N : f®)(a) # 0} (consultar
[13, p. 102]).
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Es natural, una vez definido el concepto de cero de una funcién holomorfa, definir
el concepto de polo, para ello podemos usar el siguiente resultado cuya demostracion se
puede encontrar en [10, p. 198-199].

Teorema A.13. Si a € Qy f € (Q\ {a}), entonces debe presentarse uno de los
siguientes casos:

a) f posee una singularidad evitable en . Es decir, f puede extenderse a una funcion
holomorfa en Q.

b) Existe un uinico entero positivo m 'y niimeros complejos cy,ca,...cp con ¢, # 0,
tales que

-y
Z — —
k=1 (Z - O‘)k
tiene una singularidad evitable en o.
c) Sir>0yD(o,r) CQ, entonces f(D(a,r)\{a}) es denso en el plano.

En el caso b) se dice que f tiene un polo de orden m en @ y la funcion
& @)t

se llama la parte principal de f en . Al conjunto de todos los polos de f lo denotamos
por Z(f). Enel caso c) se dice que f tiene una singularidad esencial en o.

A partir de estos resultados obtuvimos en clase el llamado principio de identidad (o
de prolongacion analitica) presentado en el Corolario A.1.7. Para su demostracion nece-
sitaremos un par de lemas previos:

Lema A.1.4. Si A es un conjunto infinito contenido en un compacto K entonces A'NK # 0

Demostracion. Sea (ay,), C A una sucesion, como en un compacto cada sucesién posee
al menos una subsucesion convergente en el compacto se tiene que existe (anj) j tal que
limja,; = a € K por tanto A tiene un punto de acumulacionen K y a € A'NK #0. [

Lema A.1.5. Sea Q C C un abierto y M C Q tal que M' N Q = 0. Entonces M es a lo
sumo numerable.

Demostracion. Definamos una sucesion creciente de compactos K,, como sigue

}

tal sucesion cubre nuestro abierto Q, es decir, | J, K, = Q. (ver [13, p. 278] proposicién
A.2.10[10,p.249)).

1
K, :={z€Q:|z| <n, d(z,Q°) > .
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Ahora, veamos que M N K,, es finito por reduccién al absurdo. Supongamos que es
infinito, entonces (M NK,)' NK, # 0 por el lema A.1.4, pero como (MNK,)' C M'NK], =
M' N K, entonces M' N K, # @ y por tanto M’ N Q # 0, contradiccion.

Por tanto M =MNQ=MnN (U, K,) = U,(MNK,) que es una unioén numerable de
conjuntos finitos, por tanto es a lo sumo numerable. [

Teorema A.1.6. Sea Q C C un abierto conexoy f € 7 (Q) no idénticamente nula, en-
tonces el conjunto de sus ceros, Z(f), cumple

= Es un conjunto de puntos aislados.

= No tiene puntos de acumulacion en Q (i.e. Z(f) NQ=0).

» Sus puntos de acumulacion estdn en la frontera de Q (i.e. Z(f) C Q).

» Esa lo sumo numerable.

Demostracion. Sea o € Z(f), como f no es idénticamente nula se tiene que existe k > 1
tal que f®) (o) #0. Sean = min{k € N: f*) (o) # 0}. Como la funcién f es holomorfa,
entonces es analitica y se puede escribir

£ = Y ae— o) = (—a)"s(2)
k=n

donde g es una funcion continua en un cierto disco D(a,r) con r > 0y tal que g(o) # 0.
Entonces, por continuidad, existe 0 < € < rtal que g # 0 en D(a, €) y por tanto

D(a,e)NZ(f) ={a}

lo que demuestra que Z°( f) sea un conjunto de puntos aislados.

Supongamos que existe a € Z(f) N Q, entonces se tiene que existe una sucesién
(ax)x C Z(f) tal que limy a; = a 'y por continuidad de la funcién f se tiene que limy f(a;) =
f(a) luego f(a) =0y por tanto a € Z(f). Pero entonces Ve > 0 existe kg € N tal que
ax € D(a,€) Vk > ko, lo que es una contradiccion pues los ceros de f eran aislados.

Ahora bien, como el conjunto de puntos de acumulaci6n estd contenido en la adheren-
cia de Q, es decir, Z°(f) CQ=QUJIQy Z(f) NQ = 0 se tiene necesariamente que
Z(f) coQ.

Que sea a lo sumo numerable se debe al lema A.1.5. ]

Corolario A.1.7. (Principio de Identidad). Sea Q C C un abierto conexoy M C Q tal que
M'NQ # 0 (i.e. tiene puntos de acumulacion en Q). Si f,g € H#(Q)y f(z) =g(z) VzeM
entonces f(z) = g(z) Vz€ Q
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Demostracion. Construimos la funcién h = f — g € 57 (Q) que cumple
0AMNQC Z(h)'NQ
Por tanto, aplicando el Teorema A.1.6, & es idénticamente nula en €. ]

Teorema A.1.8. (Weierstrass) Si (fi)r es una sucesion de funciones holomorfas en un
abierto L que converge uniformemente sobre compactos de Q hacia una funcion f: Q —
C entonces:
i) f es holomorfa en Q.
ii) La sucesion de derivadas (f;)x converge uniformemente sobre compactos de Q.
hacia f'.

Demostracion. Se pueden encontrar en [13, p. 94], teorema 3.3.13 (Weierstrass), o [2, p.
176] [

Necesitaremos algunas implicaciones del siguiente resultado que se obtiene a partir
del Teorema Homolégico de Cauchy. Los abiertos & C C que cumplen las condiciones
del teorema se llamaran simplemente conexos.

Teorema A.1.9. Si Q C C es un abierto conexo, son equivalentes:

i) Cu\ Q es conexo.
ii) Cada ciclo regular a trozos en  es Q-homologo a 0.
iii) Para cada ciclo regular a trozos T en Q, cada z € Q\ Imagen(T') y cada f € 7 (Q)

se cumple:
1 f(w)
Ind(I',z) = — [ —=d
f@nd(T.2) 2mi Jrw—z""

iv) Para cada ciclo regular a trozosT" en Qy cada f € 7 (Q) se cumple |- f(z)dz=0.
v) Para cada f € 7 (Q) existe F € 7 (Q) tal que F' = f.
vi) Para cada f € 7(Q) tal que 0 ¢ f(Q) existe g € A (Q) tal que €8 = f.

Demostracion. Ver [13, p. 127-128], teorema 5.2.4. ]

Lema A.1.10. Sean dos funciones f,g € 7 (Q) con Q C C tales que tienen los mismos
ceros con las mismas multiplicidades, entonces el cociente f /g € 7 (Q).

Demostracion. Basta ver que f/g es holomorfa en un entorno de cada cero de g. Sea
o€ Z(g) = Z(f) entonces f y g se pueden reescribir de la forma:

f@)=fR)z—a)"

8(z) = 8(2)(z— )"
donde 7y g son holomorfas en Q no nulas en D(a, €), un entorno de o. Entonces f/g =
f(z)/8(z) que es holomorfa en D(a, €). ]
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Teorema A.1.11. (Teorema de los Residuos). Sea f una funcion meromorfa en Q C C.
SiT es un ciclo en Q\ P(f) tal que

Indr(w) =0 Vo ¢ Q

entonces .
o /Ff(z)dz = Z Res(f,a)Indr(o)
ac?(f)
Demostracion. Se puede encontrar en [10, p. 212], [6, p. 112] o [2, p. 150]. O

Teorema A.1.12. (Teorema de Liouville). Si f es una funcion entera y acotada, entonces
f es constante.

Demostracion. Se puede encontrar en [10, p. 200], [6, p. 77] o [2, p. 122]. U]

Proposicion A.1.13. (M-test de Weierstrass). Sean X un conjuntoy fi : X — C funciones
tales que | fi(x)| < My para todo x € X. Si Yy, | My < oo entonces la serie Yy, fi converge
uniformemente.

Demostracion. Se puede encontrar en [0, p. 29]. U

A.2. Integrales dependientes de un parametro

Daremos por hecho el siguiente resultado que nos proporciona la holomorfia respecto
de una variable (pardmetro) de la integral de una funcién de dos variables que cumple
ciertas condiciones de holomorfia. Ademds con este se obtiene una regla de derivacion
bajo el signo integral, conmunmente llamada regla de Leibniz de derivacion bajo el signo
integral. En [8, p. 108-109] podemos ver un teorema andlogo pero usando espacios de
medida y funciones reales.

Teorema A.2.1. Sea F : [, B] x Q — C una funcion continua tal que las funciones 7 —
F(t,z) para cadat son holomorfas en Q con derivada %—f(r,z). Entonces se verifica:

i) Laintegral f(z) = f£ F(t,z)dt define una funcion holomorfa en Q.

ii) Para cada z € Q la funciont — %—Z(t,z) es continua en (@, ]y

B
@)= [ 2wz

Demostracion. Una demostracion puede encontrarse en [13, p. 95-97] teorema 3.3.15.
[
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El resultado obtenido en el teorema A.2.1 se extiende facilmente al caso de integrales
impropias que convergen uniformemente sobre compactos. Demos una definicion precisa
de esto ultimo:

Definicion A.2.2. Sea Q C C un abierto y F : [ot,0) x Q — C continua, se dice que la
integral impropia
1@ = [ F.od
o
converge uniformemente sobre compactos de € cuando para cada compacto K C Q 'y
cada sucesion 3, > a convergente hacia oo la sucesion de funciones

fulz) = / g F(t,z)dt

o

converge hacia f(z) uniformemente sobre K.

Obtendremos a continuacioén una condicion suficiente para la convergencia uniforme
sobre compactos de una integral impropia. Sera util en la practica, pues se basa en una
acotacion uniforme de tu funcién a integrar.

Proposicion A.2.3. Sea Q C C un abierto y F : [a,0) X Q — C continua, la siguiente
condicion es suficiente para que la integral impropia

£(z) = / CF(2)dt

o
sea uniformemente convergente sobre compactos de Q.
Para cada Compacto K C Q hay una funcion @k : [a,o) — [0,0), con a > ., inte-
grable Riemann en sentido impropio (i.e. [, Qk(t)dt < o) tal que

[F(t,2)| < k(1) VzeK, t>a

Demostracion. Es claro que la condiciéon del enunciado implica la convergencia absoluta
de la integral impropia en cada punto z € Q. Sea (f3,), una sucesion tal que f3, > o y tiene
limite +oo, entonces podemos considerar 3, > a y para cada z € K C Q se cumple

@)~ @1 = | [ P2~ [ Fea

< /ﬁ F(t,2)|dr < /ﬁ ok(t)dr = p,

donde lim, p,, = 0 ya que lim,, B, = . O

La siguiente proposiciéon me proporciona el resultado que generaliza A.2.1 para inte-
grales impropias.
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Proposicion A.2.4. Sea Q C C un abierto y F : [at,00) x Q — C continua tal que todas
las funciones 7 — F(t,z) para cada t son holomorfas en . Si la integral

f@:ﬁ?@@m

converge uniformemente sobre compactos de € entonces:

i) feQ).

ii) Para cada z € Q la funcion t — %—i(t,z) es continua en [Q,0) y
> JF
f@)= | S-(t2)dt
a aZ

Demostracion. Segun el teorema A.2.1 para cada B > « las funciones t — %—f(r,z) son

continuas en [o, 3], luego son continuas en [, o). Dada una sucesién f3, > a con limite
+oo el teorema A.2.1 también nos asegura que las funciones

B
fn(2) = / F(t,z)dt
o
son holomorfas en Q con derivada
B OF
@ = [ G-

Si la integral impropia del enunciado converge uniformemente sobre compactos de €,
dada una sucesién 3, > a con lim,, 3, = oo, la sucesion de funciones f,(z) converge hacia
f(z) uniformemente sobre compactos y por el teorema de Weierstrass (A.1.8) se concluye
que f es holomorfa en Q con derivada

Bx
fl(z)=limf.(z) = h’m/ a—F(t,z)dt
n n Ja az

donde la convergencia de la sucesion de derivadas también es uniforme sobre compactos
por el teorema de Weierstrass. ]

Observacion. Cuando el intervalo [o,o) se reemplaza por un intervalo acotado [, 3)
se pueden demostrar versiones andlogas de las proposiciones A.2.3 y A.2.4 relativas a
integrales impropias de segunda especie de la forma

f@:Aﬂmm
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y también hay versiones para las integrales impropias de la forma
B B
/ F(t,z)dt / F(t,z)dt
— o ot

Estas versiones, aunque no se han enunciado explicitamente, pueden ser usadas con total
tranquilidad por el lector.
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