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Introduction

Situate yourself in XIX’s century last quarter. The mathematician George Cantor
is investigating, upon recommendation of his colleague Heinrich Eduard Heine, the
problem consisting of proving the uniqueness of the representation of an applica-
tion by trigonometric series. Following this way, he needs to obtain an accurately
description of the real number line. This is the ground of the wonder that he would
create afterwards. From this moment, his job, his effort, his obsession was centered
on giving logic to the notion of “infinite”. Beyond a simple and intuitive definition
of what being “infinite” means, which is the real nature on an infinite set?”. The
common answer that someone who is asked what something “infinite” is would
be “something that never ends”. This is just the aristotelic concept of infinite: an
infinite bounded to the action of counting.

Julios Wilhelm Richard Dedekind, mainly with letters, presented Cantor how he
had come up against with what he thought was (given its dense disposition in the
real number line) a different kind of infinite, a bigger one than the infinite of the
natural numbers: the rational numbers. Cantor’s answer to this fact was just awe-
some: using very simple demonstrations, he proved that the natural numbers were
in biyective correspondation with the rational numbers and that the real numbers
were the ones that were not in biyection with the two first types of numbers. The
rigorous consideration of the existence of a different kind of infinite had been born.
These ideas of simple proofs that are in contradiction with our intuition are the
ones that compose the first chapter of this work. The existence of a bijective co-
rrespondation between rational, algebraic and natural numbers, the non existence

of one between natural numbers and any real interval, the existence of another
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one between sets of real intervals in any dimension, and finally, the first results in
which Cantor used his famous diagonal process, are proved in this chapter.

In the second chapter, even before measuring rigorously the size of any infinite
set, we will take a further look: we will observe the order in which the elements
of the equivalence class formed by the sets of the same size are. Thus, some new
equivalences classes will appear: two sets will be in the same class if they have the
same size and their elements are ordered similarly; another way to express this
idea is that the mentioned sets are in biyection, and this biyection conserves the
order of the elements (an “order-isomorphism”). Cantor named this classes “type
of order” of a set, or more usually, “type” of a set. Just how he did, we will try
to caracterize the type of the sets of rational numbers (dense, numerable and wit-
hout first and last element), real (separable, complete and without first and last
element) and natural (with first but not last element and with a “gap” between
each two elements). We will highlight some of the types resulting from changing
the requirement of having first or last element. We will also deal with the named
“inverse type” of a given type: the resulting from inverting, in the same set, the
order. Does it make sense the action of counting in an infinite set? Apparently, be-
yond the type of the natural numbers, the answer is no, but here is where it comes
the order: a set is called “well-ordered” if each subset of it has a first element and
the type of the well ordered sets will be called “ordinal numbers”; in effect, in the
finite case the meaning is the same of ordinal number (first, second...) but in an
infinite set gives sense to the action of counting beyond any infinite set using the
concept of “supreme”. It will be necessary a new kind of induction which allows us
to overstep the ordinal of the set of the natural numbers. In this second chapter we
are going even further: after having fomalized “infinite numbers” (in which order
matters) we will be able to define an arithmetic to them that is really similiar
to the usual arithmetic of finite numbers (sum and multiplication operation for
types in general, and exponentiation also for ordinals); we will also specify, by
two propositions, how far we can take the concept of “substraction” and “divi-
sion” of ordinals. A total ordered set will be “well ordered” if each of its ordered

subsets has a first element. We can give a total order to the well ordered sets,in
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particular to the ordinals, by the inclusion. This will be seen after proving the
theorem that caractherises the relation between each two well ordered sets. Two
propositions will give us two alternative ways of considering an infinite well orde-
red set : an infinite set will be well ordered if, and only if, each terminal segment
(subset determined by the elements bigger than a given element) has the natural
numbers’ type, also if, and only if, does not contain any well ordered subset with
the the natural numbers’ inverse type. After all this, an ordinal will be successor
( type of a well ordered set with last element) or limit (type of a well ordered
set without last element). A surprising result is the one that afirms that exists an
order-isomorphism between any ordinal and the set of the ordinals that precede
that ordinal.; therefore, each successor ordinal is the set resulting from unifying a
certain ordinal and the set formed by that ordinal ( this last ordinal will precisely
be the type of the set resulting from substracting the last element to the last ordi-
nal); also, each limir ordinal will be equal to the union set of every ordinal fewer
than it. Another of the included results is the one that tells us that every ordinal
can be expressed in an unique way as sum of a limit ordinal and a finit one. The
chapter ends with the Cantor’s Normal Form Theorem, that shows an easy way
to express as a finite sum any ordinal,no matter how big it is.

In the third chapter the order will not be important when it comes to comparing
sets, and now, we will be able to study the concept of the size of a given set: the
famous “cardinal”. In this chapter, though was also present in the second one,
Axiom of Choice will be important, as it will allow us to say that any collection
can be well ordered, defined in a transfinite way and well ordered to the cardinales.
We will use the concepts of “initial ordinal” and “Hartogs’ number” in order to
reach the cardinal: the cardinal of a set will be defined as the unique initial ordinal
for which exists a biyection between him and the set, and the Hartog’s number will
let us define a next cardinal. Each infinite ordinal will be called “aleph number”.
Under the Axiom of Choice each infinite cardinal will be precisely each of the in-
finite initial ordinals, but in absence of this axiom we will not be necessarily able
to afirm this (there could exist some infinite cardinals that were not alephs). The

cardinals will be a special type of ordinal numbers, for the ones we will be able
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to define a new arithmetic (sum, multiplication, exponentiation) to operate with
them. One of the most important cardinales is the famous “continuous cardinal”,
that is no more than the cardinal of the set of the parts of the natural numbers.
We will prove that this cardinal is the one of the real numbers. The famous Conti-
nuum Hypothesis tells us that there is no cardinal between the natural number’s
cardinal and the continuous cardinal. Finally, again with the help of the Axiom
of Choice, we will see what does the cardinal arithmetic between infinite cardinal
numbers means: the multiplication and the sum of two infinite cardinals are the
same and its result is the maximum of them. To finish, we will stablish a result
that allows us to express every aleph as the infinite sum of every previous alephs.
The last and final chapter will be dedicated to light up the two big obstacles to
Cantor that were not solved by him during his life. The Continuum Hypothesis
(CH) and the Axiom of Choice (AC). The first part of this chapter has two of the
statements and proofs of the equivalences to the AC more known: the Well Order
Principle (used in the second and third chapter), Maximal Haussdorff Principle,
Zorn’s Lemma and Tukey’s Lemma. The second part is about the relation bet-
ween CH and EA: we will state the Generalized Continuum Hypothesis (GCH)
and prove that this is a sufficient condition to AC. The last part talks about how
EA is true un some sets that Cantor dealt with: the perfects sets.

Finally, two appendices are complementary to this work: the ZFC Axiomes and a

brief biography of Cantor’s intense life.



Introduccion

Situémonos en las puertas del dltimo cuarto del siglo XIX. El matematico Georg
Cantor se encuentra investigando, por recomendacién de su companero Heinrich
Eduard Heine, el problema de bajo que condiciones la representacion en series tri-
gonométricas de una aplicacién dada es tinica. Por este camino se encuentra con la
necesidad de obtener una descripcién adecuada de la naturaleza de los elementos
de la recta real. He aqui el germen de la maravilla que después naceria al mundo
desde su mente. A partir de ese momento su trabajo, su esfuerzo, su obsesién, se
centré en dar luz y maxima claridad légica al “infinito”. Pero mas alld de una

b

simple e intuitiva primera definicién de lo que es ”ser infinito 7, mas o menos
rigurosa... jcual es realmente la naturaleza de un conjunto infinito? La respuesta
de sobre qué es el infinito de cualquier persona a la que se le pregunte por la calle,
probablemente sera la de algo que "nunca se acaba”: el concepto aritostélico de
infinito en potencia, un infinito ligado a la accién de contar (al conjunto de los
nimeros naturales).

Julius Wilhelm Richard Dedekind, a base de cartas, entre otras muchas cosas
expuso a Cantor como en sus estudios se habia topado con lo que él creia que
era, por su disposicion densa en la recta real, un tipo distintinto de infinito ma-
yor (un conjunto de estas caracteristicas contuviera més elementos) que el de los
numeros naturales: los nimeros racionales. La respuesta de Cantor a este hecho
fue asombrosa: con demostraciones sumamente simples demostré que los niimeros
racionales estaban en correspondencia biyectiva con los naturales y que era la to-

talidad de los nimeros reales la que no lo estaba con estos dos. La consideracion

rigurosa de la existencia un distinto tipo de “infinito” habia nacido. Estas ideas
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de demostracién breve y tan en contradiccion con lo que la intuicion primera hace
a cualquiera suponer que ocurre, son las que forman el primer capitulo de este
trabajo. En él se exponen la existencia de una correspondencia biyectiva entre los
nimeros algebraicos y racionales con los naturales, la no existencia de ninguna
entre los naturales y cualquier intervalo real, la existencia de otra entre los con-
juntos de los conjuntos de intervalos reales de cualquier dimensién, y por ultimo,
los primeros resultados en los que Cantor usé su famoso procedimiento diagonal.
En el segundo capitulo, antes incluso de entrar rigurosamente a medir el tamano
de cualquier conjunto infinito, miraremos un paso mas alla: dentro de clase de
equivalencia formada por los conjuntos de un mismo tamano miraremos el orden
en el que se encuentran sus elementos. Asi, unas nuevas clases de equivalencia en-
traran en juego: dos conjuntos estaran en la misma clase de equivalencia si tienen
el mismo tamano y sus elementos estan ordenados de manera similar; otra forma
de expresar esta situacién es que exista entre ellos una biyeccion que conserve el
orden de los elementos (un “orden-isomorfismo”). Cantor llamé a cada una de es-
tas nuevas clases “tipo de orden” de un conjunto o, mas usualmente “tipo” de un
conjunto. Al igual que hizo él, trataremos de caracterizar los tipos de los conjuntos
de nimeros racionales (densos, numerables y sin primer ni ultimo elemento), reales
(separables, completos y sin primer ni ultimo elemento) y naturales (con primer
y sin dltimo elemento y con un “hueco” entre cada dos elementos). Destacaremos
algunos de los tipos que se desprenden de estos tres segtin se cambie la exigencias
de tener, o no, primer o ultimo elemento. También trataremos con el llamado “ti-
pos inverso” de un tipo dado: el resultante de invertir, sobre el mismo conjunto,
el orden. ;Tiene sentido la accién de “contar” en un conjunto infinito? A priori
mas alld del tipo de los nimeros naturales no mucho, pero aqui entra en juego la
importancia del orden: un conjunto se dice “bien ordenado” si cada subconjunto
suyo tiene un primer elemento y a los tipos de los conjuntos bien ordenados los
llamaremos “numeros ordinales”; efectivamente, en el caso finito coincide con el
significado usual de nimero ordinal (“primero”, “segundo”,...), pero en un conjun-
to infinito da sentido a la accién de contar mas alla de cualquier conjunto finito

usando el concepto se “supremo”. Se hara necesaria un nuevo tipo de induccién
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que nos permita transpasar mas alla del ordinal del conjunto de los nimeros na-
turales. En este segundo capitulo aun vamos mas alla: tras haber formalizado lo
que vendrian a ser “ndimeros infinitos” (en los que importa el orden) podemos
definir una aritmética para ellos treméndamente similar a la aritmética usual para
numeros finitos (operaciones de suma y multiplicacién para tipos en general y, pa-
ra ordinales también exponenciacién); también especificaremos, por medio de dos
proposiones, hasta que punto se puede definir la “resta” y “divisién” de ordinales.
Un conjunto totalmente ordenado se dird “bien ordenado” si cada subconjunto
ordenado suyo tiene un primer elemento. A los conjuntos bien ordenados, en par-
ticular a los ordinales, se les puede dar un orden total por medio de la inclusién,
esto se desprendera del teorema que caracteriza la relacion entre cualesquiera dos
conjuntos bien ordenados. Dos proposiciones nos dardan dos maneras alternativas
de considerar a un conjunto infinito bien ordenado: un conjunto infinito seré bien
ordenado si, y solo si, cada segmento terminal (subconjunto determinado por todos
los elementos mayores a un elemento dado) tiene el tipo de los nimeros naturales,
también si, y solo si, no contiene ningiin subconjunto ordenado con el tipo inverso
de los nimeros naturales. Tras todo esto, un ordinal podra ser solamente de dos
maneras: sucesor (tipo de un conjunto bien ordenado con tltimo elemento) o limite
(tipo de un bien ordenado sin tltimo elemento). Un resultado soprendente es el
que afirma que existe un orden-isomorfismo entre cualquier ordinal y el conjunto
de los ordinales predecesores a éste; asi, cada ordinal sucesor resulta ser el con-
junto resultante de la unién de un cierto ordinal y el conjunto unitario formado
unicamente por dicho ordinal (este ultimo ordinal serd precisamente el tipo del
conjunto que resulta de quitarle al primer ordinal su tltimo elemento); también
cada ordinal limite serd igual al conjunto unién de todos los ordinales menores que
él. Otro de los resultados incluidos es el que afirma que todo ordinal se expresa
de forma tunica como suma de un ordinal limite y otro finito. El capitulo se cierra
con el Teorema de la Forma Normal de Cantor, que muestra una forma facil de
expresar como suma finita cualquier ordinal, por muy grande e “inaccesible” que
este sea.

El tercer capitulo rebajaremos las exigencias: ya no nos importaréd el orden a la
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hora de comparar conjuntos y, ahora si, podremos estudiar el concepto de tamano
de un conjunto dado: el famoso “cardinal”. En este capitulo, aunque también lo
hizo en el anterior para los ordinales, entrara de lleno el Axioma de Eleccién para
permitirnos afirmar que cualquier coleccién se puede bien-ordenar y definir de for-
ma trasfinita y bien ordenada a los cardinales. Nos apoyaremos en los conceptos
de “ordinal inicial” y “ntimero de Hartogs” para llegar al de cardinal: definiremos
al cardinal de un conjunto como el tinico ordinal inicial para el que existe una
biyeccién entre él y el conjunto, y el Nuimero de Hartogs nos servird para poder
definir un cardinal siguiente. A cada ordinal inicial infinito lo llamaremos “ntime-
ro aleph”. Bajo el Axioma de Eleccién cada cardinal infinito serd precisamente
cada uno de los ordinales iniciales infinitos, pero en ausencia de este axioma no
necesariamente se podra afirmar esto sea asi (podrian existir cardinales infinitos
que no sean alephs). Los cardinales no dejardn de ser un tipo especial de niimeros
ordinales sobre los que, ademas de la aritmética vista entre ordinales, podremos
definir una nueva aritmética (suma, multiplicacién y exponenciacién) para ope-
rar entre ellos. Uno de los cardinales més importantes es el llamado “cardinal del
continuo”, que no es otro que el cardinal del conjunto de partes de los nimeros
naturales, demostraremos que el cardinal de los nimeros reales es precisamente
este. La famosa Hipoétesis del Continuo afirma que no hay ningin cardinal entre el
de los naturales y el del continuo. Por iltimo, como no, con la ayuda del Axioma
de Eleccion veremos en que se traduce la aritmética cardinal entre niimeros car-
dinales infinitos (tan grandes como queramos): la multiplicacién y la suma de dos
cardinales infinitos coinciden y dan como resultado el maximo de ellos dos. Para
terminar daremos un resultado que permite expresar cada aleph como la suma
infinita de todos los alephs anteriores.

El cuarto y ultimo capitulo estara dedicado a dar luz sobre los dos grandes obstacu-
los para Cantor no resueltos en vida por él mismo: la Hipétesis del Continuo (CH)
y el Axioma de Eleccién (AC). La primera parte de este capitulo consta de los
enunciados y demostraciones de las equivalencias al AC més conocidas: el Princi-
pio del Buen Orden (del cual hemos hecho uso en el segundo y tercer capitulo),

Principio Maximal de Hausdorff, Lema de Zorn y Lema de Tukey. La segunda
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parte trata sobre la relacion exitente entre CH y AC: enunciaremos la Hipdtesis
Generalizada del Continuo (GCH) y demostraremos que ésta es condicién sufi-
ciente para AC. La tultima parte trata sobre como AC se cumple siempre en unos
conjuntos con los que traté Cantor: los conjuntos perfectos.

Por 1ltimo, se incluyen dos apéndices complementarios a este trabajo: la lista com-

pleta de los Axiomas ZFC y una pequena biografia de la intensa vida de Cantor.



Capitulo 1

Sorprendente

Si bien el cuerpo principal de este trabajo intenta ser una aproximacién de mane-
ra ordenada al corazén de los descubrimientos mateméaticos méas importantes de
Georg Cantor, he querido escribir este primer capitulo, intentando mantener al
maximo la notacion original, con los resultados que a mi primeramente me llama-

ron la atencién por su manera de combinar trascendencia y simplicidad.

1.1. De una propiedad de los niimeros reales al-

gebraicos

Definicién 1.1. Se entiende por nimero real algebraico cualquier niimero real

w que satisface una ecuacién de la forma
apw™ + ajw" 4 ap_w +a, =0

conn €N, ay---a, €7

10
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Teorema 1.2. (1874) El conjunto (w) de todos los niimeros reales algebraicos se

puede expresar en forma de sucesion
W]_,(JJQ,"';wn;"'

Demostracion. (Basada en [1, pag 79] v [2, pdg 25] ) Llamamos altura del niimero

algebraico w (que verifica agw™ + a;w™ ' + -+ + a, 1w + a, = 0) al ntimero
N, :=n—1+|ao| + |a1] + - - + |ay,]

Ahora bien, dada una altura cualquiera es evidente que solo puede haber un ntime-
ro finito de nimeros algebraicos a los que le corresponda. Basta ordenar ahora

todos los nimeros algebraicos por orden creciente de altura. O]

Corolario 1.3. El conjunto Q de los nimeros racionales es numerable

Demostracion. Cada nimero racional § es solucién de la ecuacién g —p =0, y

por tanto, es algebraico. O

1.2. Cada intervalo real es mas numeroso que el

conjunto de los enteros positivos

Aunque la primera demostracién al respecto de esta seccién que verdaderamente
me llamo la atencién usaba el famoso procedimiento diagonal, que veremos mas
adelante, para demostrar que la cantidad infinita de nimeros reales es infinita-
mente mayor que la cantidad infinita de numeros naturales; al hacer una segunda
lectura, ya sobre las publicaciones originales de Cantor en [1], quise incluir este

teorema por la novedad que supuso para aquella época.

Teorema 1.4. (1874) Dados un intervalo (a, B) y una sSucesion i, Ya, -+ ,Yn,*
de magnitudes numéricas reales diferentes todas unas de otras, se puede determinar
un numero n contenido en el intervalo tal que no aparezca en la sucesion, es decir,

ninguna aplicacion inyectiva de N en el intervalo lo cubre por completo.
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Demostracion. (de [1, pag 79] y [2, pag 23] )

Renombremos como a1, f1, (a1 < 1) a los dos primeros nimeros de nuestra
sucesién contenidos en el intervalo (si solo existiera en nuestra sucesiéon un 4y per-
teneciente, cualquier nimero del intervalo (a, ) serfa un nimero real contenido
en (a, B) no perteneciente a la sucesion). Repitamos el proceso con los siguientes
dos primeros de la sucesion contenidos en (g, 1), ag, 52 (a2 < f2). Operando de

forma sucesiva, tantas veces como sea necesario, a cada paso puede ocurrir:

= Que se llegue a un n € N tal que (a,, 8,) no contenga ningin elemento de
la serie. Este intervalo estara formado solo por niimeros no pertenecientes a

la sucesién.

» Que exista un n € N tal que (o, 3,) contenga un solo elemento de la suce-
sion ag 41 = Bri1. Los subintervalos (o, apy1) v (@1, Bn) estan formados

enteramente por numeros de los que necesitamos.

= Que para todo n € N siempre existan dos elementos de la sucesion para for-
mar un siguiente intervalo. En este caso nos encontramos con dos subsucesio-
nes (formadas por elementos de nuestra sucesién original) ay, g, -+, Q- - -
y B1, B2, -+, Bn, -+ creciente y decreciente respectivamente, acotadas entre
si y por tanto, con sendos limites o* y 5*. Si a* < 8*, el intervalo (a*, %)
esta formado integramente por elementos no pertenecientes a nuestra sub-
sucesiones. Si o = (%, a* no podria pertenecer a nuestra sucesién porque
si a* = 7, para algin n € N por un lado, por la naturaleza de las subsuce-
siones, no puede estar contenido en ningun (o, 5,,) con m > n, y por otro,

a*, por su construccién, estd contenido en todo (ay,, B,).
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1.3. Hay una biyeccién entre R" y R™

Otro de los grandes descubrimientos de Cantor fue que hay la misma cantidad
de elementos en toda la recta real (o en un intervalo de ésta) que en todo R”
para cualquier n € N, hecho que resulta turbio a esa primera intuicion que todos

albergamos en nuestra naturaleza humana.

Lema 1.5. Cantor-Bernstein-Schroder' [3, pdg 148]

Dados dos conjuntos A y B cualesquiera, si existen dos aplicaciones inyectivas

f:A— B yg: B— A, entonces existe una biyeccion h: A — B.

Demostracion. Claramente, si f y g son suprayectivas el enunciado se cumple;
asi que supongamos que esto no ocurre. Para empezar, definamos los conjuntos
(Cn)pen de la siguiente manera: Cy := A N\ g(B) C A, C1 = g(f(Cp)), Cs :=
g(f(Cy)),... y en general C,, := g(f(Cy-1)) para n € N. Observemos que se
cumple que Cy N C,, = () para cada n > 0.

Nuestra candidata a biyeccion va a ser:

f(z) si z € C,, para cierton € N
h(z) =

g '(z) si x & C, para ningiin n € N

Esta es una buena definicién porque, como h(z) = g *(z) si x € C,, para ningin

n € N, en particular x & Cj con lo que estamos seguros de que = € g(B).

Definamos ahora los conjuntos (Dy,),,cy con D, := f(Cy). Asi C,q = g (D,,) para
todo n € N.

Veamos que h es inyectiva de la siguiente manera: sean dos elementos z,2’ € A

! son inyectivas, el tinico problema para asegurar

x # /. Como tanto f como g~
la inyectividad de h se nos presenta en el caso en que z € (), para algin m € N,
pero x’ no pertenezca a ninguno (x’ Z Unen C’m); si esto ocurriera, por un lado

tendriamos que h(z) = f(z) € f(C,,) = D,, y por otro, que h(z') = g7'(z) ¢

!Demostrado por primera vez por Cantor en 1897, pero usando el Axioma de Eleccién. De-
mostrado después por Bernstein y Schroder en 1898 y 1911 respectivamente
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g Y (Cy) = Dy_; para ningtin k = 1,2, ..., en particular h(z') &€ D,,. Asi podemos
asegurar que h(x) # h(z'). Queda probada la inyectividad.

Finalmente, veamos la suprayectividad (h(A) = B). Por un lado tenemos que
D, = f(Cy) C h(A). Por otro lado, siy € (B~ U, ey D), como g(y) & g(D,) =
C,+1 para ningtin n € N ni tampoco a Cp, tenemos que h(g(y)) = g (g9(y)) = v,
y asi y € h(A).

]

Lema 1.6. FExiste una biyeccion entre cualesquiera dos intervalos de R 1y entre

cualquier intervalo y todo R. Lo mismo ocurre en R™.

Demostracion. La aplicacién

es una biyeccion. También lo es la aplicacién
r — a+(b—a)x

entre (0,1) y (a,b).

Para el caso de R™ basta tomar estas biyecciones componente a componente.
[

Teorema 1.7. (1877)(basado en [2, pdg 26] )* FEuiste la misma cantidad de
puntos contenidos en un intervalo cualquiera de R que en un cuadrado, un cubo

o, en general, cualquier hipercubo de dimension n € N.

Demostracion. A cada x € (0,1) le corresponde una tinica expresién infinita de la

forma x = 0.cyapag . .. con cada digito a; > 0 de tal manera que para cada ¢ € N

2(Cantor incluye esta demostracién en una carta a Dedekind en 1877. Este le reprocha que
se trata solo de una inyeccién. Cantor realiza otra demostraciéon mucho méas compleja que es la
finalmente publica en 1878. Afios después, todavia en vida de Cantor, se demostré el lema 1.5
con lo que la inyeccién original resulta suficiente para la prueba)
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existe un h € N tal que ;1 > 0. Consideremos las aplicaciones

B: (0,1) x (0,1) —> (0,1)
(0.818285 ..., 0myay3--.) = 0.81mB2v20373 - - -

v: (0,1) — (0,1) x (0,1)
r — (x,z0)
Como, tanto ® como YV, son claramente inyecciones, por 1.5 podemos asegurar la

existencia de una biyeccién entre (0,1) x (0,1) y (0,1). Finalmente, basta aplicar

1.6 para terminar la prueba. [

Corolario 1.8. FExiste una biyeccion entre R™ y R™ para cualesquiera n,m € N.

1.4. Procedimiento Diagonal de Cantor

Posiblemente, la siguiente sea la demostraciéon més conocida de Georg Cantor:

Teorema 1.9. (1891)[1, pags 85-90]

Sean m y w m # w. Consideremos una coleccion® M de la totalidad de elementos
E = (x1,29, -+ , &y, --) que dependen de infinitas coordenadas xy, o, - Ty, -
donde cada una de éstas es o bien m o bien w. Entonces M no se puede coordinar de
forma biyectiva con la totalidad de los nimeros naturales finitos 1,2,3,--+ ,n,---
Esto resulta de que si E1, Es, -, E,,--- es una sucesion infinita de elementos de
la variedad* M, entonces siempre podemos encontrar un elemento Ey de M, que

no forma parte de ella.

3Uno de los sinénimos de ”conjunto” que Cantor utiliza
40tro de los sinénimos de ”conjunto”que Cantor utiliza
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Demostracion. Sean

E, = (al,h a12, " ,Q1n, """ )
E2 = (a2717a2727--. 7a27n7...)
E, = (aml? an,2, y Anony )

una serie dada de elementos de M.
Definamos

EOI(bbb??”' an7'”)

con by # apy para cada k natural. Asi construido, Ey no puede pertenecer de

ninguna manera a nuestra sucesion dada. [l

Corolario 1.10. El conjunto de todos los nimeros reales de un intervalo arbitrario

(av, B) no se puede expresar en forma de sucesion yi,Va, -« Y,

Definicién 1.11. Aunque lo veremos con todo detalle al definir cardinal en 3, por
ahora diremos que dos conjuntos tienen igual potencia® si existe una biyeccién
entre ellos. Diremos también que uno tiene mayor potencia que el otro si no existe
una biyeccién entre ellos, pero si una biyeccién del segundo con un subconjunto

propio del primero.

Teorema 1.12. (1891)[1, pag 91] Sean L el continuo lineal [0,1] y M la coleccion
de todas las funciones f(x) que solo toman valores 0 6 1 con x € L. Entonces la

potencia de M es mayor que la potencia de L.

Demostracion. El subconjunto de M formado por todas las aplicaciones con valor
1 para un solo z € L y 0 para el resto, tiene la misma potencia que L, ya que
cada una de estas aplicaciones determina uno, y solo uno, de los subconjuntos de
L. Asi, M no tiene potencia menor que L.

Veamos que M tampoco puede tener igual potencia que L. Si esto fuera asi,

5 Potencia es el término que usa Cantor en sus escritos para referirse al actual concepto de
cardinal
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podriamos establecer una biyeccion que a cada valor z € L le hiciese corresponder
una, y solo una, f(z) € M. Asi, f se puede expresar como una aplicacién en dos
variables, f(z) = ¢(z, z). Esto es imposible, ya que, si g(z) € M es la aplicacién
en la que para todo z € L, g(x) # ¢(x,x), no existe ninguna ¢(zx, z) ya definida

que pueda coincidir con dicha g(z). O



Capitulo 2

El Orden

En este segundo capitulo iremos un paso mas alla de estudiar los tamanos de los
conjuntos mediante biyecciones: vamos a clasificarlos segin si, ademés de tener

igual tamano también conservan el orden de sus elementos.

2.1. Tipos de Orden

Definicién 2.1. (basada en [4, pag 17]) Una relacién binaria < en un conjunto P

dado es un orden parcial en P (P, <), si:

a) p £ p para todo p € P (propiedad antireflexiva).

b) Sip < qyq<r,entonces p < r (propiedad transitiva).

Si ademds para cada p,q € P o bien p < ¢, o bien p > ¢ diremos que (P, <) es un
conjunto totalmente ordenado .

Si dados dos p,q € P, se cumple que p < ¢ o existe la posibilidad de que se
trate del mismo elemento diremos que p < ¢. Observamos que (P, <) cumple las
propiedades reflexiva (p < p para cada p,q € P), antisimétrica (sip < qy q <p
entonces p = q) y transitiva. Diremos que (P, <) posee un orden parcial.

Dados (P, <) y (@, <) totalmente ordenados, diremos que la aplicacién f: P —

18
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Q preserva el orden’ si para cada p < ¢, p,q € P, se cumple que f(p) < f(q).
Finalmente diremos que la aplicacion f : P — @ es un orden-isomorfismo si

preserva el orden y es biyectiva.

Definicién 2.2. (basada en [5, pdg 17]) Es evidente que ser orden-isomorfo a
un conjunto es una relacién de equivalencia. A las clases de equivalencia de esta
relacion las llamaremos tipos de orden o, més brevemente, tipos. Manteniendo

la notaciéon de Cantor, denotaremos al tipo de (P, <) como P.

Los tipos que trataremos mas frecuentemente, con el orden usual en cada uno de

los conjuntos, seran n:={l1<2<---<nh w=Nn=Qy A=R.

Definicién 2.3. (basada en [6, pdg 138]) Dado (P, <) con tipo de orden «, defini-
mos el orden inverso de <, denotado por <*, como el orden sobre P para el que
x <*y <y <z Al tipo de orden de (P, <*) lo denotamos como «*. Llamaremos

a un tipo a simétrico si coincide con su simétrico, es decir, a = *a.

Definicién 2.4. Decimos que un tipo «, clase de un cierto conjunto (P, <), es
contable o numerable? si existe una biyeccién entre (P, <) y N con el orden

usual.

2.1.1. Aritmética de los tipos de orden

Definicién 2.5. ([6, pag 135]) Dado (X, <), A C X serd un segmento de X si

para cada a,b € Ay x € X tales que a < x < b ocurre que = € A.

Definicién 2.6. (basado en las definiciones que aparecen en ([6, pag 141])) Dado

(I,<;) y una familia {a; : i € I}, definimos

o

iel

1Obsérvese que si una aplicacién preserva el orden, entonces también es inyectiva
2En 3 veremos esta nocién como cardinal contable. Alli dos conjuntos tendrdn el mismo
cardinal si existe una biyeccion entre ellos, no teniendo esta que preservar el orden necesariamente
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como el tipo de orden de un (X, <) que sea unién de segmentos {X; : i € I}

disjuntos dos a dos, X = |J..; X;, con sendos tipos a; = X; como subordenes y

iel
tales que X; < Xy sij <k con j,kel?

Nota 2.7. Es interesante resaltar en este punto que hemos usado el Axioma de
Eleccion para poder escoger el segmento X; correspondiente a cada tipo «; y para
que la suma quede caracterizada de forma tnica por estos (en el caso en que
hubiera dos candidatos para el mismo tipo, se necesita el axioma para escoger los

orden-isomorfismos que los relacionan).

Nota 2.8. Si nuestra familia de segmentos hallada {X; : i € I} no estd formada
enteramente elementos disjuntos dos a dos, basta tomar la familia {X] : i € I}

con cada X| = {i} x X,.

Nota 2.9. No se verifica en general la propiedad conmutativa, ya que, por ejemplo,

por un lado tenemos que w+n={0<1<2<:-- <1< --- <n}ypor otro que

n+w={1<2<3---<n<1<2<3<---}={0<1<2<3<---}.

Los siguientes dos resultados, cuyas demostraciones omitiré porque se desprenden
directamente de la definicién, nos muestran unas primeras propiedades de la suma

de tipos:

Proposiciéon 2.10. Sean o, B, v tipos dados, entonces se cumple la propiedad

asociativa

at+(f+7)=(a+5)+y

Proposicion 2.11. Si a, 3 son dos tipos dados, entonces se cumple que

(a+p)" =p"+a"

Definicién 2.12. ([7, pag 33]) Sean (A1, <1) y (Aa, <2) con respectivos tipos de

orden 6y y 5. Definimos el tipo 0; - # como el tipo de orden del conjunto A; x As

3Es decir, x; < xp para cada x; € X;, 2 € Xy, 7 <k tales que j,k eI
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con el orden antilexicografico ((A1, A2) <a,xa, (A1, A5) si, o bien A\; <1 A}, o bien

Al = /\/1 Vv Ao <o )\/2)

Nota 2.13. Tampoco se verifica en general la propiedad conmutativa, ya que, por

ejemplo, por un lado tenemos que 2w =wH+w ={0<1 <2< ... <0<1<2<3< ...}

yporotroladow-2=2+24+2.. ={1<2<1<2<1<2<1<2<...} =
{1<2<3<4<5---}=w.

Proposicion 2.14. Sean o, 8 y v tres tipos dados, entonces se cumplen las pro-

piedades asociativa
a-(f-7)=(a-5)y

y la propiedad distributiva con respecto a la suma

a-(B+y)=a-Bt+a-y

Proposicién 2.15. Si «a y 8 son dos tipos dados, entonces se cumple que

(Oé‘ﬁ)*:Oé*'ﬁ*

2.1.2. Sobre el tipo n de Q

Definicién 2.16. (de [6, pag 152]) Diremos que en (P, <) el orden es denso si

para cada x,y € P ,con x < y, existe z € P tal que z < z < y.

Una peculiaridad del tipo de los niimeros racionales, que también comparte con

los racionales, es la siguiente:

Teorema 2.17. (de [0, pdg 152]) El tipo del conjunto de los nimeros racionales

coincide con su tipo tnverso, es decir:
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Demostracion. Basta considerar la aplicacion

fr Q<) — @<

x — f(z) = —x

f es evidentemente una biyeccion. También conserva el orden entre los conjuntos,

ya que
T<Yy<= —y< v+ —r <" —y<= f(x) <" f(y)

Hemos probado que f es un orden isomorfismo. O

Definicién 2.18. ([8, pag 6]) Diremos que (@, <) es un suborden de (P, <) si

@ C P y ademas, para cada q1, ¢ € () tales que ¢; < g2 se cumple que ¢; < ¢ en
P.

El siguiente teorema caracteriza los tipos contables como subdrdenes:

Teorema 2.19. (de [8, pag 15]) Sea (P, <) con tipo contable, denso y sin primer
ni ultimo elemento, es decir, no existe v € P tal que v < y oy < x para todo
y € Py sea (Q, <) con tipo contable. Entonces (Q, <) es orden-isomorfo a un
suborden de (P, <).

Demostracion. Al ser Q un conjunto con tipo contable, podemos presentar sus ele-
mentos en forma de sucesiéon qq, g, g3, - - - . Construiremos por inducciéon un orden-

isomorfismo
fr (@,=) — (P<)

Fijemos en primer lugar f(q;) = p; para un p; € P arbitrario. Supongamos
que ya tenemos asignados f(qi1),---, f(q) de forma correcta: f(¢;) < f(g;) &
¢ < ¢; con 4,5 € {1,2,---t}. Vistos como elementos de (@), <), podemos ver
ordenados {qi,...,q} como ¢, < ¢, < ... < ¢, con {iy,...,i;} = {1,...,t}.
Ast f(q,) < f(qi,) < ... < f(q,). En este punto ¢4 se nos presenta ahora de tres

maneras posibles:

a) G1 = i
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b) G,y = Q41 = ¢;, paracada 1 <n <t

) ¢, < Qi1

Definiendo de forma adecuada f(g;+1) para cada caso habremos terminado con

nuestra demostracion:

a) Basta elegir como f(q+1) a un cierto p € P que no haya sido asignado ya y
que cumpla que p < f(g;) (la existencia de este elemento se desprende de la

no existencia de un primer elemento en (P, <)).

b) Elegimos por f(g;+1) a un p € P que no haya sido asignado ya y que cumpla
que f(qi,_,) <p < f(q,) (este elemento existe por la densidad de (P, <)).

¢) Nuestro f(g;11) serd en este caso un p € P que no haya sido asignado anterior-
mente y que sea f(g;,) < p (la existencia de este p estd garantizada por la no

existencia de un dltimo elemento en (P, <)).

A continuacién se presenta el teorema central de esta seccidn, el que caracteriza a

los conjuntos con tipo n:

Teorema 2.20. (/8, pdg 28]) Sean (P, <) y (Q, <) con sendos tipos o y B densos,

contables y sin primer ni ultimo elemento. Entonces (P, <) y (Q, <) son isomorfos.

Demostracion. Al ser contables sendos tipos podemos expresar los conjuntos de

la siguiente manera

P = {p17p27 o }

Q = {CIhQQ;---}

Operaremos con induccién construyendo el isomorfismo de la siguiente manera:
en los pasos impares asignaremos, por orden de subindice, imagen a cada p; € P;
en los pasos pares asignaremos preimagen, también por orden de subindice, a los

¢; € Q. Las primeras asignaciones, para el isomorfismo f, seran:
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» Paso t=1: asociamos entre si los primeros elementos de cada conjunto, f(p;) =

q1-

» Paso t=2: la preimagen de ¢; ya estd asociada, f~'(q) = p

Supongamos que ya tenemos asignados hasta el paso t > 1. Para el paso siguiente

t+ 1:

» Sit+1=2n+1 (paso impar) debemos dar imagen por f al elemento p,, € P.
Ahora bien, puede ocurrir que ésta ya haya sido dada en un paso anterior,
es decir, que exista un cierto ¢;, € @ para el que f~'(g;,) = p,. En este caso
pasamos automaticamente al paso t + 2.

Si, por el contrario, nos encontramos con que f(p,) no estd definido, ob-
servamos que si pp, < ... < pp,, son los elementos de P con imagenes ya
asignadas f(pn,) < ... < f(pn,,), hay m+ 1 lugares posibles en donde puede
estar p,. Al ser () denso y sin primer ni ultimo elemento podemos encontrar
un g € @ en el lugar necesario en la segunda cadena de desigualdades para

asignarlo f(p,) := d.

» Sit+ 1 = 2n (paso par), necesitamos encontrar un p € P para asignar-
lo como preimagen de nuestro ¢,. Ya tenemos imagen para los elementos
Phy < ... < Dp,,- Si ocurriese que ¢, = f(pn,) para 1 < k < m pasarfamos
automaticamente al paso siguiente t + 2.

En caso de esto ultimo no ocurra, nos encontramos con m+1 lugares posibles
en los que puede estar situado ¢, en f(pp,) < ... < f(pn,,). Como P es den-
S0 y sin primer ni ultimo elemento podemos encontrar un p € P en el lugar

adecuado entre los p, < ... < pp,, para asociar a g, como ¢, := f~(b).

]

Corolario 2.21. Cualquier (P, <) con tipo denso, contable y sin primer ni dltimo

elemento, es isomorfo a Q con el orden usual, es decir, n = P.

Corolario 2.22. (/8, pdag 29]) Los tunicos tipos contables y densos posibles son
Im,1+n,n+1yl+n+1.
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Corolario 2.23. Se cumplen las siguientes propiedades:

a) n+n=mn
b) n-n=mn

c)n+1l+n=n

2.1.3. Sobre el tipo A de R

Definicién 2.24. Dados (P, <) orden y (@), <) suborden del primero, diremos que
Q es denso en P si dados cualesquiera p1,ps € P, p1 < po, existe g € @ tal que

p1 <¢q=<p2

Diremos que (P, <) es separable si posee un suborden numerable y denso.

Definicién 2.25. Llamaremos corte de Dedekin en (P, <) a un par [X, Y[ de
subordenes de P (X, <,) vy (Y,<,) tales que XNY =0, X UY = P y para cada
par de elementos x € X e y € Y se cumple que z < y

En este contexto diremos que (P, <) tiene un hueco si (X, <,) no tiene ultimo
elemento ni (Y, <,) tiene primero. Si por el contrario (X, <,) si tuviera dltimo y
(Y, <,) primero diremos que tiene un salto.

En caso de no existir hueco ni salto alguno denominaremos a (P, <) completo.

Asi definido, si P es completo, para cada a € P se cumple que a = sup{p € P p <

a}.

A continuacién, enunciaremos y demostraremos el teorema que caracteriza a los

conjuntos con tipo A.

Teorema 2.26. (/8, pdag 37]) Sea (P, <) separable, completo y sin primer ni iltimo

elemento. Entonces S = \.

Demostracion. Sea S C P un suborden contable y denso. Como S no ha de tener

tampoco primer ni iltimo elemento, nos encontramos con que

(5, <) =(Q <)
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por 2.20. Sea
f:9—0Q
un isomorfismo entre ambos.
Definamos la aplicacion
g: P — R

a > g(a):=sup{f(p) : p€E Pyp<a}

Como P es denso y f es inyectiva, g es claramente inyectivo. Por ultimo, al ser R

completo, dado un b € R cualquiera, como b = sup{q € R : ¢ < b} si llamamos

a:=sup{f~'(q) : q¢<b}

tenemos que b = g(a). Esto prueba la suprayectividad de g y como claramente

conserva el orden se trata de un isomorfismo.
O]

Corolario 2.27. ([8, pag 40]) Los unicos tipos completos y separables posibles son
IATAAMAFT gl +A+1

Nota 2.28. Decimos que (X, <) totalmente ordenado satisface la condicién con-
table de cadena si cada familia de intervalos abiertos® disjuntos es siempre nu-
merable®.

La Hipdtesis de Souslin es aquella que afirma que en el teorema 2.26 de carac-
terizacion del orden de R se puede reemplazar la separabilidad por la condicién
contable de cadena.

En 1971 se demostré que la veracidad de la Hipdtesis de Souslin no se puede de-

mostrar a partir de los axiomas ZFCS.

Corolario 2.29. Se cumplen las siguientes propiedades:

4Usamos de forma implicita la topologia determinada por el mismo orden total
5Estd en biyeccién con el conjunto N
6La lista completa de los axiomas ZFC se puede consultar en B
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a) A +1+A=2A
b) A-A# A

c) A+ A # A

Demostracion. (basada en las pruebas que aparencen en [9] y [7])

a) A+1+A=2A\

b) Como A+ 1+ A=A, tenemos que A\ A =AA+1+A) =X A+A+ A A=
A=A+ (A+A-A). El primer sumando de esta iltima expresién es un tipo de
orden sin tltimo elemento y el segundo un tipo sin primero, es decir, el tipo de

A - A tiene un hueco, lo cual lo hace distinto de A.

c¢) El tipo A+ A también tiene un hueco, lo que le hace imposible ser isomorfo a A

]

2.1.4. Sobre el tipo w de N

Teorema 2.30. El tipo de los nimeros naturales no coincide nunca con su inverso,

es decir,

w# w"

Demostracion. Para que fueran iguales necesitariamos un orden isomorfismo: una

biyeccién de la forma

f: (Nu <) — (Nu* <)
que cumpliera ademas que
r<y<=flr) <" fy)

Como seria necesario que f(0) <* f(n) Vn € N\ {0}. Es evidente que no puede
existir algo asi en (N, <*) porque éste no tiene minimo. Concluimos pues, que no

puede existir ningin orden isomorfismo entre ambos conjuntos.
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O

Definicién 2.31. Dado (P, <) decimos que R es un segmento inicial de P, si
R C Pyparacadar € R, si p € P tal que p < r, entonces p € R. Ademas R
serd un segmento propio si R # (0 y R # P.

Proposicién 2.32. Un segmento S del segmento (R, <) arriba definido es también

un segmento del congunto total (P, <).

Definicién 2.33. Dados (P, <) y p € P definimos como segmento inicial co-

rrespondiente a p al conjunto
(P, <)={x€eP : xz<p}

A los elementos de P, también lo llamaremos indistintamente predecesores de

p

Definicién 2.34. Diremos que (P, <) es finito con potencia n, P = n, si es
posible establecer una biyeccién entre Py el conjunto {0,1,2,...,n—1}. En caso

contrario diremos que P es infinito.

Lema 2.35. Todo subconjunto infinito de N tiene tipo w (en general lo cumple

cualquier subconjunto infinito de un conjunto con tipo w ).

Demostracion. El orden-isomorfismo es evidente. O

Teorema 2.36. (/9, pdag 210]) Para que (P, <) tenga tipo w es necesario y sufi-

ciente que sea infinito y que cada segmento propio de P sea finito.

Demostracién. Si P = w podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que P = N.
Sea () un segmento propio, asi N . @) # ). Por ser un segmento para cada q € Q
y m € N @ tenemos que x < m, es decir, cada elemento de () es menor que un
cierto natural. Asi, podemos concluir que ) es finito.

Para el reciproco vamos a construir un isomorfismo f entre P y N. En primer lugar,
para cada p € P consideramos el segmento P, formado por todos los elementos de

P menores que p. Si P, =0, p es el primer elemento de P y definimos en este caso
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f(p) :== 1. En caso contrario, por hipétesis, tenemos que P, es finito con potencia
m, y definimos f(p) := m, + 1 > 1. Hemos asociado a cada p € P un ndmero
natural.

Supongamos que p < ¢ con p,q € P, como P, C P, tendremos f(p) < f(q). m

Teorema 2.37. (/9, pdg 210]) Si en (P, <) hay un primer elemento, no hay dltimo

elemento y en cada corte de Dedekin hay un hueco, entonces P = w.

Demostracion. Sea p; € P el primer elemento. Supongamos que tenemos definidos
p1 < p2 < ... < p, sin elementos de P entre ellos, y sean P, = P, U {p,}
y P, := P\ Pi.. Como P, # 0 (porque p, € P) y P # P (porque P tiene
ultimo elemento), podemos estar seguros que P; # (). Para cada par de elementos
x1 € Py 9 € P, tenemos que 7 < x (si fuera xo < x; entonces xy < p,), los
cual nos lleva un corte de Dedekin [P, P[. Asi, usando la tercera de nuestras
hipétesis, P, estd obligado a tener un primer elemento al cual denotaremos p,, 1.
Hemos definimos por induccion una serie py, po, . . . sin elemento alguno entre cada
p; y cada p;11 con i € {1,2,...n}. Veamos que efectivamente P = {py,po,...}.
Supongamos que existe un p € P que a la vez p ¢ {p1, pa, .. .}. Solo podria ocurrir
que o bien, p < pi, lo cual es imposible porque p; es el primer elemento de P, o
bien que p, < p para todo n € N. Este ultimo caso también es imposible ya que
si Q := P\ {p1,po,...} fuera distinto del vacio Q # 0, entonces [{p1,p2,...}, Q]
seria un corte de Dedekin, y, por hipétesis, {p1, p2, . . .} tendria que tener un ultimo

elemento. Concluimos pues que P = {p; < p < ...} y por tanto P =w. ]

2.2. Numeros Ordinales

Definicién 2.38. ([8, pag 41]) Diremos que (P, <) es bien ordenado si cada

suborden suyo (@, <g) no vacio tiene un primer elemento.

Definicién 2.39. ([6, padg 176]) Se define como nimeros ordinales a los tipos

de orden de los conjuntos bien ordenados.
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Antes de ver las propiedades especificas de los nimeros ordinales conviene un

estudio mas general de los conjuntos bien ordenados.

Definicién 2.40. ([6, pag 135]) A C P sera segmento terminal si dado a € A

y p € P tales que a < p, entones p € A.

Teorema 2.41. ([8, pag 41]) Todo conjunto (A, <) infinito, no vacio y bien or-

denado contiene un subconjunto con tipo w

Demostracion. Un conjunto dado, (A, <), no vacio y bien ordenado, al ser subor-
den de si mismo, ha de tener un primer elemento ag. Si {ag} # A, el suborden
(A\{ao}, <) ha de tener un primer elemento a; cumpliendo que ay < a1 y no ha de
existir ningin a € A que cumpla que ay < a < a; (porque si no éste serfa el primer
elemento, ya definido, de A\ {agp}). Si {ag, a1} # A nos encontramos de la misma
forma con un primer elemento ay para el suborden (A \ {ag,a;}, <) cumpliendo
que ag < a; < ap y no hay elementos de A entre ellos. Asi, por inducciéon hemos

encontrado una sucesion

(an)neN

contenida estrictamente en A. El subconjunto formado por los elementos de la

sucesion tiene, evidentemente, tipo w. ]

Corolario 2.42. ([8, pdg 41]) (A, <) es bien ordenado si, y solamente si, cada

segmento terminal no vacio tiene un primer elemento.

Los siguientes tres resultados nos daran luz sobre las particularidades de los orden-

isomorfismos entre conjuntos bien ordenados.

Proposicién 2.43. ([, pag 18]) Si (A, <) es bien ordenado y f : A — A es un

orden-isomorfismo, entonces x < f(x) para cada x € A.

Demostracion. Consideremos el subconjunto X = {x € A : f(z) < z} y su-
pongdmoslo X # (). Sea z € (X, <) el primer elemento de X; entonces f(z) < z

y f(f(2) < f(2), f(2) € X, en clara contradiccién con que z sea el minimo de

X. [l
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Corolario 2.44. ([4, pdg 18]) El dnico isomorfismo posible de un (A, <) bien
ordenado en si mismo es la identidad (aquel que cumple que f(a) = a para cada

a € A

Demostracion. Por la proposicién justo anterior cada posible isomorfismo f de
esta naturaleza ha de ser a < f(a) y a < f~Y(a). O
Corolario 2.45. ([4, pdg 18]) Solo hay un posible isomorfismo entre dos conjuntos
(A1, <1), (Ag, <a) isomorfos y bien ordenados.

Uno de los resultados que caracteriza la naturaleza de los conjuntos bien ordenados
es el siguiente:

Proposicién 2.46. Basado en ([4, pdg 18]) Ningin (A, <) bien ordenado es iso-

morfo a un segmento inicial propio de si mismo.

Demostracion. Si f: A — A, fuera un orden-isomorfismo, ocurririaa que f(a) <

a para cada a € A, contradiciendo a la proposicion 2.43. O]
Por todos es conocido el Principio de Induccién Finita, el cual, si P(a) significa
que aplicar al elemento a la propiedad P, afirma:

Teorema 2.47 (Principio de Induccién Finita). (Basado en [6, pdg 179]) Sea
(A, <) finito o con tipo w. Llamemos ag a su primer elemento. Supongamos P una
cterta propiedad que cumple:

» P(ag) es cierta.

» Si P(a) es cierta, entonces para b sucesor inmediado’ de a en A, también

P(b) es cierta.

Podemos concluir que P(a) es cierta para todo a € A.

"Primer elemento del segmento terminal de todos los elementos mayores que a
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El Principio de Induccién finita no es valido para todo para todo conjunto bien
ordenado. Para cerciorarnos de esto ultimo basta ver, entre tantos existentes, el

siguiente contraejemplo (extraido de [6, pag 179]):

Ejemplo 2.1. Consideremos (N, <q), donde <, sitia primero de forma sucesiva

todos los impares y luego todos los pares

1<93<05<p...<00<02<p4<g...

Asi (N, <q) tiene tipo w + w = w2 y dados n,m € N, el primero es sucesor
immediato del seqgundo solamente si n = m + 2. Consideremos la propiedad P de
ser impar. Si P(a) es cierta, para un sucesor inmediato suyo b = a + 2 también
P(b) es cierta, pero, evidentemente, P(a) no es cierta para cada a de nuestro

congunto ordenado.
Es necesario un nuevo principio de inducciéon que abarque la naturaleza de todos
los conjuntos bien ordenados:
Teorema 2.48 (Principio de Induccién Transfinita). basado en ([6, pdg 180])
Sea (A, <) bien ordenado con primer elemento ay. Supongamos P una cierta pro-
piedad que cumple:
» P(ag) es cierta
» Si P(a) es cierta y existe b sucesor inmediado de a, también (P(b)) es cierta.
» Sic:=sup{x € C}, con C un cierto segmento inicial y P(z) es cierta para
cada x € C, también P(c) es cierto.

Entonces P(a) es cierto para todo a € A.

Demostracion. Se desprende de manera inmediata del hecho de que el subconjun-
to {a’ € A P(d’) es cierta } es vacio porque es imposible que tenga un primer

elemento. O
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El teorema que viene ahora caracteriza un orden entre todos los conjuntos bien or-
denados, en particular permitira ordenar cualquier conjunto formado enteramente

por conjuntos bien ordenados.

Teorema 2.49. Dados (A, <a) y (B, <g) bien ordenados, ha de ocurrir una, y
solo una, de las siguientes afirmaciones:

a) A es orden-isomorfo a B (tienen igual tipo de orden, A} = A;).

b) A es isomorfo a un solo segmento inicial de B (diremos que A < B).

¢) B es isomorfo a un solo segmento inicial de A (diremos que B < A).
Demostracion. Sea |ag,a) :={x : ag < x < a}. Siagy by son respectivamente los

primeros elementos de A y B, para probar el teorema bastara aplicar el Principio

de Induccién Transfinita a la propiedad

P(a) o bien B es orden-isomorfo a un segmento inicial propio de A [ag, a’) C [ag, a)
a) =

o bien [ag,a) es orden-isomorfo a un segmento inicial propio de B [by, b)

sabiendo que, evidentemente, P (ag) es cierta. La unicidad de los ordenes-isomorfismos
entre los conjuntos bien ordenados, vista en 2.45, completa de manera automética

el resto de la prueba.
O

Nota 2.50. En el teorema anterior 2.49 le hemos dado un orden-total, en particular
un buen orden, a la totalidad de los conjuntos bien ordenados. En particular, lo

hemos hecho para los niimeros ordinales.

La siguiente es otra forma de caracterizar un conjunto bien ordenado:

Proposicién 2.51. de ([8, pdg 42]) (A, <) es bien ordenado si, y solamente si no

contiene suborden alguno con tipo w*
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Demostracion. Si contuviera A un suborden de tipo w*, dicho suborden no tendria
un primer elemento (lo que contradice la hipdtesis de buen orden). Reciprocamente,
si (B, <) es un suborden sin primer elemento, podremos elegir elementos by > b; >~
by > ... de forma consecutiva para obtener un suborden (B’, <) de B, y por tanto

suborden de A, con tipo w*. O

Nota 2.52. Evidentemente cada conjunto bien ordenado serd isomorfo a un tnico

niumero ordinal por tratarse estos de clases de equivalencia.

Nota 2.53. Conviene recordar en este punto que cada ntimero ordinal, segin lo
hemos definido, también es un conjunto bien ordenado. Un caso particular de
nimero ordinal es el tipo w ya estudiado en 2.1.4 (de hecho es el menor niimero

ordinal infinito existente).

Lema 2.54. Ningun conjunto bien ordenado sin ultimo elemento puede ser iso-

morfo a otro que si lo tenga.

Demostracion. Se desprende de la caracterizacién hecha en 2.49. O

Definicién 2.55. de ([8, pag 48]) v ([6, pdg 177]) Por el lema anterior 2.54 pode-

mos distinguir dos tipos de nimeros ordinales:

= Diremos que un ordinal « es un ordinal sucesor si existe otro ordinal
tal que o = [ + 1, es decir, si « es el tipo de un bien ordenado con ultimo

elemento.

= Por el contrario un ordinal « sera a partir de ahora un ordinal limite si es
el tipo de un bien ordenado sin ultimo elemento, y por tanto a := sup{f :

B < a} (porque para cada § < « debe existir un v tal que f < v < a).
Nota 2.56. Consideraremos 0 como el tipo de ¢ (0 = ).

Teorema 2.57. de ([8, pdg 48]) Sean T un mimero ordinal y T := {« ordinal :

a < 7}. Entonces T y T son orden-isomorfos (en particular el tipo de T es T,
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Demostracion. Sea P un conjunto con tipo 7. Sabemos que para todo a < 7 existe
un p, € P tal queP_pa:a.

La aplicacion
. T — P

a —> Do
es claramente un isomorfismo. El teorema queda probado. ]
Nota 2.58. de ([4, pag 20]) A partir de este momento podremos hablar indis-
tintamente del ordinal 7 o del conjunto de todos los ordinales menores que él.
[gualmente nos podemos referir al hecho de que av < 7 de esta manera o dicien-

do que o € 7 por identificacién del ordinal con el segmento inicial de los que le

preceden.

Nota 2.59. de ([4, pag 20]) Conviene hacer ahora mencién al hecho evidente (por

2.57) de que, para cualquier ordinal o, o U {a} es también ordinal; de hecho

aU{a}:mf{B s >af=a+1

Proposicién 2.60. basado en ([}, pdag 20]) La unién e interseccion de cualquier

conjuntos de ordinales es también un ordinal.
Demostracion. Se desprende de forma directa del hecho de poder identificar cada
ordinal con un segmento inicial. O]

Corolario 2.61. Si « es un ordinal limite, entonces

o= sup(p : p<a}= )8

B<a

Proposicién 2.62. (basado en ([8, pdag 54-55]) Cada ordinal o se puede expresar

de forma unica de la forma o = B+ n con B un ordinal limite y n otro finito.

Demostracion. Procedamos por induccion transfinita:

Es evidente que 0 =040
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Si a > 0 es un ordinal limite a = o + 0.

Finalmente, para cualquier ordinal sucesor también se verifica la expresion que
buscamos, ya que si « = f+n, entonces a+1 = (f+n)+1=F+(n+1). Y ésta
es Unica, porque si ademas fuera a+1 = ' +n/, serfa n’ > 0 por ser o+ 1 sucesor,

y entonces ' =m’+1y a = ' +m’ contradiciendo la hip6tesis de induccion. [J

Llegados a este punto es conveniente hacer referencia a una particularidad de la
suma de ordinales, ya que, si bien ésta ha quedado definida por la de tipos de
orden en 2.6 al serlos también los ordinales, para éstos no necesitamos necesa-
riamente el uso del Axioma de Eleccién (como si ocurria en 2.7), ya que, dada
una familia {o; : i € (I,<;)} de ordinales, basta tomar en el lugar de cada
segmento X; de 2.7 al conjunto de elementos predecesores de «; (cuya existencia

ya esta ligada a la del propio ordinal y no necesitando pues el Axioma de Eleccion).

Pero nadie ha dicho que la suma de ordinales sea a su vez un numero ordinal. Para

ello necesitamos la condicion del siguiente teorema:

Teorema 2.63. (de ([0, pdg 187]) Sean (I, <;) bien ordenado y {cy; : i € (I,<;)}

una familia de ordinales. Entonces
Do
iel

es también un ordinal.

La demostracion de 2.63 se sigue de forma directa de la veracidad del siguiente

lema:

Lema 2.64. (de (/6, pag 187]) Sean (I, <) bien ordenado y (X, <) con X de la
forma X = U;erS; con cada S; bien ordenado como suborden de X (con S; < S;

para cada i < j). Entonces X es también un conjunto bien ordenado.
Demostracion. Sean E C X no vacio y

J={iel : SSNE#0}
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Salta a la vista que, como F # (), J # () y que al ser subconjunto de I, j es bien
ordenado. Llamemos i al primer elemento de J.

Por el buen orden de S;, y por el hecho de que (S;; N E) C S,, también nos
encontramos con que (S;, N E) ha de tener un primer elemento py. De hecho py es
también el primer elemento de F

Finalmente concluimos que, al ser X subconjunto de si mismo, X ha de tener
primer elemento y por tanto, por su naturaleza en nuestras hipotesis, es también

un conjunto bien ordenado.

La propiedad cancelativa en la suma de ordinales se verifica de la siguiente forma:

Proposicién 2.65. (de ([10, pag 256])

CL) o] < Qg <= B+O&1<5+C¥2

b) oy =ay <= BH+ar=F+m

Demostracion. a) = Si a1 < ag, el resultado se desprende del hecho de que
Brar=pU{B+y : y<a}

» Reciprocamente, solo es posible que a; < as ya que si as < «a; seria

B+ a; > 0+ ayy sise diera la igualdad oy = ay también se daria que

B+a =+ a

b) Una implicacién es directa por el apartado anterior. En cuanto a la otra, si
fueran distintos, a; # «s, usando también el apartado ya visto, no se podria

dar en ningin caso lo que buscamos.

Si bien hemos probado que se cumple la propiedad cancelativa por la izquierda,
por la derecha no se puede afirmar en general que se cumple . Lo més parecido a

lo que podemos llegar es a esto:
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Proposicién 2.66. (de ([10, pdg 256]) Si a1 < s, entonces a1+ 5 < ag+ 8 para

cualquier ordinal 5

Demostracion. Usaremos induccién sobre 5. Para 8 = 0 es evidente. Supongamos
ahora que se cumple para todo 0 < § < . Sabemos que para cada ordinal & ocurre

& < ag + [ si, y solamente si, ocurren una de las dos siguientes:
= Que sea £ < a;. En este caso, como por hipdtesis oy < as, tenemos que
<y <as+ .

= Que existe un ¢’ < f tal que & = ay +0’. Aplicando la hipétesis de induccién

tenemos que { =ay + 6 < ay+0' <+

Veamos ahora cémo y en qué contexto tiene sentido la resta de ordinales:

Teorema 2.67. (de [9, pag 278]) Sean o« > [ dos ordinales cualesquiera. Entonces

existe un unico ordinal v tal que

a=p+y
al que denotaremos como v :=«a — f3

Demostracion. Sean A con tipo a y B un segmento inicial suyo con tipo . Sea
ahora C' := A~ B con tipo v := C. Sabemos que C' # () porque A > B; asf sabemos
que existe el ordinal del enunciado.

Para probar la unicidad supongamos que existe y; # v para el que f+ 7 = a =
B + 1. Podemos suponer también, sin pérdida de generalidad, que v > v, con lo

que existird otro ordinal d tal que v = v, + 9. Asi

a=pF+7y=B+m+0)=B+mn)+d=a+0

lo cual es imposible. O
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Corolario 2.68. Una de las implicaciones del sequndo apartado de 2.65 se des-
prende también de la unicidad del teorema anterior 2.67, ya que si B+v = [ +™

entonces vy = 1.

Corolario 2.69. (de [9, pdg 279]) Dados dos ordinales o > [ se cumple que
d (o — B) = da— 0f para delta ordinal cualquiera.

Demostracion. Si~y = a — 3, tenemos que 7 es el Unico ordinal tal que a = g + v

con lo que

da=08(6+7) =06+ 0y

y por tanto da — 65 = oy = d(a — B). ]

Es conveniente en este punto hacer referencia a que el producto de ordinales,
aunque queda caracterizado completemente por la definiciéon general dada para

cualesquiera tipos de orden en 2.12, cumple lo siguiente:

Teorema 2.70. (([9, pdg 191]) El producto cartesiano de dos conjuntos bien or-

denados también es bien ordenado usando el orden antilexicogrdfico visto en 2.12.

Demostracion. Sean « 'y [ dos ordinales cualesquiera. El resultado para su pro-
ducto es evidente si uno de los dos, o los dos, es nulo. Asi supongamos que los

dos son no nulos. Sean A y B dos conjuntos con tipos « y 3 respectivamente. Si

P:=AxB(P=a-p),ies P bien ordenado?.

Si C' es un subconjunto no vacio cualquiera de P, existe un a € A para el que hay
al menos un b € B tal que (a,b) € C. Por el buen orden de A existe el primero
de tales elementos, que denotaremos por a;. Por la misma razon, sea b; el primer
elemento de B para el que (a1, b;) € C. Es evidente que (ay,b;) es el primer ele-
mento de C' por el orden antilexicografico.

Hemos probado que todo subconjunto de P tiene primer elemento; asi, por lo visto

en 2.42, P es bien ordenado. O

Corolario 2.71. El producto de ordinales es a su vez un ordinal
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Un teorema que nos acerca ain mas al trato de estos "numeros”, infinitos en su

mayoria, como niimeros usuales es el siguiente:

Teorema 2.72. (Algoritmo de la division)(de ([0, pdg 191])

Sean o > 0 y 3. Entonces existen dos unicos v y & ordinales tales que & < a y

B=av+¢

Demostracion. Sea p el primer ordinal ap > 8 (con lo que p < 8+ 1). Si p fue-
ra un ordinal limite, § serfa una cota superior de E := {ad : § < p}, lo que
implicarfa la contradiccién de que au = supE < (. Asi p ha de ser un ordinal
de la forma p = v 4+ 1 para cierto ordinal v, con lo que av < (. Basta tomar &
el tnico 7 del teorema 2.67 tal que f = av + v. Finalmente, si no se cumpliera
¢ < « estarfa obligado a ser de la forma & = a + p, con p un cierto ordinal, y
asi = av+a+p > alv+ 1) = au. Esto dltimo es contradictorio con el hecho

de que 8 < au, con lo que necesariamente £ < a.

Veamos ahora la unicidad de la expresion:

Supongamos que existe otra expresion de 3

av+E=B=a +¢

Por un lado no puede ser v < v/, ya que si fuera asi, seria /' = v + k para cierto
ordinal k > 0; serfaav+& =av' +& =a(v+k)+& = av+ak+ &, y, por tanto,
cancelando por la izquierda £ = ax + £ > a siendo esto imposible. Por otro lado
se puede llegar a la conclusion, de forma andloga, que tampoco puede ser v < 1/ y,
por ello, solo puede ocurrir que v = v/'. Ya solo queda cancelar en av+& = av+¢’

para terminar con que solo puede ser £ = ¢'. 0

Iterando la multiplicacion de un ordinal « sobre si mismo la intuicion sobre lo que

pudiera ser o, pero necesitamos una definicién formal de forma transfinita:
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Definicién 2.73. (de ([6, pag 192]))

(

1 si >0

a? = (") si Bes ordinal sucesor 3 =y + 1

ksupKﬂ{oﬂ} si # es un ordinal limite

Nota 2.74. Una simple comprobacién por induccion transfinita nos hace caer en

la cuenta de que para cada ordinal o > 0
=0y 1*=1

Proposicién 2.75. (de ([11, pag 194])) Para cada o« > 1, 3 y vy, entonces se

cumple:

a) a < =a"<p7

b) 7> = f>a

Demostracion. El segundo apartado se desprende automaticamente del primero al
ser la negacién del reciproco de éste. Demostremos, pues, el primero (por induccién
transfinita):

Si v = 0 se cumple de forma evidente.

Supongamos que se cumple o < 3° para todo § < 7.

Si v es un ordinal sucesor para cierto v < 7, v = v + 1, basta escribirlo para ver
que

a’Y:a§+1:a§a§ﬁ(55:ﬁé+1:B'y

Si por el contrario v es un ordinal limite, entonces a” = sup{a® : § < v}. Como
,por otro lado, 37 = sup{B° : § <}, también nos encontramos con que 3° < 7.
Y asi, a® < 37 para cada § < 7. Nos hemos encontrado con que 37 es cota superior

de {a® : & < ~}, es decir, a7 < 7.
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Veamos ahora dos proposiciones, junto con un lema previo, que nos dan las reglas

bésicas para trabajar en forma exponencial con ordinales.

Lema 2.76. (de [7, pdg 39]) Sea & un ordinal limite cualquiera, entonces se cumple

que:

a) supgfa+ 0} =a+¢
b) SUP9<§{04 O} =a-¢

Nota 2.77. En general esta propiedad no se cumple ni para sup9<f{9 + a} ni para
supg.¢{10-a} ya que, por ejemplo sup,,_, {n+omega} = w # w+w = sup, ., {n}+w

Y Sup,c,{n-omega} = w # w-w = sup, ., {n} - w.

Demostracion. a) Sabemos que supy_c{a + 0} < a + . Por otro lado, sabemos
que para cualquier ordinal v < a+ &, o bien v < a, o bien existe § < £ tal que
v = a+ 9. Visto esto, podemos concluir que v no puede ser sup9<5{a +0}, con

lo que solamente se puede verificar la igualdad del enunciado.
b) La prueba es anéloga.
m

Proposicién 2.78. (de [7, pag 44]) Para cada tres ordinales «, 5,7y se cumple que

P o = aft

Demostracion. Demostrémoslo por induccién transfinita sobre : Si v = 0 es evi-
dente que se cumple el enunciado. Supongamos ahora que para todo § < 7 nos

encontramos con que Oéﬂ : Oé(S = OéB—HS. Veamos que ocurre con 7y:

1. Si v es un ordinal sucesor de la forma v = ¢’ + 1 para algin ¢’ < ~:

’ ’ /
AP ar=af %t = P g = fTITL = Y
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2. Si, por el contrario, 7y es un ordinal limite de la forma v = sup; <7{5 } tenemos

que a7 = sup;_,{a’}. Usando ahora el lema anterior 2.76:

o’ a7 = o sup{a’} = sup{a’ -’} = sup{a® T} = o
o<y <7 <7

O

Proposicién 2.79. (de ([7, pdg 44])) Para cada tres ordinales «, 3, gamma se
cumple que

(aﬁ)v = aP
Nota 2.80. (de ([11, pag 196]))
En general (af8)” # o737, ya que por ejemplo

(2:2) =4 = sup{d" : n<w}=w#w = ww =292

Demostracion. Se comprueba su veracidad, de forma analoga a la proposicién justo

anterior, haciendo induccién transfinita sobre ~. O
De forma natural llamamos
w? = sup{w" : n<w}

Nos encontramos ahora con la cadena de desigualdades

1 w'll

W <4l < <t < <Y =02 < o< =T < L <

Sabemos que todo n numero natural, podemos expresarlo de forma unica en base
b > 1, es decir,

n:dlbpl—l-dgbpl—i-—debpk

conp, >py > ... >ppr >0, b>dy > ... >d >0conk € K. El siguiente

resultado nos trae la manera de expresar todo ordinal en "base w”:

w
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Teorema 2.81. (Forma Normal de Cantor)(basado en ([8, pig 204])) Todo

ordinal « se puede expresar de forma unica de la siguiente manera:

a=wn +w*ng + ...+ wn

con ay > g > ... > ordinales y k,ny,ng, ... ng, k€N

Demostracion. Llamando 3 al primer ordinal para el que o < w?, la veracidad del

teorema se sigue de forma rutinaria por induccién transfinita sobre .



Capitulo 3

La Cantidad

En este capitulo trataremos los resultados més importantes sobre la idea de canti-
dad de elementos que tiene un conjunto con el concepto de cardinal o potencia de
un conjunto; para ello solo tendré que dejar de importarnos el orden el los orden-
isomorfismos vistos en 2. De ahora en adelante, siguiendo la notaciéon de Cantor,
denotaremos con A v~ B la existencia de una biyeccién entre dos conjuntos A y
B; es evidente que la existencia de una biyeccion garantiza que la cantidad de

elementos en los dos conjuntos es la misma.

3.1. Definicion a Partir de los Ordinales

Antes de definir de forma definitiva lo que entenderemos como nimero cardinal

definiremos lo siguiente:

Definicién 3.1. [10, pag 246] Llamaremos ordinal inicial a un cierto ordinal «
si cumple la propiedad de que no existe ninguna biyeccién entre él y ningun 8 < «,

a A B.

Sabemos que a cada conjunto bien ordenado le corresponde un tnico nimero
ordinal por ser este 1ltimo una clase de equivalencia. El siguiente resultado nos da
la luz necesaria a la cuestion analoga para ordinales iniciales:

45
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Proposicién 3.2. [10, pdag 246] Para cada conjunto bien ordenado existe un tinico

ordinal inicial con el que se puede establecer una biyeccion.

Demostracion. Sea X un conjunto bien ordenado. Sea « el tinico ordinal para el
que existe un orden-isomorfismo f: X — «.

Sea ahora «q el primer ordinal para el existe una biyeccion fy: X — ap. Resulta
que ag es un ordinal inicial, ya que, si éste no lo fuera existiria un § < aq tal que
B~ X v aq contradiciendo el hecho de ser «q ordinal inicial.

Por dltimo, si existiera un siguiente ordinal inicial ay # o con fi: X — ay
biyeccién, tendriamos que a; «~ X « ap. Esto tiltimo contradice a la definicion de

ordinal inicial, por lo que «q es el ordinal inicial inico que buscabamos. O

Corolario 3.3. El Azioma de Eleccion implica la veracidad de la proposicion 3.2,

no ya para todo conjunto bien ordenado, sino para todo conjunto en general.

Demostracion. Se desprende del hecho de que el Axioma de Eleccion es equivalente

al hecho de que todo conjunto se pueda bien-ordenar (véase 4.1.2). O

Definicién 3.4. [10, pdg 246] Dado un conjunto X cualquiera, definimos como

cardinal de X, | X|, como el tinico ordinal inicial « tal que X « a.

Nota 3.5. Por la buena ordenacion de todo conjunto que se desprende de él, usando
el Axioma de Eleccién, por lo visto en el capitulo anterior en 2.49, dados dos

nimeros cardinales cualesquiera o y 3, o bien se da que o < 3, o bien 8 < a.

Nota 3.6. Las definiciones de conjunto finito y conjunto infinito que dimos en 2.34
concuerdan ahora exactamente con la nociéon de que un conjunto tenga cardinal

finito o infinito.

Teorema 3.7. ' (basado en ([10, pdg 163])) Para todo conjunto A se cumple que

Al < [P(A)]

donde P(A) denota el conjunto de partes de A (el conjunto de todos sus sub-

conjuntos).

!Teorema demostrado originalmente por Cantor en 1891
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Demostracion. Si A = () el resultado es evidente. Asi pues, supongamos A # ().

Por un lado la aplicacién

o: A — P(A)

a — {a}

es inyectiva, con lo que |A| < P(A). Mas generalmente, considerando cualquier
aplicacion

F.: A — P(A)

ocurre que el conjunto S:={a € A : a ¢ F(a)} C Anoestden F(A), S ¢ F(A).
Como es imposible que cualquier F' sea suprayectiva, ® tampoco lo es y, por tanto,

podemos concluir que |A| < P(A). O

Corolario 3.8. Para cualquier nimero cardinal cualquiera siempre existe otro

numero cardinal mayor.

Definicién 3.9. [10, pag 247] Dado un conjunto cualquiera A llamamos nimero
de Hartogs de A, h(A), al minimo ordinal para el que no existe ninguna biyeccién

entre él y subconjunto alguno de A, es decir,

h(A) :=min{a : a A X VX € P(A)}

Proposicién 3.10. [10, pdg 247] Para todo conjunto A su nimero de Hartogs

h(A) es un ordinal inicial

Demostracion. Supongamos que existiese un 3 < h(A) para el que 5 « h(A). Por
definicién de nidmero de Hartogs, al ser 5 < h(A), existiria X € P(A) tal que
X « 5 h(A) lo cual es imposible. O
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Es evidente que el primer ordinal inicial infinito es el propio w. A continuacién

vamos a definir por induccién transfinita una sucesién de ordinales iniciales:

Wo ‘= W

 Wat1 := h(w) para todo ordinal «

Wo 1= sup{ws : [ < a}si a0 esun ordinal limite
\
Nos falta asegurarnos que todos ordinal inicial infinito se encuentran en nuestra

sucesion. Para ello esta las dos siguientes proposicines:

Proposicién 3.11. [10, pdg 247] Para cada ordinal o, w, es un ordinal inicial

infinito

Demostracion. Procedamos por induccién tansfinita sobre «. Por la definicién que
hemos hecho de w, solo es necesario comprobar el caso en que a # 0 es un ordinal
limite. Asi, supongamos que w, no es un ordinal limite; existird v < w, tal que
Y v wy. Por ser a un supremo que no se alcanza, ha de existir también un 8 < «

para el que v < wg y ademds 8 + 1 < o. Hemos llegado al punto en que

wal = 7] = lws| < |wpi| < |wal

lo cual es imposible.
O

Proposicién 3.12. [10, pag 247] Cada ordinal inicial infinito ha de ser de la

forma w, para algin .

Demostracion. Para cada ordinal « se verifica (de manera rutinaria por induccion
transfinita) que a < w,. Sea Q un ordinal inicial infinito cualquiera, entonces es
clara que existe un ordinal o para el que Q < w,; asi, sera suficiente probar que
para cada €) existe un ordinal v < « para el que Q2 = w,. Hagamos esto tltimo por
induccién transfinita sobre a suponiendo que es cierto para todo 5 < a (porque

para o = 0 es evidentemente cierto): por un lado, si &« = f + 1, resulta que
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Q2 < wq = h(wg) y, por tanto, 2 < wg y (por la hipétesis de induccién) existe un
7 < B < a para el que €2 = w,; por otro lado si o # 0 fuera un ordinal limite,
ocurrirfa que Q < w, = sup{ws : B < a} y, por tanto, existe § < a para el que

2 < wg < w, y basta volver a aplicar la hipdtesis de induccion.

Tras este tultimo resultado sabemos que cada numero cardinal, definido en 3.4,
mientras sigamos haciendo uso del Axioma de Eleccién, serd un ordinal inicial, y
cada numero ordinal inicial serd un cardinal. Para los cardinales infinitos usaremos
la notacién R, := w, cada vez que queramos hacer énfasis en su naturaleza de
cardinal sobre la de ordinal; por el contrario mantendremos la notacién de w,

cuando los usemos como solamente como ordinales.

Definicién 3.13. A cada numero cardinal infinito de la forma R, para un cierto

ordinal o lo llamaremos ntimero aleph.

Nota 3.14. Bajo la suposicién del Axioma de Eleccién, cada niimero cardinal o bien
es un numero natural o bien es un aleph. Sin el amparo de este axioma los alephs
seguiran siendo cardinales, pero no podremos asegurar la no existencia de otros
cardinales infinitos entre cada dos alephs. Mas adelante, en 4.2 veremos que la

Hipdtesis Generalizada del Continuo implica la veracidad del Axioma de Eleccion.

Proposicién 3.15. Cada cardinal infinito menor que un cierto aleph es también

un aleph

Demostracion. Se desprende del hecho de que los subconjuntos de conjuntos bien

ordenados también lo son. O

Teorema 3.16. (de ([12, pag 351])) El supremo (la union) de un conjunto cual-

quiera de cardinales es a su vez un cardinal

Demostracion. Dado A un conjunto cualquiera de cardinales definamos k := U,ca.
Si k no fuese cardinal, deberia exitistir un cardinal @ < k tal que a ~ k (o = || =

|k|). Asi, existiria otro cardinal ¥ € A tal que a < 9, y, como |a| < |¥| < |k| = |o],
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entonces || = |k| = a. Como esto contradice que ¥ sea cardinal, queda probado

que k si lo es. O

3.2. Aritmética Cardinal

Definicién 3.17. (de ([13, pag 82])) Dados dos nimeros cardinales kg y k1 se

define su suma como

ro + 1 = | (ko x {0}) [ (k1 x {1}) ]

Proposicién 3.18. La suma de cardinales definida en 3.17 es conmutativa y aso-

ciativa

Definicién 3.19. (de ([13, pdg 82])) Dados dos niimeros cardinales kg y Ky se

define su producto como
ko - k1 = | (ko x {0}) x (k1 x {1})]
Proposiciéon 3.20. El producto de cardinales definido en 3.19 es conmutativo,

asociativo y distributivo respecto a la suma de cardinales.

Definicién 3.21. basado en ([10, pag 167]) Dados dos conjuntos A y B con
respectivos cardinales |A| = ko v |B| = k1, si AP :={f : f: B — A} definimos

kgt = |AB.

Proposicién 3.22. ([10, pag 168]) Dados X\, i y  cardinales. Entonces se cumple
que:

a) KN - kH = gAR

b) kM = e

Nota 3.23. No es igual la exponenciacién ordinal que la cardinal, ya que por ejem-

plo 2¥ y w* son ordinales numerables pero 2% = N§° no
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Teorema 3.24. (de ([10, pag 168])) Si |A| = k se tiene que |P(A)| = 2%, donde
2 ={0,1}

Demostracion. Sea {0,1}4 := {f : A — {0,1}}. Evidentemente {0, 1}*| = 2~.

Sabemos que para todo B C A la funcién caracteristica

1 sia€e B
xs(a) =
0 sia¢ B

pertenece a {0,1}#. Finalmente, la funcién que asocia a cada subconjunto de A

su funcién caracteristica es, de forma evidente, una biyeccién. n

Si bien las siguientes dos proposiciones también se pueden demostrar por el Pro-
cedimiento Diagonal de Cantor visto en 1.4, se han preferido por simplicidad estas

demostraciones:

Proposicién 3.25. ([4, pdg 75]) Si A y B son dos conjuntos numerables, su

producto cartesiano A X B también los es.

Demostracion. Basta considerar la biyeccion f (ki, ky) 1= 21 (2ky — 1) — 1 entre

N x Ny N. O
Corolario 3.26. De 3.25 y 3.19 se desprende que Ry - Ny = Ng.

Proposicién 3.27. ([, pag 75]) La union numerable de conjuntos numerables es

un conjunto numerable.

Demostracion. Sea X = (X,), oy una familia numerable cualquiera con cada X,
numerable. Veamos que |J X, ex Xn €8 un conjunto numerable.
Como X,, es numerable, también sera de la forma X,, = (27),y. Como la aplica-
cién

fr NxN — Uy cx Xn

(n,k) — Tk

es claramente una biyeccién, basta usar 3.25 para concluir que |J x,ex Xn o N

N« N ]
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Proposicion 3.28. El cardinal del conjunto de los nimeros reales es exactamente

el de el conjunto de partes de los naturales, es decir,
R = 2"

Demostracion. (basada en [10, pdg 170]) Cada = € R es limite de una sucesién
de Cauchy racional. Si denotamos con C al conjunto de las sucesiones de Cauchy

racionales, nos encontramos con que

‘R‘ < ‘C‘ < |7) (N X Q)‘ — 9RoRo _ 9Ro

El enunciado se desprende de juntar lo anterior al hecho de que

2% =2l =1{0,1}"| < [R]

La aritmética cardinal adquiere todo su potencial a partir del siguiente resultado

(que hace uso del Axioma de Eleccion).

Teorema 3.29. Para todo k > Nq cardinal infinito se cumple que k- kK = K

Demostracion. Ya sabemos que k < k-k, bastara probar que k-x < k. Procedamos
por induccién finita: Ya hemos visto en 3.26 que para k = N es cierto. Supongamos
ahora que es cierto para cada cardinal infinito ¢ < k. Vamos a definir un buen

orden < para k X k de la siguiente manera: para (11,7m1), (71,m) € (k X K)

(71,m) < (11,m) € (k X k) <=

;

max{T,m} < max{r,ne}

< 4 o si ocurre que max{m,m} = max{m,ne} ocurre que 7 < 7y

o si ocurre que maz{ry,m} = max{ry,n} y 71 = T2 ocurre que 7y < 19
\



Chapter 3. La Cantidad 53

Definamos para cada & < k el conjunto A := {(7,n) : maxz{r,n} = £}. Asi, cada

A¢ quedard ordenado de la siguiente forma:

(0,6) < (1,§) <...(50) < (&1) <...(&¢)

y por tanto su tipo sera A_g = ¢4 &+ 1. Tenemos en este punto a nuestro conjunto
bien ordenado y en forma de unién de otros de la siguiente forma: (k X k, <) =
U§<H A¢. Cada segmento inicial propio de (k X k, <), para algin «a tal que w <
a < K, estd incluido en una unién de la forma (J,_, A¢ con cardinal acotado por
K porque

JAd=> e+ 1+ < (ol +al +1) =

E<a £<a (<a

= (lo] + || + 1) - o] < (3la]) - [a] = 3Jal* = 3la] < |af* = |a| <a <&

Asi cada segmento inicial propio tiene tipo menor que k y, por tanto, para todo el

conjunto (kK X K, <) tenemos que £ X Kk < K. O

Nota 3.30. Haciendo uso de la notacién de los alephs el teorema 3.29 se traduce

en que, para todo ordinal «, siempre se cumple que

Corolario 3.31. ([13, pdg 86]) Sean k y A dos cardinales tales que A > Ny y

k < \. Se cumple entonces que
K+A=K- A=\
Demostracion. Haciendo uso de 3.29 tenemos por un lado que
ASKEFASAFA=2- A< A=)

y por otro lado que

De la primera obtenemos que x + A = A y de la segunda que x - A = . O
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Nota 3.32. De nuevo, bajo la notacién de los alephs, el teorema 3.31 se traduce en

que, para cualesquiera « y (8 ordinales, siempre se cumple que
Ry + NB =N, - N,B = Nmax{a, B}
Proposiciéon 3.33. Para cualquier cardinal k > Rq, el cardinal del conjunto de

todos los ordinales con cardinal k es h (k).

Corolario 3.34. ([15, pdg 87]) Para cada ordinal a se cumple que Ro =3 5. Ng

Demostracion. Por 3.33 tenemos que
No =No+ Y Ry >Ro+ Y Ry
a<p a<f
Asi,

R, = <N0+ZN5> + Ry =) Ny

a<p B<a



Capitulo 4

Tras Cantor

El primer gran problema con el que Cantor se topé como contra un muro fue el
hecho de si todo conjunto se puede bien-ordenar o no. El lo suponia cierto, pero
en sus numerosos escritos no aparece una demostracion a este hecho. Anos mas
tarde, tras el suelo que supuso la Axiomatica ZFC, se consiguié demostrar que la
veracidad del Axioma de Eleccion es equivalente al hecho de que todo conjunto
admita un buen orden. En este capitulo veremos tanto la naturaleza, como las
equivalencias mas interesantes de este famoso axioma.

Su otro gran problema no resuelto fue el de comprobar la veracidad de la Hipdtesis
del Continuo. Veremos también una relacion que existe entre la generalizacién de
ésta y el Axioma de Eleccién. Por ultimo, veremos unos conjuntos especiales, con
los que Cantor se topé muy a menudo, donde la Hipé6tesis del Continuo siempre

se cumple.

4.1. Equivalentes del Axioma de Eleccion

4.1.1. Afirmaciones equivalentes al Axioma de Eleccion

Nota 4.1. Esta seccién estd basada en [14].

%)
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Definicién 4.2. Sean F una familia de conjuntos y & C F. Decimos que ¢ es

una cadena en F si como conjunto esté totalmente ordenado! por la inclusién.

Definicién 4.3. Dadas F una familia de conjuntos y F' C F subfamilia, fijado

un Ay € F, decimos que F’ es una torre si cumple que:

s Ay e F/

= Si @' ={C} : j € J} es una cadena en F', entonces | J,., Cj € F'

jed
» Si A € F, entonces, dada una aplicacién g: F — F para la que A C g (A)
y g (A) \ A, se cumple que g (A) € F

Lema 4.4. Dado un conjunto cualquiera X, sea F C P (X) tal que si & = {C; :
C;eF.

j € J} es una cadena en F, siempre se cumple que UjeJ
Sea ahora g: F — F una aplicacion en la que para todo A € F siempre A C g (A)

y g (A) N A contiene a lo mds un elemento. Entonces eziste un cierto A" € F tal

que g (A") = A'.

Definicién 4.5. Decimos que una aplicaciéon f es una funcién de eleccién sobre
un conjunto X si a cada E C X no vacio le asocia un elemento de si mismo.
Equivalentemente f es una funcion de eleccién sobre una familia F si a cada

F € F le asocia un elemento de si mismo.

Definicién 4.6. Una familia A es de caracter finito si, para conjunto X, X € A

si, y solo si, cada subconjunto finito de X forma parte de A.

Axioma de Elecciéon 4.7. Todo conjunto no vacio admite una funcion de elec-
cLon.
Principio Maximal de Hausdorff 4.8. Cada conjunto parcialmente ordenado?

contiene un subconjunto totalmente ordenado (una cadena) mazximal.

Lema de Zorn 4.9. Cada conjunto parcialmente ordenado en el que toda cadena

tiene una cota superior tiene un elemento maximal.

I Definicién en 2.1
2Definido en 2.1
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Lema de Tukey 4.10. Toda familia de cardcter finito tiene un elemento maximal.

Proposicién 4.11. El Azioma de Eleccion implica el Principio Mazximal de Haus-

dorff.

Demostracion. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y F la familia de todos
los subconjuntos de P totalmente ordenados. Es claro que F es no vacia, ya que
contiene a todos los subconjuntos de un solo elemento. Sea ® := {F; : ¢ € I} una
cadena cualquiera en F. Observemos que para cada par z,y € J;c; Fi, existen
11,72 € [ distintos tales que z € F;, e y € F,, y, suponiendo sin pérdida de
generalidad que F;, C Fj,, cumpliendo que z,y € Fj,, resulta que son comparables

entre si (o bien x < y, o bien y < z). Asi, |J,.; Fi es un conjunto totalmente

iel
ordenado por la inclusién. Hemos probado que la unién de los elementos de toda
cadena en F sigue estando en F.

Por hipodtesis, el Axioma de Eleccién provee a P de, al menos, una cierta funcién
de eleccién f.

Definamos, para cada A € F, el conjunto A* := {z € A° : (AU{z}) € F} yla

funcién

g: F — F
A — A si A* =10
A — AU{f(A"} st A*£0

Observamos que g cumple que A C g (A) y que g(A) ~ A o bien es (), o bien es
f (A"} y, por tanto, es como mucho un conjunto unipuntual. Usando el lema 4.22
podemos asegurarnos en la existencia de un B € F que cumpla que g (B) = B; en
particular cumpliendo que B* = (). Para terminar la prueba, basta observar que,

a causa de este ultimo hecho, B es un elemento maximal en F. O

Proposicion 4.12. El Principio Mazimal de Hausdorff implica el Lema de Zorn.

Demostracion. Sea ® una cadena de un conjunto P parcialmente ordenado (la
existencia de esta cadena estd garantizada por el propio Principio Maximal de
Hausdorff). Sea a@ € P una cota superior de ®; o ha de pertenecer a ® por la

maximalidad de ésta, ya que, si esto no fuera asi ® U {«} serfa una nueva cadena
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maximal. Ain mas, « es un elemento maximal en P porque si a < x € P, entonces
r es una nueva cota superior de ® y debe ocurrir que x € ®, pudiendo concluir

que o = . ]

Proposicion 4.13. El Lema de Zorn Implica el Lema de Tukey.

Demostracion. Sean A una familia de caracter finito y M una cadena perte-
neciente a ella cualesquiera. El conjunto A := (J,;c0 M es de cardcter fini-
to porque si F' C A es finito, F' = {zy,29,...,2,} con z; € M, para cada
i € {1,2,...p}, al pertenecer los Mj,..., M, a una cadena, ha de existir en-
tre ellos un cierto My, k € {1,2,...p}, que los contenga a todos y, por tanto,
F = {zy,29,...,2,} € M), € A. Es evidente, que al ser la unién de todos sus
elementos, A es un elemento maximal de la cadena M.

Ya hemos probado que cualquier cadena en A tiene un elemento maximal; basta
poner en uso el Lema de Zorn para asegurar la existencia de un elemento maximal

en A y que, como buscabamos, que se cumple el Lema de Tukey. O

Proposicion 4.14. El Lema de Tukey implica el Axioma de Eleccion.

Demostracion. Sea {X, : « € L} una familia cualquiera de conjuntos no vacios.
Probar la existencia de una funcién de eleccién en esta familia es equivalente a

probar la existencia de una aplicacion

c: L — UaeLXa

a — cla) € X,

Consideremos la familia F := {f tal que f: LP/ — |J, . Xa con L' C Ly f (o) €
X, para todo o € L'}.

Daremos un orden parcial a F diciendo que f < g para f,g € F si ocurre que
dom (f) Cdom (g) y f(a) = g(«a) para todo « € dom (f).

F es una familia de caracter finito ya que, para f € F toda restriccién de f a
un conjunto finito también pertenece, de forma evidente, a F, y reciprocamente,

si toda funcién resultante de restringir cualquier f a un conjunto finito pertenece



Chapter 4. Tras Cantor 59

también a F, si vemos los elementos de F como los conjuntos de pares ordenados
{(a, f (@) }aer/cr, no habra dos pares con la misma primera coordenada dentro
del conjunto de pares ordenados de cada aplicacion. Aplicando el Lema de Tukey
a JF, hay un elemento maximal g € F. Bastar probar que el dominio de g es
todo L, veamoslo: supongamos que existiese a@ € L tal que o € dom (g); como
X, # 0, existirfa al menos un y € X, y podriamos formar una nueva funcién
gU{(,y)} € F contradiciendo la maximalidad de g. Asi ¢ es la aplicacién ¢ que

necesitabamos para que se verificase el Axioma de Eleccion.

4.1.2. Una equivalencia mas: el Principio del Buen Orden

Principio del Buen Orden 4.15. Todo conjunto admite un buen orden®.

Teorema 4.16. El Azioma de Eleccion implica el Principio del Buen Orden

Demostracion. basado en ([15, pag 69]) Por 4.1.1, bastard demostrar que el Le-
ma de Zorn es condicién suficiente para el Principio de Buen Orden. Sean X un
conjunto cualquiera y W := {V C X : V admite un buen orden }. Es evidente
que ) € Wy, por tanto, W # (). Consideraremos elementos de W como pares
ordenados (V, <y) con <y el buen orden que admite V. Para U,V € W diremos
que U < V si U es un segmento inicial* de V' y u; <p us <= u; <y us para cada
uy,us € U. Asi, (W, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Si U € W es una
cadena cualquiera en W, | J,o, u es una cota superior de U en Wy, por el Lema
de Zorn, W tiene un elemento maximal (V, <y ). Para dar por concluida la prueba
basta resaltar que V' = X ya que si existiera z € X \ V, el conjunto V U {z}

contradiria la maximalidad de V. Asi (X, <y) es un conjunto bien ordenado. [

Teorema 4.17. El Principio del Buen Orden implica el Axioma de Eleccion

3Si es necesario consultar, la definicién de buen orden estd en 4.1.2.
AW CV,ysiueUywv eV son tales que v <y u, entonces v € U
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Demostracion. basado en ([16, pdg 264]) Sea M un conjunto bien ordenado cual-
quiera. Asi, por 2.38, todo subconjunto A C M tiene un minimo min (A).
Es evidente que

f: PAN{} — M

A — min (A)

es una funciéon de eleccién para M.

4.2. La Hipédtesis Generalizada del Continuo im-

plica el Axioma de Elecciéon

Hipétesis del Continuo 4.18. No eziste ningun cardinal infinito entre Xg y 2%0.

Hipotesis Generalizada del Continuo 4.19. Para cada cardinal infinito k, si
A es otro cardinal tal que Kk < X\ < 2%, entonces Kk = X 0 A = 2",
En términos de alephs, esta hipotesis es equivalente al hecho para el que, para todo

ordinal o, siempre se cumple que Nopq = 28,

Lema 4.20. ([17, pdg 157]) Si p y N, son, respectivamente, cardinal infinito y
aleph cualesquiera tales que p+ N, = p- Ry, entonces, o bien p es un aleph, o bien
p>N,.

En particular, si se cumple que p+h(p) =p-h(p), de 3.15 se desprende que p es

también es un aleph.

Demostracion. Sean P tal que |P| = p y A bien ordenado tal que |A| = R,.
Ya sabemos, por 3.31, que p+ N, = p - N, y por tanto, existen dos conjuntos
disjuntos P; y A;, este tltimo bien ordenado, tales que |P;| = p, |A1] = Ny ¥
P x A = P, U Aj; entonces, o bien existe p’ tal que (p',a) € P, para todo a € A
y, por tanto, como {(p',a) : a € A} C P;, se cumple que p > X,; o bien para
todo p’ € P existe a € A tal que (p',a) € P, y, denotando por a,; € A al primero
de estos elementos, como {(p’,ay) : p' € P} C Ay, se cumple que p < X, y, por

3.15, p es un aleph. O
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Lema 4.21. ([17, pag 157]) Una condicion suficiente para que se cumpla el Axio-

ma de Eleccion es que para todo p cardinal infinito se cumpla que p* = p.

Demostracion. Por 4.1.2 bastard con comprobar que todo cardinal infinito es
aleph, cosa que se desprendera tras comprobar que se cumple para cada cardi-
nal infinito el caso particular expuesto en el enunciado de 4.20. Sea pues, p un
cardinal infinito cualquiera. Es evidente que p + h (p) < p - h(p); por otro lado,

usando nuestra hipétesis, se cumple que
p+h(p)=(+h(E) =p’+2-p-h(p)+(h(p)*>p-h(p)

;yasip+h(p)=p-h(p) O

Lema 4.22. ([10, pdg 273]) Para cualquier cardinal k > 5 siempre se cumple que
27 ﬁ K2,

Demostracion. El enunciado es trivial para el caso finito, asi que supongamos
directamente que k es un cardinal infinito cualquiera. Sea X un conjunto con
cardinal k. Usando el nimero de Hartogs h (), definido en 3.9, y suponiendo
que se cumple 28 < k2 vamos a llegar a una contradiccién encontrando una
sucesién de longitud h (k) > k. Asi pues, supongamos que, para k infinito, se
cumple que 2¢ < k2. Consideremos para cada ordinal «a, las aplicaciones inyectivas
fa: @ — a x a. Sea también f: P (X) — X x X otra aplicacién inyectiva.

C X de la siguiente manera:

Vamos a construir una sucesion (Za),<p()sn <

= En primer lugar, seleccionamos xy,...,z4 de manera arbitraria entre los

elementos de X.

» Paran > 5,sea C, := {g,..., 2, 1}. Como [P (C,)| = 2" > n? = |C, xC,,
podemos asegurar la existencia de un V' C C,, para el que f (V) & C,, x Cy;
si denotamos por U := {z,,,..., %, } al primero de tales conjuntos, y por
(x,y) = f (U) a suimagen, tomaremos x, :=xsiz & C, 0z, :=ysix € C,

(en cualquier caso, estamos seguros que, de esta manera, x, € C,,).
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» Para cada ordinal infinito «, o < h(k), definimos C, = {z¢ : £ < a}.
Sea g: « — P (X) la funcién inyectiva definida para cada £ < a como
g (&) = f Yy, xc) con () = fo(n,¢). Ahora, considerando el conjunto
Up :={xe : z¢ € g(§)} y como (z,y) = f (Uy) & Cq X C,, basta tomar, de

la misma manera que en el caso finito, x, := 2 0 x, :=y.

Bajo la suposicién de que se cumplia que 2% < 2, hemos conseguido construir una
sucesion (z4),, <nwy € X formada por mas elementos de los que conforman en su
totalidad a X. Como esto ltimo es contradictorio, podemos afirmar finalmente la

veracidad del lema.

Lema 4.23. ([10, pdg 274}]) Cardinal infinito p verifica que p < 2-p < 2P.

Demostracion. Sea p un cardinal infinito cualquiera. Es evidente que p < 2P y
2-p < 2P, Como también se cumple que 2 - p < p?, basta usar 4.22 (que 2P > p?)

para terminar la prueba. O

Teorema 4.24. ([10, pag 274]) La Hipdtesis Generalizada del Continuo implica

El Azioma de Eleccion.

Demostracion. Sea p un cardinal infinito cualquiera. Sabemos por el lema ?? que
se cumple que p < 2-p < 2P; en este punto, aplicando la Hipotesis Generalizada
del Continuo, tenemos que o bien p =2 - p, o bien 2 - p = 2P. Es evidente que esto
ultimo es imposible y por tanto, siempre se verifica que p = 2 - p.

Por otro lado, usando 4.22, también se verifica que p? < 2P a partir del hecho
de que p? < (2°)* = 22» = 2». Usando de nuevo la Hipétesis Generalizada del
Continuo, a partir de que p < p? < 2P podemos concluir que p = p? y por 4.21,

finalmente sabemos se cumple el Axioma de Eleccién. O
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4.3. La Hipdtesis del Continuo y los conjuntos

perfectos

Cantor no solo puso las bases y el camino a la actual teoria de conjuntos, sino que
también lo hizo para la topologia. En particular llamé derivado de un conjunto
al conjunto de los puntos de acumulaciéon de éste. Un conjunto que coincide con
su conjunto derivado es denotado como perfecto. He aqui que hay una estrecha
relacion entre estos conjuntos y la Hipotesis del Continuo: jsiemmpre es cierta en

ellos!.

Definicién 4.25. Decimos que un espacio topoldgico (X, 7) es separable si con-

tiene un subconjunto denso y numerable.

Definicién 4.26. Decimos que un espacio topolégico (X, 7) es completamente

metrizable si admite una métrica completa®.

Definicién 4.27. Un espacio topoligico polaco (X, 7) es un espacio topolégico

completamente metrizable y separable.

Siguiendo la notacién usada en 3.21, en esta seccién denotaremos por AN al con-

junto de todas las sucesiones infinitas (x,) _y formadas enteramente por elementos

neN
de A. De forma similar, llamaremos a A™ al conjunto de las sucesiones finitas de
longitud n € N formadas por elementos de A. Por tltimo, A<N serd el conjunto

unién de todos los conjuntos A* (AN := [,y A™).

Definicién 4.28. Un espacio topoldgico es perfecto si todos sus puntos son

puntos limiteS.

Sis = (Sgy.--y80-1) ¥yt := (to,...,tm_1), a partir de ahora denotaremos como
s' a la concatenacién de ambas sucesiones ( s At := (Sg, ..., Sn_1,10,- -, tm_1))-

También, para x = (z,,) denotaremos por x|n a z|m = (g, ..., Tm_1) € A™.

neN?

®Una métrica (X,d) para la que toda sucesién de Cauchy es convergente
6Recordemos que un punto limite en (X, 7) es un punto € X para el que todo entorno suyo
siempre contiene a otro punto distinto y € X
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Definicién 4.29. Dado un conjunto X cualquiera, un esquema de Cantor es

una familia (Ay), o<v que verifica:

a) Agno N Agpr = 0 para cada s € 2<N
b) A N A, para todo s € 2N e 4 € {0,1}

Teorema 4.30. ([18, pdg 31]) Para cada espacio polaco y perfecto (X, T) no vacio,

existe un encaje’ f: C — X, donde C es el espacio de Cantor C = 2V,
Demostracion. Sea (Us),co<n un esquema de Cantor cumpliendo que:

a) U, es un abierto para cada s € 2<N

b) diam (Uy) < sy para todo s € 2<N donde diam (U,) = sup{d (z,y) x,y €

— 9long(s)

Us} y long(s) es la longitud de la sucesién finita s.

¢) Uspni C U, para cada s € 2<N e i € {0, 1}

Ahora, para cada z € C, por la completitud sabemos que NpenUyjr = ﬂneNm es
un conjunto unitario, digamos {f (x)}. As{ definida para todo x € X, resulta que
f:C — X es un encaje. Solo nos queda definir por induccién sobre long(s) a los
conjuntos Us: sea Uy un abierto arbitrario que satisfasciendo que diam (Up) < 1;
y para un U general definimos a sus correspondientes Usng v Uga; como entornos

disjuntos suficientemente pequeiios de dos puntos u,v € U, u # v cualesquiera®.

]

Corolario 4.31. Cada espacio polaco y perfecto (X, T) no vacio posee el llamado
cardinal del continuo, es decir, | X| = 2. En particular cada subconjunto perfecto

y no vacio de un espacto polaco tiene el cardinal del continuo.

Definicién 4.32. Decimos que z € (X, 7) es un punto de condensacién si cada

entorno suyo es incontable (posee un cardinal estrictamente mayor a ¥y).

"Recordemos que un encaje entre dos espacios topolégicos es una aplicacién continua, inyec-
tiva y abierta (restringida a su imagen es un homeomorfismo con la topologia relativa)

8Como X es perfecto por hipétesis, la existencia de estos dos puntos estd garantizada. Por
otro lado estamos seguros de que los dos entornos disjuntos existen porque todo espacio métrico
es Hausdorff
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Lema 4.33. Si (Y, 7') es perfecto y polaco, entones todo punto de Y es un punto

de condensacion.

Demostracion. Siy € Y y U, es un entorno suyo, tenemos que U, NY es perfecto

y polaco en la topologfa relativa y, por tanto, |U, NY| = 2%, O

Teorema 4.34. ([18, pdag 31]) Cualquier espacio polaco (X, T) se puede expresar
de manera unica como X = PUC con P un subconjunto perfecto de X y C otro

subconjunto numerable.

Demostracion. Sea X* := {z € X z es un punto de condensacién en X }. Si de-
notamos P := X*y C:= X N\ Py B := (U,),.; es una base’ de abiertos, resulta
que C' es la union de todos los U; numerable y, asi, C' es numerable también. Re-
sulta ahora evidente que P es cerrado; para ver que es perfecto basta observar
que para todo z € P, como cualquier entorno suyo U, es incontable, dicho entorno
contiene una cantidad incontable de puntos de condensacién y U, NP es incontable
también.

Para probar la unicidad supongamos que X = P, N es otra descomposiciéon con
iguales propiedades. Hemos visto en 4.33 que P, = Py, asi P, C P. Ahora bien,
como también C C C, resulta que P = P, y C = (. O

Corolario 4.35. Cada espacio polaco incontable contiene un subespacio homeo-

morfo a C = 2; en particular posee cardinal 2%°.

Corolario 4.36. La Hipdtesis del Continuo siempre es cierta sobre espacios po-

lacos.

Para un espacio topoldgico de sobra son conocidos los conjuntos de tipo Gs y Fy,
(respectivamente, interseccién numerable de abiertos y unién numerable de cerra-
dos). La siguiente proposicién nos permitird extender desde los espacios polacos

la veracidad de la Hipdtesis del Continuo:

9Una base B de (X, 7) es una coleccién B C 7 con la propiedad de que todo abierto es unién
de elementos de B.



Chapter 4. Tras Cantor 66

Proposiciéon 4.37. Si X es metrizable e Y C X es completamente metrizable,
entonces Y es Gs en X. También ocurre que si X es completamente metrizable e
Y C X es Gs, entonces Y es completamente metrizable. En particular, cualquier

subespacio de un polaco es también polaco si, y solo si, es Gs.

Corolario 4.38. La Hipotesis del Continuo siempre es cierta sobre los conjuntos

tipo Gs y F,.

A partir de todo esto atin podemos seguir asegurando la veracidad de la Hipdtesis

del Continuo para mas conjuntos:

Definicién 4.39. Para X polaco, diremos que A C X es analitico si existen Y,

espacio polaco y f: Y — X continua tales que f (V) = A.

Teorema 4.40. ([18, pdg 31]) Sean X polaco y A C X analitico, entonces o bien

A es numerable, o bien |A| = 2%,

Corolario 4.41. La Hipotesis del Continuo siempre es cierta sobre los conjuntos

analiticos'.

Si bien Cantor no pudo nunca dar una prueba en vida de la Hipotesis del Continuo
para cuadrar toda su teoria de tipos de orden y cardinales, y luego se demostro que
bajo ZFC (el conjunto de axiomas sobre los que él, si bien no tenia escritos en una
lista rigurosa, caminaba a ciegas para seguir descubriendo y demostrando) no se
puede afirmar de manera logica que ésta sea verdadera o falsa; si que sabemos que
existen bastantes conjuntos en los que, por su construccién (o naturaleza), siempre

se verifica dicha hipdtesis.

10Un tipo particular de conjuntos analfticos son los famosos conjuntos borelianos. Asi, la
Hipdtesis del Continuo también se verifica siempre en estos
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Una Breve Biografia

Georg Ferdinand Ludwig Philipp nacié el 19 de febrero de 1845 (3 de marzo segun
el calendario gregoriano ahora usado de forma global) en Rusia en la ciudad de
San Petersburgo. Su padre, de origen danés, habia emigrado junto a su familia a
esta ciudad el mismo ano de su nacimiento. La infancia de Cantor transcurrié en
este pais hasta 1856, cuando, aquejado su padre de una enfermedad pulmonar,
decidieron emigar de nuevo, pero esta vez a Alemania, instalandose en Frankfurt.
Si bien Cantor se crié en un ambiente evangélico-luterano, con el tiempo se fue
acercando cada vez més al catolicismo; de hecho, la cuestion religiosa tuvo gran
importancia en su manera de hacer y analizar las cosas a lo largo de su vida.

Su padre queria preferia para él un oficio de ingeniero, no de matematico. Con-
sigue convencerlo y en 1859 Cantor empieza a cursar sus estudios en la Escuela
Superior de Oficios; alli estaria hasta 1862. En estos anos el padre va cediendo a
las pretensiones matematicas de Cantor, hasta que en 1863 comienza sus estudios
en Zurich. Ese mismo ano muere su padre y Cantor se ve forzado a abandonar
sus estudios alli, aunque enseguida los contintia en matematicas, fisica y filosofia,
pero esta vez en Berlin. Tuvo en esa época de maestro a Weierstrass, influyendo
sobre nuestro protagonista en sobremanera desde ese mismo momento. En 1867
se doctora en la Universidad de Berlin con un trabajo sobre teoria de nimeros.

Posteriormente, en 1869, se establece en la Universidad de Halle comenzando su

67
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actividad docente. En la misma universidad se encuentra como companero a Hei-
ne; éste termina por convencerlo para tornar su trabajo desde la aritmética hasta
las series trigonométricas, desarrolladas en parte, hasta entonces, por Fourier. El
estudio de la unicidad de la representacion de éstas le lleva enseguida a pregun-
tarse por la naturaleza del continuo y a trabajar sobre los niimeros transfinitos.
En 1872, en Gersau, conoce por casualidad da Dedekin, con quien entablara una
profunda amistad. La colaboracion, principalmente por carta, entre ambos sera ex-
traordinariamente fructifera desde ese momento y hasta 1879. Su relacién se corta
entonces, pero se retoma en 1899. Por esta época conoce a su futura esposa. Con-
traen matrimonio en 1874 y, fruto de éste, tienen cuatro hijas y dos hijos. También
en 1874 Cantor publica en Crelles el primer trabajo de teoria de conjuntos de la
historia, en el que se muestra la existencia de dos cardinales infinitos distintos. A
la misma revista mandé Cantor en 1877 el trabajo donde demostraba la existen-
cia de una biyeccion entre continuos de disntintas dimensiones; pero Kronecker,
matematico y uno de los profesores que tuvo en Berlin, contrario a los resultados
sobre el infinito que estaba desarrollando Cantor, influy6 desde la propia redaccién
de la revista para el retraso de la publicacién. Esta al final s que se dio, pero el
retraso ya habia cabreado a Cantor lo suficiente como para no publicar nada mas
alli. En 1884 Cantor sufrié su primera crisis psiquiatrica. No se sabe con seguridad
la enfermedad mental que sufria, pero estd ya no le abandoné nunca y, si bien
se recuperd de este brote tras un tiempo de hospitalizacién, ésta se le volvid a
manifestar en 1899, 1902, 1903 y, a partir de entonces, de una forma cada vez mas
frecuente hasta su muerte. La suma de las presiones externas con su enfermedad
le llevo a plantearse dejar la investigacion matemaética para siempre, afortunada-
mente esto no sucedié. El resto de sus publicaciones se concentran en estos anos
hasta 1897, ano en que ocurre la iltima. Sigue trabajando tratando de demostrar
la Hipdtesis del Continuo y el Principio de Buen Orden, pero nunca lo consigue
(efectivamente, no se podia conseguir, aunque a su favor hay que decir que nada
parecido a un sistema axiomatico estaba establecido en esa época). A partir del
comienzo del siglo XX le empiezan a llegar a Cantor los reconocimientos de parte

de la comunidad matematica. Entre otras instituciones, entra a formar parte de
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la London Mathematical Society en 1901; también obtiene dos doctorados honoris
causa en la Universidad Christiania (1902) y en la Universidad St.Andrew (1911).
Fue liberado de sus funciones en la Universidad de Halle tras haberlo solicitado en
1899, y mas tarde renuncié definitivamente a la docencia. Su septuagésimo cum-

pleanos le sobrevino en plena Primera Guerra Mundial y fallecié el sexto dia de

1918.

Nota A.1. Este apéndice estd basado en los articulos [19] y [20].
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Axiomas ZFC

Axioma B.1. Axioma de Extension Dos conjuntos son iguales si, y solamente

st tienen los mismos elementos.

Axioma B.2. Axioma del Conjunto Vacio Fxiste un conjunto sin elementos,

denotado por ().

Axioma B.3. Axioma de la Unién Dada una familia de conjuntos cualquiera
{F, a € L} existe el conjunto |J,c, F formado por todos los elementos de todos
los conjuntos pertenecientes a la familia. Llamamos a este conjunto el conjunto

union de los conjuntos de la familia.

Axioma B.4. Azioma del Infinito Eviste un conjunto X para el que ) € X y

para cada v € X, siempre ocurre que x U {z} € X.

Axioma B.5. Axioma del Conjunto de Partes Dado un conjunto cualquiera
X, siempre eziste el conjunto P{X} cuyos elementos son todos los subconjuntos

de X. Denotamos a este conjunto como el conjunto de partes de X .

Axioma B.6. Axioma de FEspecificacion Dadas una propiedad P y un con-

junto A, entonces existe el conjunto de los elementos de A que cumplen P.

Axioma B.7. Axioma de Reemplazo Dada cualquier aplicacion f sobre un

conjunto A, f(A) es subconjunto de un cierto conjunto B

70
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Axioma B.8. Axioma de Fundacion Dada una familia F existe un subcon-

gunto suyo F tal que FNF = ().

Axioma B.9. Azioma del Par' Dados dos conjuntos X eY, existe el conjunto

C:={X,Y}.

Axioma B.10. Axioma de FEleccion Todo conjunto admite una funcion de

eleccion.

! Este axioma, junto con el de Fundacién nos permite asegurar que ningtin conjunto es elemento
de si mismo
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