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Trabajo Fin de Grado

Georg Cantor, el Constructor del
Paráıso
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Introduction

Situate yourself in XIX’s century last quarter. The mathematician George Cantor

is investigating, upon recommendation of his colleague Heinrich Eduard Heine, the

problem consisting of proving the uniqueness of the representation of an applica-

tion by trigonometric series. Following this way, he needs to obtain an accurately

description of the real number line. This is the ground of the wonder that he would

create afterwards. From this moment, his job, his effort, his obsession was centered

on giving logic to the notion of “infinite”. Beyond a simple and intuitive definition

of what being “infinite” means, which is the real nature on an infinite set?. The

common answer that someone who is asked what something “infinite” is would

be “something that never ends”. This is just the aristotelic concept of infinite: an

infinite bounded to the action of counting.

Julios Wilhelm Richard Dedekind, mainly with letters, presented Cantor how he

had come up against with what he thought was (given its dense disposition in the

real number line) a different kind of infinite, a bigger one than the infinite of the

natural numbers: the rational numbers. Cantor’s answer to this fact was just awe-

some: using very simple demonstrations, he proved that the natural numbers were

in biyective correspondation with the rational numbers and that the real numbers

were the ones that were not in biyection with the two first types of numbers. The

rigorous consideration of the existence of a different kind of infinite had been born.

These ideas of simple proofs that are in contradiction with our intuition are the

ones that compose the first chapter of this work. The existence of a bijective co-

rrespondation between rational, algebraic and natural numbers, the non existence

of one between natural numbers and any real interval, the existence of another

1



Introduction. Introduction 2

one between sets of real intervals in any dimension, and finally, the first results in

which Cantor used his famous diagonal process, are proved in this chapter.

In the second chapter, even before measuring rigorously the size of any infinite

set, we will take a further look: we will observe the order in which the elements

of the equivalence class formed by the sets of the same size are. Thus, some new

equivalences classes will appear: two sets will be in the same class if they have the

same size and their elements are ordered similarly; another way to express this

idea is that the mentioned sets are in biyection, and this biyection conserves the

order of the elements (an “order-isomorphism”). Cantor named this classes “type

of order” of a set, or more usually, “type” of a set. Just how he did, we will try

to caracterize the type of the sets of rational numbers (dense, numerable and wit-

hout first and last element), real (separable, complete and without first and last

element) and natural (with first but not last element and with a “gap” between

each two elements). We will highlight some of the types resulting from changing

the requirement of having first or last element. We will also deal with the named

“inverse type” of a given type: the resulting from inverting, in the same set, the

order. Does it make sense the action of counting in an infinite set? Apparently, be-

yond the type of the natural numbers, the answer is no, but here is where it comes

the order: a set is called “well-ordered” if each subset of it has a first element and

the type of the well ordered sets will be called “ordinal numbers”; in effect, in the

finite case the meaning is the same of ordinal number (first, second...) but in an

infinite set gives sense to the action of counting beyond any infinite set using the

concept of “supreme”. It will be necessary a new kind of induction which allows us

to overstep the ordinal of the set of the natural numbers. In this second chapter we

are going even further: after having fomalized “infinite numbers”(in which order

matters) we will be able to define an arithmetic to them that is really similiar

to the usual arithmetic of finite numbers (sum and multiplication operation for

types in general, and exponentiation also for ordinals); we will also specify, by

two propositions, how far we can take the concept of “substraction” and “divi-

sion” of ordinals. A total ordered set will be “well ordered” if each of its ordered

subsets has a first element. We can give a total order to the well ordered sets,in
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particular to the ordinals, by the inclusion. This will be seen after proving the

theorem that caractherises the relation between each two well ordered sets. Two

propositions will give us two alternative ways of considering an infinite well orde-

red set : an infinite set will be well ordered if, and only if, each terminal segment

(subset determined by the elements bigger than a given element) has the natural

numbers’ type, also if, and only if, does not contain any well ordered subset with

the the natural numbers’ inverse type. After all this, an ordinal will be successor

( type of a well ordered set with last element) or limit (type of a well ordered

set without last element). A surprising result is the one that afirms that exists an

order-isomorphism between any ordinal and the set of the ordinals that precede

that ordinal.; therefore, each successor ordinal is the set resulting from unifying a

certain ordinal and the set formed by that ordinal ( this last ordinal will precisely

be the type of the set resulting from substracting the last element to the last ordi-

nal); also, each limir ordinal will be equal to the union set of every ordinal fewer

than it. Another of the included results is the one that tells us that every ordinal

can be expressed in an unique way as sum of a limit ordinal and a finit one. The

chapter ends with the Cantor’s Normal Form Theorem, that shows an easy way

to express as a finite sum any ordinal,no matter how big it is.

In the third chapter the order will not be important when it comes to comparing

sets, and now, we will be able to study the concept of the size of a given set: the

famous “cardinal”. In this chapter, though was also present in the second one,

Axiom of Choice will be important, as it will allow us to say that any collection

can be well ordered, defined in a transfinite way and well ordered to the cardinales.

We will use the concepts of “initial ordinal” and “Hartogs’ number” in order to

reach the cardinal: the cardinal of a set will be defined as the unique initial ordinal

for which exists a biyection between him and the set, and the Hartog’s number will

let us define a next cardinal. Each infinite ordinal will be called “aleph number”.

Under the Axiom of Choice each infinite cardinal will be precisely each of the in-

finite initial ordinals, but in absence of this axiom we will not be necessarily able

to afirm this (there could exist some infinite cardinals that were not alephs). The

cardinals will be a special type of ordinal numbers, for the ones we will be able
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to define a new arithmetic (sum, multiplication, exponentiation) to operate with

them. One of the most important cardinales is the famous “continuous cardinal”,

that is no more than the cardinal of the set of the parts of the natural numbers.

We will prove that this cardinal is the one of the real numbers. The famous Conti-

nuum Hypothesis tells us that there is no cardinal between the natural number’s

cardinal and the continuous cardinal. Finally, again with the help of the Axiom

of Choice, we will see what does the cardinal arithmetic between infinite cardinal

numbers means: the multiplication and the sum of two infinite cardinals are the

same and its result is the maximum of them. To finish, we will stablish a result

that allows us to express every aleph as the infinite sum of every previous alephs.

The last and final chapter will be dedicated to light up the two big obstacles to

Cantor that were not solved by him during his life. The Continuum Hypothesis

(CH) and the Axiom of Choice (AC). The first part of this chapter has two of the

statements and proofs of the equivalences to the AC more known: the Well Order

Principle (used in the second and third chapter), Maximal Haussdorff Principle,

Zorn’s Lemma and Tukey’s Lemma. The second part is about the relation bet-

ween CH and EA: we will state the Generalized Continuum Hypothesis (GCH)

and prove that this is a sufficient condition to AC. The last part talks about how

EA is true un some sets that Cantor dealt with: the perfects sets.

Finally, two appendices are complementary to this work: the ZFC Axiomes and a

brief biography of Cantor’s intense life.



Introducción

Situémonos en las puertas del último cuarto del siglo XIX. El matemático Georg

Cantor se encuentra investigando, por recomendación de su compañero Heinrich

Eduard Heine, el problema de bajo que condiciones la representación en series tri-

gonométricas de una aplicación dada es única. Por este camino se encuentra con la

necesidad de obtener una descripción adecuada de la naturaleza de los elementos

de la recta real. He aqúı el germen de la maravilla que después naceŕıa al mundo

desde su mente. A partir de ese momento su trabajo, su esfuerzo, su obsesión, se

centró en dar luz y máxima claridad lógica al “infinito”. Pero más allá de una

simple e intuitiva primera definición de lo que es ”ser infinito ”, más o menos

rigurosa... ¿cual es realmente la naturaleza de un conjunto infinito? La respuesta

de sobre qué es el infinito de cualquier persona a la que se le pregunte por la calle,

probablemente será la de algo que ”nunca se acaba”: el concepto aritostélico de

infinito en potencia, un infinito ligado a la acción de contar (al conjunto de los

números naturales).

Julius Wilhelm Richard Dedekind, a base de cartas, entre otras muchas cosas

expuso a Cantor cómo en sus estudios se hab́ıa topado con lo que él créıa que

era, por su disposición densa en la recta real, un tipo distintinto de infinito ma-

yor (un conjunto de estas caracteŕısticas contuviera más elementos) que el de los

números naturales: los números racionales. La respuesta de Cantor a este hecho

fue asombrosa: con demostraciones sumamente simples demostró que los números

racionales estaban en correspondencia biyectiva con los naturales y que era la to-

talidad de los números reales la que no lo estaba con estos dos. La consideración

rigurosa de la existencia un distinto tipo de “infinito” hab́ıa nacido. Estas ideas

5
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de demostración breve y tan en contradicción con lo que la intuición primera hace

a cualquiera suponer que ocurre, son las que forman el primer caṕıtulo de este

trabajo. En él se exponen la existencia de una correspondencia biyectiva entre los

números algebraicos y racionales con los naturales, la no existencia de ninguna

entre los naturales y cualquier intervalo real, la existencia de otra entre los con-

juntos de los conjuntos de intervalos reales de cualquier dimensión, y por último,

los primeros resultados en los que Cantor usó su famoso procedimiento diagonal.

En el segundo caṕıtulo, antes incluso de entrar rigurosamente a medir el tamaño

de cualquier conjunto infinito, miraremos un paso más allá: dentro de clase de

equivalencia formada por los conjuntos de un mismo tamaño miraremos el orden

en el que se encuentran sus elementos. Aśı, unas nuevas clases de equivalencia en-

trarán en juego: dos conjuntos estarán en la misma clase de equivalencia si tienen

el mismo tamaño y sus elementos están ordenados de manera similar; otra forma

de expresar esta situación es que exista entre ellos una biyección que conserve el

orden de los elementos (un “orden-isomorfismo”). Cantor llamó a cada una de es-

tas nuevas clases “tipo de orden” de un conjunto o, más usualmente “tipo” de un

conjunto. Al igual que hizo él, trataremos de caracterizar los tipos de los conjuntos

de números racionales (densos, numerables y sin primer ni último elemento), reales

(separables, completos y sin primer ni último elemento) y naturales (con primer

y sin último elemento y con un “hueco” entre cada dos elementos). Destacaremos

algunos de los tipos que se desprenden de estos tres según se cambie la exigencias

de tener, o no, primer o último elemento. También trataremos con el llamado “ti-

pos inverso” de un tipo dado: el resultante de invertir, sobre el mismo conjunto,

el orden. ¿Tiene sentido la acción de “contar” en un conjunto infinito? A priori

más allá del tipo de los números naturales no mucho, pero aqúı entra en juego la

importancia del orden: un conjunto se dice “bien ordenado” si cada subconjunto

suyo tiene un primer elemento y a los tipos de los conjuntos bien ordenados los

llamaremos “números ordinales”; efectivamente, en el caso finito coincide con el

significado usual de número ordinal (“primero”, “segundo”,...), pero en un conjun-

to infinito da sentido a la acción de contar más allá de cualquier conjunto finito

usando el concepto se “supremo”. Se hará necesaria un nuevo tipo de inducción
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que nos permita transpasar más allá del ordinal del conjunto de los números na-

turales. En este segundo caṕıtulo aún vamos más allá: tras haber formalizado lo

que vendŕıan a ser “números infinitos” (en los que importa el orden) podemos

definir una aritmética para ellos treméndamente similar a la aritmética usual para

números finitos (operaciones de suma y multiplicación para tipos en general y, pa-

ra ordinales también exponenciación); también especificaremos, por medio de dos

proposiones, hasta que punto se puede definir la “resta” y “división” de ordinales.

Un conjunto totalmente ordenado se dirá “bien ordenado” si cada subconjunto

ordenado suyo tiene un primer elemento. A los conjuntos bien ordenados, en par-

ticular a los ordinales, se les puede dar un orden total por medio de la inclusión,

esto se desprenderá del teorema que caracteriza la relación entre cualesquiera dos

conjuntos bien ordenados. Dos proposiciones nos darán dos maneras alternativas

de considerar a un conjunto infinito bien ordenado: un conjunto infinito será bien

ordenado si, y solo si, cada segmento terminal (subconjunto determinado por todos

los elementos mayores a un elemento dado) tiene el tipo de los números naturales,

también si, y solo si, no contiene ningún subconjunto ordenado con el tipo inverso

de los números naturales. Tras todo esto, un ordinal podrá ser solamente de dos

maneras: sucesor (tipo de un conjunto bien ordenado con último elemento) o ĺımite

(tipo de un bien ordenado sin último elemento). Un resultado soprendente es el

que afirma que existe un orden-isomorfismo entre cualquier ordinal y el conjunto

de los ordinales predecesores a éste; aśı, cada ordinal sucesor resulta ser el con-

junto resultante de la unión de un cierto ordinal y el conjunto unitario formado

únicamente por dicho ordinal (este último ordinal será precisamente el tipo del

conjunto que resulta de quitarle al primer ordinal su último elemento); también

cada ordinal ĺımite será igual al conjunto unión de todos los ordinales menores que

él. Otro de los resultados incluidos es el que afirma que todo ordinal se expresa

de forma única como suma de un ordinal ĺımite y otro finito. El caṕıtulo se cierra

con el Teorema de la Forma Normal de Cantor, que muestra una forma fácil de

expresar como suma finita cualquier ordinal, por muy grande e “inaccesible” que

este sea.

El tercer caṕıtulo rebajaremos las exigencias: ya no nos importará el orden a la
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hora de comparar conjuntos y, ahora śı, podremos estudiar el concepto de tamaño

de un conjunto dado: el famoso “cardinal”. En este caṕıtulo, aunque también lo

hizo en el anterior para los ordinales, entrará de lleno el Axioma de Elección para

permitirnos afirmar que cualquier colección se puede bien-ordenar y definir de for-

ma trasfinita y bien ordenada a los cardinales. Nos apoyaremos en los conceptos

de “ordinal inicial” y “número de Hartogs” para llegar al de cardinal: definiremos

al cardinal de un conjunto como el único ordinal inicial para el que existe una

biyección entre él y el conjunto, y el Número de Hartogs nos servirá para poder

definir un cardinal siguiente. A cada ordinal inicial infinito lo llamaremos “núme-

ro aleph”. Bajo el Axioma de Elección cada cardinal infinito será precisamente

cada uno de los ordinales iniciales infinitos, pero en ausencia de este axioma no

necesariamente se podrá afirmar esto sea aśı (podŕıan existir cardinales infinitos

que no sean alephs). Los cardinales no dejarán de ser un tipo especial de números

ordinales sobre los que, además de la aritmética vista entre ordinales, podremos

definir una nueva aritmética (suma, multiplicación y exponenciación) para ope-

rar entre ellos. Uno de los cardinales más importantes es el llamado “cardinal del

continuo”, que no es otro que el cardinal del conjunto de partes de los números

naturales, demostraremos que el cardinal de los números reales es precisamente

este. La famosa Hipótesis del Continuo afirma que no hay ningún cardinal entre el

de los naturales y el del continuo. Por último, como no, con la ayuda del Axioma

de Elección veremos en que se traduce la aritmética cardinal entre números car-

dinales infinitos (tan grandes como queramos): la multiplicación y la suma de dos

cardinales infinitos coinciden y dan como resultado el máximo de ellos dos. Para

terminar daremos un resultado que permite expresar cada aleph como la suma

infinita de todos los alephs anteriores.

El cuarto y último caṕıtulo estará dedicado a dar luz sobre los dos grandes obstácu-

los para Cantor no resueltos en vida por él mismo: la Hipótesis del Continuo (CH)

y el Axioma de Elección (AC). La primera parte de este caṕıtulo consta de los

enunciados y demostraciones de las equivalencias al AC más conocidas: el Princi-

pio del Buen Orden (del cual hemos hecho uso en el segundo y tercer caṕıtulo),

Principio Maximal de Hausdorff, Lema de Zorn y Lema de Tukey. La segunda
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parte trata sobre la relación exitente entre CH y AC: enunciaremos la Hipótesis

Generalizada del Continuo (GCH) y demostraremos que ésta es condición sufi-

ciente para AC. La última parte trata sobre como AC se cumple siempre en unos

conjuntos con los que trató Cantor: los conjuntos perfectos.

Por último, se incluyen dos apéndices complementarios a este trabajo: la lista com-

pleta de los Axiomas ZFC y una pequeña biograf́ıa de la intensa vida de Cantor.



Caṕıtulo 1

Sorprendente

Si bien el cuerpo principal de este trabajo intenta ser una aproximación de mane-

ra ordenada al corazón de los descubrimientos matemáticos más importantes de

Georg Cantor, he querido escribir este primer caṕıtulo, intentando mantener al

máximo la notación original, con los resultados que a mı́ primeramente me llama-

ron la atención por su manera de combinar trascendencia y simplicidad.

1.1. De una propiedad de los números reales al-

gebraicos

Definición 1.1. Se entiende por número real algebraico cualquier número real

ω que satisface una ecuación de la forma

a0ω
n + a1ω

n−1 + · · ·+ an−1ω + an = 0

con n ∈ N, a0 · · · an ∈ Z

10
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Teorema 1.2. (1874) El conjunto (ω) de todos los números reales algebraicos se

puede expresar en forma de sucesión

ω1, ω2, · · · , ωn, · · ·

Demostración. (Basada en [1, pág 79] y [2, pág 25] ) Llamamos altura del número

algebraico ω (que verifica a0ω
n + a1ω

n−1 + · · ·+ an−1ω + an = 0) al número

Nω := n− 1 + |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|

Ahora bien, dada una altura cualquiera es evidente que solo puede haber un núme-

ro finito de números algebraicos a los que le corresponda. Basta ordenar ahora

todos los números algebraicos por orden creciente de altura.

Corolario 1.3. El conjunto Q de los números racionales es numerable

Demostración. Cada número racional p

q
es solución de la ecuación qx − p = 0, y

por tanto, es algebraico.

1.2. Cada intervalo real es más numeroso que el

conjunto de los enteros positivos

Aunque la primera demostración al respecto de esta sección que verdaderamente

me llamó la atención usaba el famoso procedimiento diagonal, que veremos más

adelante, para demostrar que la cantidad infinita de números reales es infinita-

mente mayor que la cantidad infinita de numeros naturales; al hacer una segunda

lectura, ya sobre las publicaciones originales de Cantor en [1], quise incluir este

teorema por la novedad que supuso para aquella época.

Teorema 1.4. (1874) Dados un intervalo (α, β) y una sucesión γ1, γ2, · · · , γn, · · ·

de magnitudes numéricas reales diferentes todas unas de otras, se puede determinar

un número η contenido en el intervalo tal que no aparezca en la sucesión, es decir,

ninguna aplicación inyectiva de N en el intervalo lo cubre por completo.
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Demostración. (de [1, pág 79] y [2, pág 23] )

Renombremos como α1, β1, (α1 < β1) a los dos primeros números de nuestra

sucesión contenidos en el intervalo (si solo existiera en nuestra sucesión un γk per-

teneciente, cualquier número del intervalo (α, γk) seŕıa un número real contenido

en (α, β) no perteneciente a la sucesión). Repitamos el proceso con los siguientes

dos primeros de la sucesión contenidos en (α1, β1), α2, β2 (α2 < β2). Operando de

forma sucesiva, tantas veces como sea necesario, a cada paso puede ocurrir:

Que se llegue a un n ∈ N tal que (αn, βn) no contenga ningún elemento de

la serie. Este intervalo estará formado solo por números no pertenecientes a

la sucesión.

Que exista un n ∈ N tal que (αn, βn) contenga un solo elemento de la suce-

sión αn+1 = βn+1. Los subintervalos (αn, αn+1) y (αn+1, βn) están formados

enteramente por números de los que necesitamos.

Que para todo n ∈ N siempre existan dos elementos de la sucesión para for-

mar un siguiente intervalo. En este caso nos encontramos con dos subsucesio-

nes (formadas por elementos de nuestra sucesión original) α1, α2, · · · , αn, · · ·

y β1, β2, · · · , βn, · · · creciente y decreciente respectivamente, acotadas entre

śı y por tanto, con sendos ĺımites α∗ y β∗. Si α∗ < β∗, el intervalo (α∗, β∗)

está formado ı́ntegramente por elementos no pertenecientes a nuestra sub-

sucesiones. Si α∗ = β∗, α∗ no podŕıa pertenecer a nuestra sucesión porque

si α∗ = γn para algún n ∈ N por un lado, por la naturaleza de las subsuce-

siones, no puede estar contenido en ningún (αm, βm) con m > n, y por otro,

α∗, por su construcción, está contenido en todo (αn, βn).
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1.3. Hay una biyección entre Rn y Rm

Otro de los grandes descubrimientos de Cantor fue que hay la misma cantidad

de elementos en toda la recta real (o en un intervalo de ésta) que en todo Rn

para cualquier n ∈ N, hecho que resulta turbio a esa primera intuición que todos

albergamos en nuestra naturaleza humana.

Lema 1.5. Cantor-Bernstein-Schröder1 [3, pág 148]

Dados dos conjuntos A y B cualesquiera, si existen dos aplicaciones inyectivas

f : A −→ B y g : B −→ A, entonces existe una biyección h : A −→ B.

Demostración. Claramente, si f y g son suprayectivas el enunciado se cumple;

aśı que supongamos que esto no ocurre. Para empezar, definamos los conjuntos

(Cn)n∈N de la siguiente manera: C0 := A r g(B) ⊂ A, C1 := g (f (C0)), C2 :=

g (f (C1)),... y en general Cn := g (f (Cn−1)) para n ∈ N. Observemos que se

cumple que C0 ∩ Cn = ∅ para cada n > 0.

Nuestra candidata a biyección va a ser:

h(x) :=











f(x) si x ∈ Cn para cierto n ∈ N

g−1(x) si x 6∈ Cn para ningún n ∈ N

Ésta es una buena definición porque, como h(x) = g−1(x) si x 6∈ Cn para ningún

n ∈ N, en particular x 6∈ C0 con lo que estamos seguros de que x ∈ g(B).

Definamos ahora los conjuntos (Dn)n∈N con Dn := f (Cn). Aśı Cn+1 = g (Dn) para

todo n ∈ N.

Veamos que h es inyectiva de la siguiente manera: sean dos elementos x, x′ ∈ A

x 6= x′. Como tanto f como g−1 son inyectivas, el único problema para asegurar

la inyectividad de h se nos presenta en el caso en que x ∈ Cm para algún m ∈ N,

pero x′ no pertenezca a ninguno
(

x′ 6∈
⋃

m∈N Cm

)

; si esto ocurriera, por un lado

tendŕıamos que h(x) = f(x) ∈ f(Cm) = Dm y por otro, que h(x′) = g−1(x) 6∈

1Demostrado por primera vez por Cantor en 1897, pero usando el Axioma de Elección. De-
mostrado después por Bernstein y Schröder en 1898 y 1911 respectivamente
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g−1(Ck) = Dk−1 para ningún k = 1, 2, . . ., en particular h(x′) 6∈ Dm. Aśı podemos

asegurar que h(x) 6= h(x′). Queda probada la inyectividad.

Finalmente, veamos la suprayectividad (h(A) = B). Por un lado tenemos que

Dn = f (Cn) ⊂ h(A). Por otro lado, si y ∈
(

B r
⋃

n∈N Dn

)

, como g(y) 6∈ g(Dn) =

Cn+1 para ningún n ∈ N ni tampoco a C0, tenemos que h(g(y)) = g−1(g(y)) = y,

y aśı y ∈ h(A).

Lema 1.6. Existe una biyección entre cualesquiera dos intervalos de R y entre

cualquier intervalo y todo R. Lo mismo ocurre en Rn.

Demostración. La aplicación

(0, 1) −→
(

−π
2
, π
2

)

−→ R

x 7−→ π
(

x− 1
2

)

7−→ tan
(

π
(

x− 1
2

))

es una biyección. También lo es la aplicación

x 7−→ a+ (b− a) x

entre (0, 1) y (a, b).

Para el caso de Rn basta tomar estas biyecciones componente a componente.

Teorema 1.7. (1877)(basado en [2, pág 26] )2 Existe la misma cantidad de

puntos contenidos en un intervalo cualquiera de R que en un cuadrado, un cubo

o, en general, cualquier hipercubo de dimensión n ∈ N.

Demostración. A cada x ∈ (0, 1) le corresponde una única expresión infinita de la

forma x = 0.α1α2α3 . . . con cada d́ıgito αi ≥ 0 de tal manera que para cada i ∈ N

2(Cantor incluye esta demostración en una carta a Dedekind en 1877. Éste le reprocha que
se trata solo de una inyección. Cantor realiza otra demostración mucho más compleja que es la
finalmente publica en 1878. Años después, todav́ıa en vida de Cantor, se demostró el lema 1.5
con lo que la inyección original resulta suficiente para la prueba)
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existe un h ∈ N tal que αi+h > 0. Consideremos las aplicaciones

Φ: (0, 1)× (0, 1) −→ (0, 1)

(0.β1β2β3 . . . , 0.γ1γ2γ3 . . .) 7−→ 0.β1γ1β2γ2β3γ3 . . .

Ψ: (0, 1) −→ (0, 1)× (0, 1)

x 7−→ (x, x0)

Como, tanto Φ como Ψ, son claramente inyecciones, por 1.5 podemos asegurar la

existencia de una biyección entre (0, 1)× (0, 1) y (0, 1). Finalmente, basta aplicar

1.6 para terminar la prueba.

Corolario 1.8. Existe una biyección entre Rn y Rm para cualesquiera n,m ∈ N.

1.4. Procedimiento Diagonal de Cantor

Posiblemente, la siguiente sea la demostración más conocida de Georg Cantor:

Teorema 1.9. (1891)[1, págs 85-90]

Sean m y w m 6= w. Consideremos una colección3 M de la totalidad de elementos

E = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) que dependen de infinitas coordenadas x1, x2, · · · , xn, · · ·

donde cada una de éstas es o bien m o bien w. Entonces M no se puede coordinar de

forma biyectiva con la totalidad de los números naturales finitos 1, 2, 3, · · · , n, · · · .

Esto resulta de que si E1, E2, · · · , En, · · · es una sucesión infinita de elementos de

la variedad4 M , entonces siempre podemos encontrar un elemento E0 de M , que

no forma parte de ella.

3Uno de los sinónimos de ”conjunto”que Cantor utiliza
4Otro de los sinónimos de ”conjunto”que Cantor utiliza
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Demostración. Sean

E1 = (a1,1, a1,2, · · · , a1,n, · · · )

E2 = (a2,1, a2,2, · · · , a2,n, · · · )

.................................

En = (an,1, an,2, · · · , an,n, · · · )

.................................

una serie dada de elementos de M .

Definamos

E0 = (b1, b2, · · · , bn, · · · )

con bk 6= ak,k para cada k natural. Aśı construido, E0 no puede pertenecer de

ninguna manera a nuestra sucesión dada.

Corolario 1.10. El conjunto de todos los números reales de un intervalo arbitrario

(α, β) no se puede expresar en forma de sucesión γ1, γ2, · · · , γn, · · ·

Definición 1.11. Aunque lo veremos con todo detalle al definir cardinal en 3, por

ahora diremos que dos conjuntos tienen igual potencia5 si existe una biyección

entre ellos. Diremos también que uno tienemayor potencia que el otro si no existe

una biyección entre ellos, pero śı una biyección del segundo con un subconjunto

propio del primero.

Teorema 1.12. (1891)[1, pág 91] Sean L el continuo lineal [0, 1] y M la colección

de todas las funciones f(x) que solo toman valores 0 ó 1 con x ∈ L. Entonces la

potencia de M es mayor que la potencia de L.

Demostración. El subconjunto de M formado por todas las aplicaciones con valor

1 para un solo x ∈ L y 0 para el resto, tiene la misma potencia que L, ya que

cada una de estas aplicaciones determina uno, y solo uno, de los subconjuntos de

L. Aśı, M no tiene potencia menor que L.

Veamos que M tampoco puede tener igual potencia que L. Si esto fuera aśı,

5
Potencia es el término que usa Cantor en sus escritos para referirse al actual concepto de

cardinal
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podŕıamos establecer una biyección que a cada valor z ∈ L le hiciese corresponder

una, y solo una, f(x) ∈ M . Aśı, f se puede expresar como una aplicación en dos

variables, f(x) = ϕ(x, z). Esto es imposible, ya que, si g(x) ∈ M es la aplicación

en la que para todo x ∈ L, g(x) 6= ϕ(x, x), no existe ninguna ϕ(x, z) ya definida

que pueda coincidir con dicha g(x).



Caṕıtulo 2

El Orden

En este segundo caṕıtulo iremos un paso más allá de estudiar los tamaños de los

conjuntos mediante biyecciones: vamos a clasificarlos según si, además de tener

igual tamaño también conservan el orden de sus elementos.

2.1. Tipos de Orden

Definición 2.1. (basada en [4, pág 17]) Una relación binaria < en un conjunto P

dado es un orden parcial en P ,(P,<), si:

a) p ≮ p para todo p ∈ P (propiedad antireflexiva).

b) Si p < q y q < r, entonces p < r (propiedad transitiva).

Si además para cada p, q ∈ P o bien p < q, o bien p > q diremos que (P,<) es un

conjunto totalmente ordenado .

Si dados dos p, q ∈ P , se cumple que p < q o existe la posibilidad de que se

trate del mismo elemento diremos que p ≤ q. Observamos que (P,≤) cumple las

propiedades reflexiva (p ≤ p para cada p, q ∈ P ), antisimétrica (si p ≤ q y q ≤ p

entonces p = q) y transitiva. Diremos que (P,≤) posee un orden parcial.

Dados (P,<) y (Q,≺) totalmente ordenados, diremos que la aplicación f : P −→

18
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Q preserva el orden1 si para cada p < q, p, q ∈ P , se cumple que f(p) ≺ f(q).

Finalmente diremos que la aplicación f : P −→ Q es un orden-isomorfismo si

preserva el orden y es biyectiva.

Definición 2.2. (basada en [5, pág 17]) Es evidente que ser orden-isomorfo a

un conjunto es una relación de equivalencia. A las clases de equivalencia de esta

relación las llamaremos tipos de orden o, más brevemente, tipos. Manteniendo

la notación de Cantor, denotaremos al tipo de (P,<) como P .

Los tipos que trataremos más frecuentemente, con el orden usual en cada uno de

los conjuntos, serán n := {1 < 2 < · · · < n}, ω = N, η = Q y λ = R.

Definición 2.3. (basada en [6, pág 138]) Dado (P,<) con tipo de orden α, defini-

mos el orden inverso de <, denotado por <∗, como el orden sobre P para el que

x <∗ y ⇔ y < x. Al tipo de orden de (P,<∗) lo denotamos como α∗. Llamaremos

a un tipo α simétrico si coincide con su simétrico, es decir, α = ∗α.

Definición 2.4. Decimos que un tipo α, clase de un cierto conjunto (P,<), es

contable o numerable2 si existe una biyección entre (P,<) y N con el orden

usual.

2.1.1. Aritmética de los tipos de orden

Definición 2.5. ([6, pág 135]) Dado (X,<), A ⊆ X será un segmento de X si

para cada a, b ∈ A y x ∈ X tales que a < x < b ocurre que x ∈ A.

Definición 2.6. (basado en las definiciones que aparecen en ([6, pág 141])) Dado

(I, <I) y una familia {αi : i ∈ I}, definimos

∑

i∈I

αi

1Obsérvese que si una aplicación preserva el orden, entonces también es inyectiva
2En 3 veremos esta noción como cardinal contable. Alĺı dos conjuntos tendrán el mismo

cardinal si existe una biyección entre ellos, no teniendo está que preservar el orden necesariamente



Chapter 2. El Orden 20

como el tipo de orden de un (X,<) que sea unión de segmentos {Xi : i ∈ I}

disjuntos dos a dos, X =
⋃

i∈I Xi, con sendos tipos αi = Xi como subordenes y

tales que Xj < Xk si j < k con j, k ∈ I 3.

Nota 2.7. Es interesante resaltar en este punto que hemos usado el Axioma de

Elección para poder escoger el segmento Xi correspondiente a cada tipo αi y para

que la suma quede caracterizada de forma única por estos (en el caso en que

hubiera dos candidatos para el mismo tipo, se necesita el axioma para escoger los

orden-isomorfismos que los relacionan).

Nota 2.8. Si nuestra familia de segmentos hallada {Xi : i ∈ I} no está formada

enteramente elementos disjuntos dos a dos, basta tomar la familia {X ′
i : i ∈ I}

con cada X ′
i = {i} ×Xi.

Nota 2.9. No se verifica en general la propiedad conmutativa, ya que, por ejemplo,

por un lado tenemos que ω + n = {0 < 1 < 2 < · · · < 1 < · · · < n} y por otro que

n+ ω = {1 < 2 < 3 · · · < n < 1 < 2 < 3 < · · · } = {0 < 1 < 2 < 3 < · · ·}.

Los siguientes dos resultados, cuyas demostraciones omitiré porque se desprenden

directamente de la definición, nos muestran unas primeras propiedades de la suma

de tipos:

Proposición 2.10. Sean α, β, γ tipos dados, entonces se cumple la propiedad

asociativa

α + (β + γ) = (α + β) + γ

.

Proposición 2.11. Si α, β son dos tipos dados, entonces se cumple que

(α + β)∗ = β∗ + α∗

.

Definición 2.12. ([7, pág 33]) Sean (Λ1,≺1) y (Λ2,≺2) con respectivos tipos de

orden θ1 y θ2. Definimos el tipo θ1 · θ2 como el tipo de orden del conjunto Λ1 ×Λ2

3Es decir, xj < xk para cada xj ∈ Xj , xk ∈ Xk, j < k tales que j, k ∈ I
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con el orden antilexicográfico ((λ1, λ2) <Λ1×Λ2 (λ′
1, λ

′
2) si, o bien λ1 ≺1 λ′

1, o bien

λ1 = λ′
1 y λ2 ≺2 λ

′
2).

Nota 2.13. Tampoco se verifica en general la propiedad conmutativa, ya que, por

ejemplo, por un lado tenemos que 2·ω = ω+ω = {0 < 1 < 2 < . . . < 0 < 1 < 2 < 3 < . . .}

y por otro lado ω · 2 = 2 + 2 + 2... = {1 < 2 < 1 < 2 < 1 < 2 < 1 < 2 < . . .} =

{1 < 2 < 3 < 4 < 5 · · · } = ω.

Proposición 2.14. Sean α, β y γ tres tipos dados, entonces se cumplen las pro-

piedades asociativa

α · (β · γ) = (α · β) · γ

y la propiedad distributiva con respecto a la suma

α · (β + γ) = α · β + α · γ

.

Proposición 2.15. Si α y β son dos tipos dados, entonces se cumple que

(α · β)∗ = α∗ · β∗

.

2.1.2. Sobre el tipo η de Q

Definición 2.16. (de [6, pág 152]) Diremos que en (P,<) el orden es denso si

para cada x, y ∈ P ,con x < y, existe z ∈ P tal que x < z < y.

Una peculiaridad del tipo de los números racionales, que también comparte con

los racionales, es la siguiente:

Teorema 2.17. (de [6, pág 152]) El tipo del conjunto de los números racionales

coincide con su tipo inverso, es decir:

η = η∗
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Demostración. Basta considerar la aplicación

f : (Q, <) −→ (Q, <∗)

x 7−→ f(x) = −x

f es evidentemente una biyección. También conserva el orden entre los conjuntos,

ya que

x < y ⇐⇒ −y < −x ⇐⇒ −x <∗ −y ⇐⇒ f(x) <∗ f(y)

Hemos probado que f es un orden isomorfismo.

Definición 2.18. ([8, pág 6]) Diremos que (Q,≺) es un suborden de (P,<) si

Q ⊆ P y además, para cada q1, q2 ∈ Q tales que q1 ≺ q2 se cumple que q1 < q2 en

P .

El siguiente teorema caracteriza los tipos contables como subórdenes:

Teorema 2.19. (de [8, pág 15]) Sea (P,<) con tipo contable, denso y sin primer

ni último elemento, es decir, no existe x ∈ P tal que x < y o y < x para todo

y ∈ P y sea (Q,≺) con tipo contable. Entonces (Q,≺) es orden-isomorfo a un

suborden de (P,<).

Demostración. Al ser Q un conjunto con tipo contable, podemos presentar sus ele-

mentos en forma de sucesión q1, q2, q3, · · · . Construiremos por inducción un orden-

isomorfismo

f : (Q,≺) −→ (P,<)

Fijemos en primer lugar f(q1) = p1 para un p1 ∈ P arbitrario. Supongamos

que ya tenemos asignados f(q1), · · · , f(qt) de forma correcta: f(qi) < f(qj) ⇔

qi ≺ qj con i, j ∈ {1, 2, · · · t}. Vistos como elementos de (Q,≺), podemos ver

ordenados {q1, . . . , qt} como qi1 ≺ qi2 ≺ . . . ≺ qit con {i1, . . . , it} = {1, . . . , t}.

Aśı f(qi1) < f(qi2) < . . . < f(qit). En este punto qt+1 se nos presenta ahora de tres

maneras posibles:

a) qt+1 ≺ qi1
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b) qin−1 ≺ qt+1 ≺ qin para cada 1 ≤ n ≤ t

c) qin ≺ qt+1

Definiendo de forma adecuada f(qt+1) para cada caso habremos terminado con

nuestra demostración:

a) Basta elegir como f(qt+1) a un cierto p ∈ P que no haya sido asignado ya y

que cumpla que p < f(qi1) (la existencia de este elemento se desprende de la

no existencia de un primer elemento en (P,<)).

b) Elegimos por f(qt+1) a un p ∈ P que no haya sido asignado ya y que cumpla

que f(qin−1) < p < f(qin) (este elemento existe por la densidad de (P,<)).

c) Nuestro f(qt+1) será en este caso un p ∈ P que no haya sido asignado anterior-

mente y que sea f(qit) < p (la existencia de este p está garantizada por la no

existencia de un último elemento en (P,<)).

A continuación se presenta el teorema central de esta sección, el que caracteriza a

los conjuntos con tipo η:

Teorema 2.20. ([8, pág 28]) Sean (P,<) y (Q,≺) con sendos tipos α y β densos,

contables y sin primer ni último elemento. Entonces (P,<) y (Q,≺) son isomorfos.

Demostración. Al ser contables sendos tipos podemos expresar los conjuntos de

la siguiente manera

P = {p1, p2, . . .}

Q = {q1, q2, . . .}

Operaremos con inducción construyendo el isomorfismo de la siguiente manera:

en los pasos impares asignaremos, por orden de sub́ındice, imagen a cada pi ∈ P ;

en los pasos pares asignaremos preimagen, también por orden de sub́ındice, a los

qi ∈ Q. Las primeras asignaciones, para el isomorfismo f , serán:
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Paso t=1: asociamos entre śı los primeros elementos de cada conjunto, f(p1) =

q1.

Paso t=2: la preimagen de q1 ya está asociada, f−1(q1) = p1

Supongamos que ya tenemos asignados hasta el paso t > 1. Para el paso siguiente

t+ 1:

Si t+1 = 2n+1 (paso impar) debemos dar imagen por f al elemento pn ∈ P .

Ahora bien, puede ocurrir que ésta ya haya sido dada en un paso anterior,

es decir, que exista un cierto qik ∈ Q para el que f−1(qik) = pn. En este caso

pasamos automáticamente al paso t+ 2.

Si, por el contrario, nos encontramos con que f(pn) no está definido, ob-

servamos que si ph1 < . . . < phm
son los elementos de P con imágenes ya

asignadas f(ph1) ≺ . . . ≺ f(phm
), hay m+1 lugares posibles en donde puede

estar pn. Al ser Q denso y sin primer ni último elemento podemos encontrar

un q ∈ Q en el lugar necesario en la segunda cadena de desigualdades para

asignarlo f(pn) := d.

Si t + 1 = 2n (paso par), necesitamos encontrar un p ∈ P para asignar-

lo como preimagen de nuestro qn. Ya tenemos imagen para los elementos

ph1 < . . . < phm
. Si ocurriese que qn = f(phk

) para 1 ≤ k ≤ m pasaŕıamos

automáticamente al paso siguiente t+ 2.

En caso de esto último no ocurra, nos encontramos conm+1 lugares posibles

en los que puede estar situado qn en f(ph1) ≺ . . . ≺ f(phm
). Como P es den-

so y sin primer ni último elemento podemos encontrar un p ∈ P en el lugar

adecuado entre los ph1 < . . . < phm
para asociar a qn como qn := f−1(b).

Corolario 2.21. Cualquier (P,<) con tipo denso, contable y sin primer ni último

elemento, es isomorfo a Q con el orden usual, es decir, η = P .

Corolario 2.22. ([8, pág 29]) Los únicos tipos contables y densos posibles son

1,η, 1 + η, η + 1 y 1 + η + 1.
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Corolario 2.23. Se cumplen las siguientes propiedades:

a) η + η = η

b) η · η = η

c) η + 1 + η = η

2.1.3. Sobre el tipo λ de R

Definición 2.24. Dados (P,<) orden y (Q,≺) suborden del primero, diremos que

Q es denso en P si dados cualesquiera p1, p2 ∈ P , p1 < p2, existe q ∈ Q tal que

p1 ≺ q ≺ p2.

Diremos que (P,<) es separable si posee un suborden numerable y denso.

Definición 2.25. Llamaremos corte de Dedekin en (P,<) a un par [X, Y [ de

subordenes de P (X,<x) y (Y,<y) tales que X ∩ Y = ∅, X ∪ Y = P y para cada

par de elementos x ∈ X e y ∈ Y se cumple que x < y

En este contexto diremos que (P,<) tiene un hueco si (X,<x) no tiene último

elemento ni (Y,<y) tiene primero. Si por el contrario (X,<x) śı tuviera último y

(Y,<y) primero diremos que tiene un salto.

En caso de no existir hueco ni salto alguno denominaremos a (P,<) completo.

Aśı definido, si P es completo, para cada a ∈ P se cumple que a = sup{p ∈ P p <

a}.

A continuación, enunciaremos y demostraremos el teorema que caracteriza a los

conjuntos con tipo λ.

Teorema 2.26. ([8, pág 37]) Sea (P,<) separable, completo y sin primer ni último

elemento. Entonces S = λ.

Demostración. Sea S ⊂ P un suborden contable y denso. Como S no ha de tener

tampoco primer ni último elemento, nos encontramos con que

(S,<) ∼= (Q, <)
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por 2.20. Sea

f : S −→ Q

un isomorfismo entre ambos.

Definamos la aplicación

g : P −→ R

a 7−→ g(a) := sup{f(p) : p ∈ P y p < a}

Como P es denso y f es inyectiva, g es claramente inyectivo. Por último, al ser R

completo, dado un b ∈ R cualquiera, como b = sup{q ∈ R : q < b} si llamamos

a := sup{f−1(q) : q < b}

tenemos que b = g(a). Esto prueba la suprayectividad de g y como claramente

conserva el orden se trata de un isomorfismo.

Corolario 2.27. ([8, pág 40]) Los únicos tipos completos y separables posibles son

1,λ, 1 + λ, λ+ 1 y 1 + λ+ 1.

Nota 2.28. Decimos que (X,≤) totalmente ordenado satisface la condición con-

table de cadena si cada familia de intervalos abiertos4 disjuntos es siempre nu-

merable5.

La Hipótesis de Souslin es aquella que afirma que en el teorema 2.26 de carac-

terización del orden de R se puede reemplazar la separabilidad por la condición

contable de cadena.

En 1971 se demostró que la veracidad de la Hipótesis de Souslin no se puede de-

mostrar a partir de los axiomas ZFC6.

Corolario 2.29. Se cumplen las siguientes propiedades:

4Usamos de forma impĺıcita la topoloǵıa determinada por el mismo orden total
5Está en biyección con el conjunto N
6La lista completa de los axiomas ZFC se puede consultar en B



Chapter 2. El Orden 27

a) λ+ 1 + λ = λ

b) λ · λ 6= λ

c) λ+ λ 6= λ

Demostración. (basada en las pruebas que aparencen en [9] y [7])

a) λ+ 1 + λ = λ

b) Como λ + 1 + λ = λ, tenemos que λ · λ = λ (λ+ 1 + λ) = λ · λ + λ + λ · λ =

λ · λ + (λ+ λ · λ). El primer sumando de esta última expresión es un tipo de

orden sin último elemento y el segundo un tipo sin primero, es decir, el tipo de

λ · λ tiene un hueco, lo cual lo hace distinto de λ.

c) El tipo λ+λ también tiene un hueco, lo que le hace imposible ser isomorfo a λ

2.1.4. Sobre el tipo ω de N

Teorema 2.30. El tipo de los números naturales no coincide nunca con su inverso,

es decir,

ω 6= ω∗

Demostración. Para que fueran iguales necesitaŕıamos un orden isomorfismo: una

biyección de la forma

f : (N, <) −→ (N,∗ <)

que cumpliera además que

x < y ⇐⇒ f(x) <∗ f(y)

Como seŕıa necesario que f(0) <∗ f(n) ∀n ∈ N \ {0}. Es evidente que no puede

existir algo aśı en (N, <∗) porque éste no tiene mı́nimo. Concluimos pues, que no

puede existir ningún orden isomorfismo entre ambos conjuntos.
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Definición 2.31. Dado (P,<) decimos que R es un segmento inicial de P , si

R ⊆ P y para cada r ∈ R, si p ∈ P tal que p < r, entonces p ∈ R. Además R

será un segmento propio si R 6= ∅ y R 6= P .

Proposición 2.32. Un segmento S del segmento (R,<) arriba definido es también

un segmento del conjunto total (P,<).

Definición 2.33. Dados (P,<) y p ∈ P definimos como segmento inicial co-

rrespondiente a p al conjunto

(Pp, <) = {x ∈ P : x < p}

A los elementos de Pp también lo llamaremos indistintamente predecesores de

p

Definición 2.34. Diremos que (P,<) es finito con potencia n, P = n, si es

posible establecer una biyección entre P y el conjunto {0, 1, 2, . . . , n− 1}. En caso

contrario diremos que P es infinito.

Lema 2.35. Todo subconjunto infinito de N tiene tipo ω (en general lo cumple

cualquier subconjunto infinito de un conjunto con tipo ω).

Demostración. El orden-isomorfismo es evidente.

Teorema 2.36. ([9, pág 210]) Para que (P,<) tenga tipo ω es necesario y sufi-

ciente que sea infinito y que cada segmento propio de P sea finito.

Demostración. Si P = ω podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que P = N.

Sea Q un segmento propio, aśı N rQ 6= ∅. Por ser un segmento para cada q ∈ Q

y m ∈ N rQ tenemos que x < m, es decir, cada elemento de Q es menor que un

cierto natural. Aśı, podemos concluir que Q es finito.

Para el rećıproco vamos a construir un isomorfismo f entre P y N. En primer lugar,

para cada p ∈ P consideramos el segmento Pp formado por todos los elementos de

P menores que p. Si Pp = ∅, p es el primer elemento de P y definimos en este caso
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f(p) := 1. En caso contrario, por hipótesis, tenemos que Pp es finito con potencia

mp y definimos f(p) := mp + 1 > 1. Hemos asociado a cada p ∈ P un número

natural.

Supongamos que p < q con p, q ∈ P , como Pp ⊂ Pq tendremos f(p) < f(q).

Teorema 2.37. ([9, pág 210]) Si en (P,<) hay un primer elemento, no hay último

elemento y en cada corte de Dedekin hay un hueco, entonces P = ω.

Demostración. Sea p1 ∈ P el primer elemento. Supongamos que tenemos definidos

p1 < p2 < . . . < pn sin elementos de P entre ellos, y sean P1 := Ppn ∪ {pn}

y P2 := P \ P1. Como P1 6= ∅ (porque pn ∈ P1) y P1 6= P (porque P1 tiene

último elemento), podemos estar seguros que P1 6= ∅. Para cada par de elementos

x1 ∈ P1 x2 ∈ P2 tenemos que x1 < x2 (si fuera x2 < x1 entonces x2 < pn), los

cual nos lleva un corte de Dedekin [P1, P2[. Aśı, usando la tercera de nuestras

hipótesis, P2 está obligado a tener un primer elemento al cual denotaremos pn+1.

Hemos definimos por inducción una serie p1, p2, . . . sin elemento alguno entre cada

pi y cada pi+1 con i ∈ {1, 2, . . . n}. Veamos que efectivamente P = {p1, p2, . . .}.

Supongamos que existe un p ∈ P que a la vez p /∈ {p1, p2, . . .}. Solo podŕıa ocurrir

que o bien, p < p1, lo cual es imposible porque p1 es el primer elemento de P , o

bien que pn < p para todo n ∈ N. Este último caso también es imposible ya que

si Q := P \ {p1, p2, . . .} fuera distinto del vaćıo Q 6= ∅, entonces [{p1, p2, . . .}, Q]

seŕıa un corte de Dedekin, y, por hipótesis, {p1, p2, . . .} tendŕıa que tener un último

elemento. Concluimos pues que P = {p1 < p2 < . . .} y por tanto P = ω.

2.2. Números Ordinales

Definición 2.38. ([8, pág 41]) Diremos que (P,<) es bien ordenado si cada

suborden suyo (Q,<Q) no vaćıo tiene un primer elemento.

Definición 2.39. ([6, pág 176]) Se define como números ordinales a los tipos

de orden de los conjuntos bien ordenados.
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Antes de ver las propiedades espećıficas de los números ordinales conviene un

estudio más general de los conjuntos bien ordenados.

Definición 2.40. ([6, pág 135]) A ⊂ P será segmento terminal si dado a ∈ A

y p ∈ P tales que a < p, entones p ∈ A.

Teorema 2.41. ([8, pág 41]) Todo conjunto (A,<) infinito, no vaćıo y bien or-

denado contiene un subconjunto con tipo ω

Demostración. Un conjunto dado, (A,<), no vaćıo y bien ordenado, al ser subor-

den de śı mismo, ha de tener un primer elemento a0. Si {a0} 6= A, el suborden

(A\{a0}, <) ha de tener un primer elemento a1 cumpliendo que a0 < a1 y no ha de

existir ningún a ∈ A que cumpla que a0 < a < a1 (porque si no éste seŕıa el primer

elemento, ya definido, de A \ {a0}). Si {a0, a1} 6= A nos encontramos de la misma

forma con un primer elemento a2 para el suborden (A \ {a0, a1}, <) cumpliendo

que a0 < a1 < a2 y no hay elementos de A entre ellos. Aśı, por inducción hemos

encontrado una sucesión

(an)n∈N

contenida estrictamente en A. El subconjunto formado por los elementos de la

sucesión tiene, evidentemente, tipo ω.

Corolario 2.42. ([8, pág 41]) (A,<) es bien ordenado si, y solamente si, cada

segmento terminal no vaćıo tiene un primer elemento.

Los siguientes tres resultados nos darán luz sobre las particularidades de los orden-

isomorfismos entre conjuntos bien ordenados.

Proposición 2.43. ([4, pág 18]) Si (A,<) es bien ordenado y f : A −→ A es un

orden-isomorfismo, entonces x ≤ f(x) para cada x ∈ A.

Demostración. Consideremos el subconjunto X = {x ∈ A : f(x) < x} y su-

pongámoslo X 6= ∅. Sea z ∈ (X,<) el primer elemento de X; entonces f(z) < z

y f (f (z)) < f (z), f (z) ∈ X, en clara contradicción con que z sea el mı́nimo de

X.
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Corolario 2.44. ([4, pág 18]) El único isomorfismo posible de un (A,<) bien

ordenado en śı mismo es la identidad (aquel que cumple que f(a) = a para cada

a ∈ A.

Demostración. Por la proposición justo anterior cada posible isomorfismo f de

esta naturaleza ha de ser a ≤ f(a) y a ≤ f−1(a).

Corolario 2.45. ([4, pág 18]) Solo hay un posible isomorfismo entre dos conjuntos

(A1, <1), (A2, <2) isomorfos y bien ordenados.

Uno de los resultados que caracteriza la naturaleza de los conjuntos bien ordenados

es el siguiente:

Proposición 2.46. Basado en ([4, pág 18]) Ningún (A,<) bien ordenado es iso-

morfo a un segmento inicial propio de śı mismo.

Demostración. Si f : A −→ Aa fuera un orden-isomorfismo, ocurriŕıaa que f(a) <

a para cada a ∈ A, contradiciendo a la proposición 2.43.

Por todos es conocido el Principio de Inducción Finita, el cual, si P (a) significa

que aplicar al elemento a la propiedad P , afirma:

Teorema 2.47 (Principio de Inducción Finita). (Basado en [6, pág 179]) Sea

(A,<) finito o con tipo ω. Llamemos a0 a su primer elemento. Supongamos P una

cierta propiedad que cumple:

P (a0) es cierta.

Si P (a) es cierta, entonces para b sucesor inmediado7 de a en A, también

P (b) es cierta.

Podemos concluir que P (a) es cierta para todo a ∈ A.

7Primer elemento del segmento terminal de todos los elementos mayores que a
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El Principio de Inducción finita no es válido para todo para todo conjunto bien

ordenado. Para cerciorarnos de esto último basta ver, entre tantos existentes, el

siguiente contraejemplo (extráıdo de [6, pág 179]):

Ejemplo 2.1. Consideremos (N, <0), donde <0 sitúa primero de forma sucesiva

todos los impares y luego todos los pares

1 <0 3 <0 5 <0 . . . <0 0 <0 2 <0 4 <0 . . .

Aśı (N, <0) tiene tipo ω + ω = ω2 y dados n,m ∈ N, el primero es sucesor

inmediato del segundo solamente si n = m + 2. Consideremos la propiedad P de

ser impar. Si P (a) es cierta, para un sucesor inmediato suyo b = a + 2 también

P (b) es cierta, pero, evidentemente, P (a) no es cierta para cada a de nuestro

conjunto ordenado.

Es necesario un nuevo principio de inducción que abarque la naturaleza de todos

los conjuntos bien ordenados:

Teorema 2.48 (Principio de Inducción Transfinita). basado en ([6, pág 180])

Sea (A,<) bien ordenado con primer elemento a0. Supongamos P una cierta pro-

piedad que cumple:

P (a0) es cierta

Si P (a) es cierta y existe b sucesor inmediado de a, también (P (b)) es cierta.

Si c := sup{x ∈ C }, con C un cierto segmento inicial y P (x) es cierta para

cada x ∈ C, también P (c) es cierto.

Entonces P (a) es cierto para todo a ∈ A.

Demostración. Se desprende de manera inmediata del hecho de que el subconjun-

to {a′ ∈ A P (a′) es cierta } es vaćıo porque es imposible que tenga un primer

elemento.
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El teorema que viene ahora caracteriza un orden entre todos los conjuntos bien or-

denados, en particular permitirá ordenar cualquier conjunto formado enteramente

por conjuntos bien ordenados.

Teorema 2.49. Dados (A,<A) y (B,<B) bien ordenados, ha de ocurrir una, y

solo una, de las siguientes afirmaciones:

a) A es orden-isomorfo a B (tienen igual tipo de orden, A1 = A1).

b) A es isomorfo a un solo segmento inicial de B (diremos que A < B).

c) B es isomorfo a un solo segmento inicial de A (diremos que B < A).

Demostración. Sea [a0, a) := {x : a0 ≤ x < a}. Si a0 y b0 son respectivamente los

primeros elementos de A y B, para probar el teorema bastará aplicar el Principio

de Inducción Transfinita a la propiedad

P (a) :=











o bien B es orden-isomorfo a un segmento inicial propio de A [a0, a
′) ⊆ [a0, a)

o bien [a0, a) es orden-isomorfo a un segmento inicial propio de B [b0, b)

sabiendo que, evidentemente, P (a0) es cierta. La unicidad de los ordenes-isomorfismos

entre los conjuntos bien ordenados, vista en 2.45, completa de manera automática

el resto de la prueba.

Nota 2.50. En el teorema anterior 2.49 le hemos dado un orden-total, en particular

un buen orden, a la totalidad de los conjuntos bien ordenados. En particular, lo

hemos hecho para los números ordinales.

La siguiente es otra forma de caracterizar un conjunto bien ordenado:

Proposición 2.51. de ([8, pág 42]) (A,<) es bien ordenado si, y solamente si no

contiene suborden alguno con tipo ω∗
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Demostración. Si contuviera A un suborden de tipo ω∗, dicho suborden no tendŕıa

un primer elemento (lo que contradice la hipótesis de buen orden). Rećıprocamente,

si (B,≺) es un suborden sin primer elemento, podremos elegir elementos b0 ≻ b1 ≻

b2 ≻ . . . de forma consecutiva para obtener un suborden (B′,≺) de B, y por tanto

suborden de A, con tipo ω∗.

Nota 2.52. Evidentemente cada conjunto bien ordenado será isomorfo a un único

número ordinal por tratarse estos de clases de equivalencia.

Nota 2.53. Conviene recordar en este punto que cada número ordinal, según lo

hemos definido, también es un conjunto bien ordenado. Un caso particular de

número ordinal es el tipo ω ya estudiado en 2.1.4 (de hecho es el menor número

ordinal infinito existente).

Lema 2.54. Ningún conjunto bien ordenado sin último elemento puede ser iso-

morfo a otro que śı lo tenga.

Demostración. Se desprende de la caracterización hecha en 2.49.

Definición 2.55. de ([8, pág 48]) y ([6, pág 177]) Por el lema anterior 2.54 pode-

mos distinguir dos tipos de números ordinales:

Diremos que un ordinal α es un ordinal sucesor si existe otro ordinal β

tal que α = β + 1, es decir, si α es el tipo de un bien ordenado con último

elemento.

Por el contrario un ordinal α será a partir de ahora un ordinal ĺımite si es

el tipo de un bien ordenado sin último elemento, y por tanto α := sup{β :

β < α} (porque para cada β < α debe existir un γ tal que β < γ < α).

Nota 2.56. Consideraremos 0 como el tipo de ∅ (0 = ∅).

Teorema 2.57. de ([8, pág 48]) Sean τ un número ordinal y T := {α ordinal :

α < τ}. Entonces T y τ son orden-isomorfos (en particular el tipo de T es τ ,

T = τ).
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Demostración. Sea P un conjunto con tipo τ . Sabemos que para todo α < τ existe

un pα ∈ P tal que Ppα = α.

La aplicación

Φ: T −→ P

α 7−→ pα

es claramente un isomorfismo. El teorema queda probado.

Nota 2.58. de ([4, pág 20]) A partir de este momento podremos hablar indis-

tintamente del ordinal τ o del conjunto de todos los ordinales menores que él.

Igualmente nos podemos referir al hecho de que α < τ de esta manera o dicien-

do que α ∈ τ por identificación del ordinal con el segmento inicial de los que le

preceden.

Nota 2.59. de ([4, pág 20]) Conviene hacer ahora mención al hecho evidente (por

2.57) de que, para cualquier ordinal α, α ∪ {α} es también ordinal; de hecho

α
⋃

{α} = inf{β : β > α} = α + 1

.

Proposición 2.60. basado en ([4, pág 20]) La unión e intersección de cualquier

conjuntos de ordinales es también un ordinal.

Demostración. Se desprende de forma directa del hecho de poder identificar cada

ordinal con un segmento inicial.

Corolario 2.61. Si α es un ordinal ĺımite, entonces

α = sup{β : β < α} =
⋃

β<α

β

Proposición 2.62. (basado en ([8, pág 54-55]) Cada ordinal α se puede expresar

de forma única de la forma α = β + n con β un ordinal ĺımite y n otro finito.

Demostración. Procedamos por inducción transfinita:

Es evidente que 0 = 0 + 0
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Si α > 0 es un ordinal ĺımite α = α + 0.

Finalmente, para cualquier ordinal sucesor también se verifica la expresión que

buscamos, ya que si α = β+n, entonces α+1 = (β+n)+ 1 = β+(n+1). Y ésta

es única, porque si además fuera α+1 = β′+n′, seŕıa n′ > 0 por ser α+1 sucesor,

y entonces n′ = m′+1 y α = β′+m′ contradiciendo la hipótesis de inducción.

Llegados a este punto es conveniente hacer referencia a una particularidad de la

suma de ordinales, ya que, si bien ésta ha quedado definida por la de tipos de

orden en 2.6 al serlos también los ordinales, para éstos no necesitamos necesa-

riamente el uso del Axioma de Elección (como si ocurŕıa en 2.7), ya que, dada

una familia {αi : i ∈ (I, <I)} de ordinales, basta tomar en el lugar de cada

segmento Xi de 2.7 al conjunto de elementos predecesores de αi (cuya existencia

ya está ligada a la del propio ordinal y no necesitando pues el Axioma de Elección).

Pero nadie ha dicho que la suma de ordinales sea a su vez un número ordinal. Para

ello necesitamos la condición del siguiente teorema:

Teorema 2.63. (de ([6, pág 187]) Sean (I, <I) bien ordenado y {αi : i ∈ (I, <I)}

una familia de ordinales. Entonces

∑

i∈I

αi

es también un ordinal.

La demostración de 2.63 se sigue de forma directa de la veracidad del siguiente

lema:

Lema 2.64. (de ([6, pág 187]) Sean (I, <I) bien ordenado y (X,<) con X de la

forma X = ∪i∈ISi con cada Si bien ordenado como suborden de X (con Si < Sj

para cada i < j). Entonces X es también un conjunto bien ordenado.

Demostración. Sean E ⊆ X no vaćıo y

J = {i ∈ I : Si ∩ E 6= ∅}
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Salta a la vista que, como E 6= ∅, J 6= ∅ y que al ser subconjunto de I, j es bien

ordenado. Llamemos i0 al primer elemento de J .

Por el buen orden de Si0 y por el hecho de que (Si0 ∩ E) ⊆ Si0 también nos

encontramos con que (Si0 ∩E) ha de tener un primer elemento p0. De hecho p0 es

también el primer elemento de E

Finalmente concluimos que, al ser X subconjunto de śı mismo, X ha de tener

primer elemento y por tanto, por su naturaleza en nuestras hipótesis, es también

un conjunto bien ordenado.

La propiedad cancelativa en la suma de ordinales se verifica de la siguiente forma:

Proposición 2.65. (de ([10, pág 236])

a) α1 < α2 ⇐⇒ β + α1 < β + α2

b) α1 = α2 ⇐⇒ β + α1 = β + α2

Demostración. a) Si α1 < α2, el resultado se desprende del hecho de que

β + α1 = β ∪ {β + γ : γ < α1}

Reciprocamente, solo es posible que α1 < α2 ya que si α2 < α1 seŕıa

β + α1 > β + α2 y si se diera la igualdad α1 = α2 también se daŕıa que

β + α1 = β + α2

b) Una implicación es directa por el apartado anterior. En cuanto a la otra, si

fueran distintos, α1 6= α2, usando también el apartado ya visto, no se podŕıa

dar en ningún caso lo que buscamos.

Si bien hemos probado que se cumple la propiedad cancelativa por la izquierda,

por la derecha no se puede afirmar en general que se cumple . Lo más parecido a

lo que podemos llegar es a esto:
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Proposición 2.66. (de ([10, pág 236]) Si α1 < α2, entonces α1+β ≤ α2+β para

cualquier ordinal β

Demostración. Usaremos inducción sobre β. Para β = 0 es evidente. Supongamos

ahora que se cumple para todo 0 < δ < β. Sabemos que para cada ordinal ξ ocurre

ξ < α2 + β si, y solamente si, ocurren una de las dos siguientes:

Que sea ξ < α1. En este caso, como por hipótesis α1 < α2, tenemos que

ξ < α2 ≤ α2 + β.

Que existe un δ′ < β tal que ξ = α1+ δ′. Aplicando la hipótesis de inducción

tenemos que ξ = α1 + δ′ ≤ α2 + δ′ < α2 + β

Veamos ahora cómo y en qué contexto tiene sentido la resta de ordinales:

Teorema 2.67. (de [9, pág 278]) Sean α > β dos ordinales cualesquiera. Entonces

existe un único ordinal γ tal que

α = β + γ

al que denotaremos como γ := α− β

Demostración. Sean A con tipo α y B un segmento inicial suyo con tipo β. Sea

ahora C := ArB con tipo γ := C. Sabemos que C 6= ∅ porque A > B; aśı sabemos

que existe el ordinal del enunciado.

Para probar la unicidad supongamos que existe γ1 6= γ para el que β + γ = α =

β + γ1. Podemos suponer también, sin pérdida de generalidad, que γ > γ1, con lo

que existirá otro ordinal δ tal que γ = γ1 + δ. Aśı

α = β + γ = β + (γ1 + δ) = (β + γ1) + δ = α + δ

lo cual es imposible.
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Corolario 2.68. Una de las implicaciones del segundo apartado de 2.65 se des-

prende también de la unicidad del teorema anterior 2.67, ya que si β+ γ = β+ γ1

entonces γ = γ1.

Corolario 2.69. (de [9, pág 279]) Dados dos ordinales α > β se cumple que

δ (α− β) = δα− δβ para delta ordinal cualquiera.

Demostración. Si γ = α− β, tenemos que γ es el único ordinal tal que α = β + γ

con lo que

δα = δ(β + γ) = δβ + δγ

y por tanto δα− δβ = δγ = δ(α− β).

Es conveniente en este punto hacer referencia a que el producto de ordinales,

aunque queda caracterizado completemente por la definición general dada para

cualesquiera tipos de orden en 2.12, cumple lo siguiente:

Teorema 2.70. (([9, pág 191]) El producto cartesiano de dos conjuntos bien or-

denados también es bien ordenado usando el orden antilexicográfico visto en 2.12.

Demostración. Sean α y β dos ordinales cualesquiera. El resultado para su pro-

ducto es evidente si uno de los dos, o los dos, es nulo. Aśı supongamos que los

dos son no nulos. Sean A y B dos conjuntos con tipos α y β respectivamente. Si

P := A× B ( P = α · β), ¿es P bien ordenado?.

Si C es un subconjunto no vaćıo cualquiera de P , existe un a ∈ A para el que hay

al menos un b ∈ B tal que (a, b) ∈ C. Por el buen orden de A existe el primero

de tales elementos, que denotaremos por a1. Por la misma razón, sea b1 el primer

elemento de B para el que (a1, b1) ∈ C. Es evidente que (a1, b1) es el primer ele-

mento de C por el orden antilexicográfico.

Hemos probado que todo subconjunto de P tiene primer elemento; aśı, por lo visto

en 2.42, P es bien ordenado.

Corolario 2.71. El producto de ordinales es a su vez un ordinal
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Un teorema que nos acerca aún más al trato de estos ”números”, infinitos en su

mayoŕıa, como números usuales es el siguiente:

Teorema 2.72. (Algoritmo de la división)(de ([6, pág 191])

Sean α > 0 y β. Entonces existen dos únicos ν y ξ ordinales tales que ξ < α y

β = αν + ξ

Demostración. Sea µ el primer ordinal αµ > β (con lo que µ ≤ β + 1). Si µ fue-

ra un ordinal ĺımite, β seŕıa una cota superior de E := {αδ : δ < µ}, lo que

implicaŕıa la contradicción de que αµ = supE ≤ β. Aśı µ ha de ser un ordinal

de la forma µ = ν + 1 para cierto ordinal ν, con lo que αν ≤ β. Basta tomar ξ

el único γ del teorema 2.67 tal que β = αν + γ. Finalmente, si no se cumpliera

ξ < α estaŕıa obligado a ser de la forma ξ = α + ρ, con ρ un cierto ordinal, y

aśı β = αν + α + ρ ≥ α(ν + 1) = αµ. Esto último es contradictorio con el hecho

de que β < αµ, con lo que necesariamente ξ < α.

Veamos ahora la unicidad de la expresión:

Supongamos que existe otra expresión de β

αν + ξ = β = αν ′ + ξ′

Por un lado no puede ser ν < ν ′, ya que si fuera aśı, seŕıa ν ′ = ν + κ para cierto

ordinal κ > 0; seŕıa αν+ ξ = αν ′+ ξ′ = α(ν+κ)+ ξ′ = αν+ακ+ ξ′, y, por tanto,

cancelando por la izquierda ξ = ακ + ξ′ > α siendo esto imposible. Por otro lado

se puede llegar a la conclusión, de forma análoga, que tampoco puede ser ν < ν ′ y,

por ello, solo puede ocurrir que ν = ν ′. Ya solo queda cancelar en αν+ ξ = αν+ ξ′

para terminar con que solo puede ser ξ = ξ′.

Iterando la multiplicación de un ordinal α sobre śı mismo la intuición sobre lo que

pudiera ser αβ, pero necesitamos una definición formal de forma transfinita:
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Definición 2.73. (de ([6, pág 192]))

αβ :=



























1 si β > 0

(αγ)α si βes ordinal sucesor β = γ + 1

supγ<β{α
γ} si β es un ordinal ĺımite

Nota 2.74. Una simple comprobación por inducción transfinita nos hace caer en

la cuenta de que para cada ordinal α > 0

0α = 0 y 1α = 1

Proposición 2.75. (de ([11, pág 194])) Para cada α > 1, β y γ, entonces se

cumple:

a) α ≤ β ⇒ αγ ≤ βγ

b) βγ > αγ ⇒ β > α

Demostración. El segundo apartado se desprende automáticamente del primero al

ser la negación del rećıproco de éste. Demostremos, pues, el primero (por inducción

transfinita):

Si γ = 0 se cumple de forma evidente.

Supongamos que se cumple αδ ≤ βδ para todo δ < γ.

Si γ es un ordinal sucesor para cierto ν < γ, γ = ν + 1, basta escribirlo para ver

que

αγ = αδ+1 = αδα ≤ βδβ = βδ+1 = βγ

Si por el contrario γ es un ordinal ĺımite, entonces αγ = sup{αδ : δ < γ}. Como

,por otro lado, βγ = sup{βδ : δ < γ}, también nos encontramos con que βδ ≤ βγ.

Y aśı, αδ ≤ βγ para cada δ < γ. Nos hemos encontrado con que βγ es cota superior

de {αδ : δ < γ}, es decir, αγ ≤ βγ.
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Veamos ahora dos proposiciones, junto con un lema previo, que nos dan las reglas

básicas para trabajar en forma exponencial con ordinales.

Lema 2.76. (de [7, pág 39]) Sea ξ un ordinal ĺımite cualquiera, entonces se cumple

que:

a) supθ<ξ{α + θ} = α + ξ

b) supθ<ξ{α · θ} = α · ξ

Nota 2.77. En general esta propiedad no se cumple ni para supθ<ξ{θ+α} ni para

supθ<ξ{θ·α} ya que, por ejemplo supn<ω{n+omega} = ω 6= ω+ω = supn<ω{n}+ω

y supn<ω{n · omega} = ω 6= ω · ω = supn<ω{n} · ω.

Demostración. a) Sabemos que supθ<ξ{α + θ} ≤ α + ξ. Por otro lado, sabemos

que para cualquier ordinal γ < α+ ξ, o bien γ < α, o bien existe δ < ξ tal que

γ = α+ δ. Visto esto, podemos concluir que γ no puede ser supθ<ξ{α+ θ}, con

lo que solamente se puede verificar la igualdad del enunciado.

b) La prueba es análoga.

Proposición 2.78. (de [7, pág 44]) Para cada tres ordinales α, β, γ se cumple que

αβ · αγ = αβ+γ

Demostración. Demostrémoslo por inducción transfinita sobre γ: Si γ = 0 es evi-

dente que se cumple el enunciado. Supongamos ahora que para todo δ < γ nos

encontramos con que αβ · αδ = αβ+δ. Veamos que ocurre con γ:

1. Si γ es un ordinal sucesor de la forma γ = δ′ + 1 para algún δ′ < γ:

αβ · αγ = αβ · αδ′+1 = αβ+δ′ · α = αβ+δ′+1 = αβ+γ
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2. Si, por el contrario, γ es un ordinal ĺımite de la forma γ = supδ<γ{δ} tenemos

que αγ = supδ<γ{α
δ}. Usando ahora el lema anterior 2.76:

αβ · αγ = αβ · sup
δ<γ

{αδ} = sup
δ<γ

{αβ · αδ} = sup
δ<γ

{αβ+δ} = αβ+γ

Proposición 2.79. (de ([7, pág 44])) Para cada tres ordinales α, β, gamma se

cumple que

(αβ)γ = αβγ

Nota 2.80. (de ([11, pág 196]))

En general (αβ)γ 6= αγβγ, ya que por ejemplo

(2 · 2)ω = 4ω = sup{4n : n < ω} = ω 6= ω2 = ωω = 2ω2ω

Demostración. Se comprueba su veracidad, de forma análoga a la proposición justo

anterior, haciendo inducción transfinita sobre γ.

De forma natural llamamos

ωω := sup{ωn : n < ω}

Nos encontramos ahora con la cadena de desigualdades

ωω < ωω+1 < . . . < ωω+ω < . . . < ωω+ωω = ωω2 < . . . < ωωω = ωω+1 < . . . < ωωn

< ωωω

Sabemos que todo n número natural, podemos expresarlo de forma única en base

b > 1, es decir,

n = d1b
p1 + d2b

p1 + . . .+ dkb
pk

con p1 > p2 > . . . > pk ≥ 0, b > dk > . . . > d1 > 0 con k ∈ K. El siguiente

resultado nos trae la manera de expresar todo ordinal en ”base ω”:
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Teorema 2.81. (Forma Normal de Cantor)(basado en ([8, pág 204])) Todo

ordinal α se puede expresar de forma única de la siguiente manera:

α = ωα1n1 + ωα2n2 + . . .+ ωαknk

con α1 > α2 > . . . > αk ordinales y k, n1, n2, . . . , nk, k ∈ N

Demostración. Llamando β al primer ordinal para el que α < ωβ, la veracidad del

teorema se sigue de forma rutinaria por inducción transfinita sobre α.



Caṕıtulo 3

La Cantidad

En este caṕıtulo trataremos los resultados más importantes sobre la idea de canti-

dad de elementos que tiene un conjunto con el concepto de cardinal o potencia de

un conjunto; para ello solo tendrá que dejar de importarnos el orden el los orden-

isomorfismos vistos en 2. De ahora en adelante, siguiendo la notación de Cantor,

denotaremos con A ∽ B la existencia de una biyección entre dos conjuntos A y

B; es evidente que la existencia de una biyección garantiza que la cantidad de

elementos en los dos conjuntos es la misma.

3.1. Definición a Partir de los Ordinales

Antes de definir de forma definitiva lo que entenderemos como número cardinal

definiremos lo siguiente:

Definición 3.1. [10, pág 246] Llamaremos ordinal inicial a un cierto ordinal α

si cumple la propiedad de que no existe ninguna biyección entre él y ningún β < α,

α 6∽ β.

Sabemos que a cada conjunto bien ordenado le corresponde un único número

ordinal por ser este último una clase de equivalencia. El siguiente resultado nos da

la luz necesaria a la cuestión análoga para ordinales iniciales:

45
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Proposición 3.2. [10, pág 246] Para cada conjunto bien ordenado existe un único

ordinal inicial con el que se puede establecer una biyección.

Demostración. Sea X un conjunto bien ordenado. Sea α el único ordinal para el

que existe un orden-isomorfismo f : X −→ α.

Sea ahora α0 el primer ordinal para el existe una biyección f0 : X −→ α0. Resulta

que α0 es un ordinal inicial, ya que, si éste no lo fuera existiŕıa un β < α0 tal que

β ∽ X ∽ α0 contradiciendo el hecho de ser α0 ordinal inicial.

Por último, si existiera un siguiente ordinal inicial α1 6= α0 con f1 : X −→ α1

biyección, tendŕıamos que α1 ∽ X ∽ α0. Esto último contradice a la definición de

ordinal inicial, por lo que α0 es el ordinal inicial único que buscábamos.

Corolario 3.3. El Axioma de Elección implica la veracidad de la proposición 3.2,

no ya para todo conjunto bien ordenado, sino para todo conjunto en general.

Demostración. Se desprende del hecho de que el Axioma de Elección es equivalente

al hecho de que todo conjunto se pueda bien-ordenar (véase 4.1.2).

Definición 3.4. [10, pág 246] Dado un conjunto X cualquiera, definimos como

cardinal de X, |X|, como el único ordinal inicial α tal que X ∽ α.

Nota 3.5. Por la buena ordenación de todo conjunto que se desprende de él, usando

el Axioma de Elección, por lo visto en el caṕıtulo anterior en 2.49, dados dos

números cardinales cualesquiera α y β, o bien se da que α ≤ β, o bien β ≤ α.

Nota 3.6. Las definiciones de conjunto finito y conjunto infinito que dimos en 2.34

concuerdan ahora exactamente con la noción de que un conjunto tenga cardinal

finito o infinito.

Teorema 3.7. 1(basado en ([10, pág 163])) Para todo conjunto A se cumple que

|A| < |P(A)|

donde P(A) denota el conjunto de partes de A (el conjunto de todos sus sub-

conjuntos).

1Teorema demostrado originalmente por Cantor en 1891
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Demostración. Si A = ∅ el resultado es evidente. Aśı pues, supongamos A 6= ∅.

Por un lado la aplicación

Φ: A −→ P (A)

a 7−→ {a}

es inyectiva, con lo que |A| ≤ P (A). Más generalmente, considerando cualquier

aplicación

F : A −→ P (A)

ocurre que el conjunto S := {a ∈ A : a /∈ F (a)} ⊆ A no está en F (A), S /∈ F (A).

Como es imposible que cualquier F sea suprayectiva, Φ tampoco lo es y, por tanto,

podemos concluir que |A| < P (A).

Corolario 3.8. Para cualquier número cardinal cualquiera siempre existe otro

número cardinal mayor.

Definición 3.9. [10, pág 247] Dado un conjunto cualquiera A llamamos número

de Hartogs de A, h(A), al mı́nimo ordinal para el que no existe ninguna biyección

entre él y subconjunto alguno de A, es decir,

h(A) := mı́n{α : α 6∽ X ∀X ∈ P(A)}

Proposición 3.10. [10, pág 247] Para todo conjunto A su número de Hartogs

h(A) es un ordinal inicial

Demostración. Supongamos que existiese un β < h(A) para el que β ∽ h(A). Por

definición de número de Hartogs, al ser β < h(A), existiŕıa X ∈ P(A) tal que

X ∽ β ∽ h(A) lo cual es imposible.
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Es evidente que el primer ordinal inicial infinito es el propio ω. A continuación

vamos a definir por inducción transfinita una sucesión de ordinales iniciales:



























ω0 := ω

ωα+1 := h(ω) para todo ordinal α

ωα := sup{ωβ : β < α} si α 6= 0 es un ordinal ĺımite

Nos falta asegurarnos que todos ordinal inicial infinito se encuentran en nuestra

sucesión. Para ello está las dos siguientes proposicines:

Proposición 3.11. [10, pág 247] Para cada ordinal α, ωα es un ordinal inicial

infinito

Demostración. Procedamos por inducción tansfinita sobre α. Por la definición que

hemos hecho de ωα solo es necesario comprobar el caso en que α 6= 0 es un ordinal

ĺımite. Aśı, supongamos que ωα no es un ordinal ĺımite; existirá γ < ωα tal que

γ ∽ ωα. Por ser α un supremo que no se alcanza, ha de existir también un β < α

para el que γ < ωβ y además β + 1 < α. Hemos llegado al punto en que

|ωα| = |γ| = |ωβ| < |ωβ+1| ≤ |ωα|

lo cual es imposible.

Proposición 3.12. [10, pág 247] Cada ordinal inicial infinito ha de ser de la

forma ωα para algún α.

Demostración. Para cada ordinal α se verifica (de manera rutinaria por inducción

transfinita) que α ≤ ωα. Sea Ω un ordinal inicial infinito cualquiera, entonces es

clara que existe un ordinal α para el que Ω < ωα; aśı, será suficiente probar que

para cada Ω existe un ordinal γ < α para el que Ω = ωγ. Hagamos esto último por

inducción transfinita sobre α suponiendo que es cierto para todo β < α (porque

para α = 0 es evidentemente cierto): por un lado, si α = β + 1, resulta que
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Ω < ωα = h (ωβ) y, por tanto, Ω ≤ ωβ y (por la hipótesis de inducción) existe un

γ ≤ β < α para el que Ω = ωγ; por otro lado si α 6= 0 fuera un ordinal ĺımite,

ocurriŕıa que Ω < ωα = sup{ωβ : β < α} y, por tanto, existe β < α para el que

Ω < ωβ ≤ ωα y basta volver a aplicar la hipótesis de inducción.

Tras este último resultado sabemos que cada número cardinal, definido en 3.4,

mientras sigamos haciendo uso del Axioma de Elección, será un ordinal inicial, y

cada número ordinal inicial será un cardinal. Para los cardinales infinitos usaremos

la notación ℵα := ωα cada vez que queramos hacer énfasis en su naturaleza de

cardinal sobre la de ordinal; por el contrario mantendremos la notación de ωα

cuando los usemos como solamente como ordinales.

Definición 3.13. A cada número cardinal infinito de la forma ℵα para un cierto

ordinal α lo llamaremos número aleph.

Nota 3.14. Bajo la suposición del Axioma de Elección, cada número cardinal o bien

es un número natural o bien es un aleph. Sin el amparo de este axioma los alephs

seguirán siendo cardinales, pero no podremos asegurar la no existencia de otros

cardinales infinitos entre cada dos alephs. Más adelante, en 4.2 veremos que la

Hipótesis Generalizada del Continuo implica la veracidad del Axioma de Elección.

Proposición 3.15. Cada cardinal infinito menor que un cierto aleph es también

un aleph

Demostración. Se desprende del hecho de que los subconjuntos de conjuntos bien

ordenados también lo son.

Teorema 3.16. (de ([12, pág 351])) El supremo (la unión) de un conjunto cual-

quiera de cardinales es a su vez un cardinal

Demostración. Dado A un conjunto cualquiera de cardinales definamos κ := ∪µ∈A.

Si κ no fuese cardinal, debeŕıa exitistir un cardinal α < κ tal que α ∼ κ (α = |α| =

|κ|). Aśı, existiŕıa otro cardinal ϑ ∈ A tal que α < ϑ, y, como |α| ≤ |ϑ| ≤ |κ| = |α|,
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entonces |ϑ| = |κ| = α. Como esto contradice que ϑ sea cardinal, queda probado

que κ śı lo es.

3.2. Aritmética Cardinal

Definición 3.17. (de ([13, pág 82])) Dados dos números cardinales κ0 y κ1 se

define su suma como

κ0 + κ1 = | (k0 × {0})
⋃

(k1 × {1}) |

Proposición 3.18. La suma de cardinales definida en 3.17 es conmutativa y aso-

ciativa

Definición 3.19. (de ([13, pág 82])) Dados dos números cardinales κ0 y κ1 se

define su producto como

κ0 · κ1 = | (k0 × {0})× (k1 × {1}) |

Proposición 3.20. El producto de cardinales definido en 3.19 es conmutativo,

asociativo y distributivo respecto a la suma de cardinales.

Definición 3.21. basado en ([10, pág 167]) Dados dos conjuntos A y B con

respectivos cardinales |A| = κ0 y |B| = κ1, si A
B := {f : f : B −→ A} definimos

κκ1
0 := |AB|.

Proposición 3.22. ([10, pág 168]) Dados λ, µ y κ cardinales. Entonces se cumple

que:

a) κλ · κµ = κλ+µ

b) κλµ = κλ·µ

Nota 3.23. No es igual la exponenciación ordinal que la cardinal, ya que por ejem-

plo 2ω y ωω son ordinales numerables pero 2ℵ0 = ℵℵ0
0 no
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Teorema 3.24. (de ([10, pág 168])) Si |A| = κ se tiene que |P (A)| = 2κ, donde

2 = {0, 1}

Demostración. Sea {0, 1}A := {f : A −→ {0, 1}}. Evidentemente |{0, 1}A| = 2κ.

Sabemos que para todo B ⊆ A la función caracteŕıstica

χB(a) =











1 si a ∈ B

0 si a 6∈ B

pertenece a {0, 1}A. Finalmente, la función que asocia a cada subconjunto de A

su función caracteŕıstica es, de forma evidente, una biyección.

Si bien las siguientes dos proposiciones también se pueden demostrar por el Pro-

cedimiento Diagonal de Cantor visto en 1.4, se han preferido por simplicidad estas

demostraciones:

Proposición 3.25. ([4, pág 75]) Si A y B son dos conjuntos numerables, su

producto cartesiano A× B también los es.

Demostración. Basta considerar la biyección f (k1, k2) := 2k1 (2k2 − 1) − 1 entre

N× N y N.

Corolario 3.26. De 3.25 y 3.19 se desprende que ℵ0 · ℵ0 = ℵ0.

Proposición 3.27. ([4, pág 75]) La unión numerable de conjuntos numerables es

un conjunto numerable.

Demostración. Sea X = (Xn)n∈N una familia numerable cualquiera con cada Xn

numerable. Veamos que
⋃

Xn∈X
Xn es un conjunto numerable.

Como Xn es numerable, también será de la forma Xn = (xn
k)k∈N. Como la aplica-

ción

f : N× N −→
⋃

Xn∈X
Xn

(n, k) 7−→ xn
k

es claramente una biyección, basta usar 3.25 para concluir que
⋃

Xn∈X
Xn ∽ N×

N ∽ N
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Proposición 3.28. El cardinal del conjunto de los números reales es exactamente

el de el conjunto de partes de los naturales, es decir,

|R| = 2ℵ0

Demostración. (basada en [10, pág 170]) Cada x ∈ R es ĺımite de una sucesión

de Cauchy racional. Si denotamos con C al conjunto de las sucesiones de Cauchy

racionales, nos encontramos con que

|R| ≤ |C| ≤ |P (N×Q) | = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0

El enunciado se desprende de juntar lo anterior al hecho de que

2ℵ0 = 2|N| = |{0, 1}N| ≤ |R|

La aritmética cardinal adquiere todo su potencial a partir del siguiente resultado

(que hace uso del Axioma de Elección).

Teorema 3.29. Para todo κ ≥ ℵ0 cardinal infinito se cumple que κ · κ = κ

Demostración. Ya sabemos que κ ≤ κ·κ, bastará probar que κ·κ ≤ κ. Procedamos

por inducción finita: Ya hemos visto en 3.26 que para κ = ℵ0 es cierto. Supongamos

ahora que es cierto para cada cardinal infinito σ < κ. Vamos a definir un buen

orden ≺ para κ× κ de la siguiente manera: para (τ1, η1) , (τ1, η1) ∈ (κ× κ)

(τ1, η1) ≺ (τ1, η1) ∈ (κ× κ) ⇐⇒

⇐⇒



























max{τ1, η1} < max{τ2, η2}

o si ocurre que max{τ1, η1} = max{τ2, η2} ocurre que τ1 < τ2

o si ocurre que max{τ1, η1} = max{τ2, η2} y τ1 = τ2 ocurre que η1 < η2
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Definamos para cada ξ < κ el conjunto Aξ := {(τ, η) : max{τ, η} = ξ}. Aśı, cada

Aξ quedará ordenado de la siguiente forma:

(0, ξ) ≺ (1, ξ) ≺ . . . (ξ, 0) ≺ (ξ, 1) ≺ . . . (ξ, ξ)

y por tanto su tipo será Aξ = ξ+ ξ+1. Tenemos en este punto a nuestro conjunto

bien ordenado y en forma de unión de otros de la siguiente forma: (κ× κ,≺) =
⋃

ξ<κ Aξ. Cada segmento inicial propio de (κ× κ,≺), para algún α tal que ω ≤

α < κ, está incluido en una unión de la forma
⋃

ξ<α Aξ con cardinal acotado por

κ porque

|
⋃

ξ<α

Aξ| =
∑

ξ≤α

(|ξ|+ |ξ|+ 1) ≤
∑

ξ≤α

(|α|+ |α|+ 1) =

= (|α|+ |α|+ 1) · |α| ≤ (3|α|) · |α| = 3|α|2 = 3|α| ≤ |α|2 = |α| ≤ α ≤ κ

Aśı cada segmento inicial propio tiene tipo menor que κ y, por tanto, para todo el

conjunto (κ× κ,≺) tenemos que κ× κ ≤ κ.

Nota 3.30. Haciendo uso de la notación de los alephs el teorema 3.29 se traduce

en que, para todo ordinal α, siempre se cumple que

ℵα · ℵα = ℵα

Corolario 3.31. ([13, pág 86]) Sean κ y λ dos cardinales tales que λ ≥ ℵ0 y

κ ≤ λ. Se cumple entonces que

κ+ λ = κ · λ = λ

Demostración. Haciendo uso de 3.29 tenemos por un lado que

λ ≤ κ+ λ ≤ λ+ λ = 2 · λ ≤ λ · λ = λ

y por otro lado que

λ ≤ κ · λ ≤ λ · λ = λ

De la primera obtenemos que κ+ λ = λ y de la segunda que κ · λ = λ.
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Nota 3.32. De nuevo, bajo la notación de los alephs, el teorema 3.31 se traduce en

que, para cualesquiera α y β ordinales, siempre se cumple que

ℵα + ℵβ = ℵα · ℵβ = ℵmax{α, β}

Proposición 3.33. Para cualquier cardinal κ ≥ ℵ0, el cardinal del conjunto de

todos los ordinales con cardinal κ es h (κ).

Corolario 3.34. ([13, pág 87]) Para cada ordinal α se cumple que ℵα =
∑

β≤α ℵβ

Demostración. Por 3.33 tenemos que

ℵα = ℵ0 +
∑

α<β

ℵβ+1 ≥ ℵ0 +
∑

α<β

ℵβ

Aśı,

ℵα =

(

ℵ0 +
∑

α<β

ℵβ

)

+ ℵα =
∑

β≤α

ℵβ



Caṕıtulo 4

Tras Cantor

El primer gran problema con el que Cantor se topó como contra un muro fue el

hecho de si todo conjunto se puede bien-ordenar o no. Él lo supońıa cierto, pero

en sus numerosos escritos no aparece una demostración a este hecho. Años más

tarde, tras el suelo que supuso la Axiomática ZFC, se consiguió demostrar que la

veracidad del Axioma de Elección es equivalente al hecho de que todo conjunto

admita un buen orden. En este caṕıtulo veremos tanto la naturaleza, como las

equivalencias más interesantes de este famoso axioma.

Su otro gran problema no resuelto fue el de comprobar la veracidad de la Hipótesis

del Continuo. Veremos también una relación que existe entre la generalización de

ésta y el Axioma de Elección. Por último, veremos unos conjuntos especiales, con

los que Cantor se topó muy a menudo, donde la Hipótesis del Continuo siempre

se cumple.

4.1. Equivalentes del Axioma de Elección

4.1.1. Afirmaciones equivalentes al Axioma de Elección

Nota 4.1. Esta sección está basada en [14].
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Definición 4.2. Sean F una familia de conjuntos y Φ ⊂ F . Decimos que Φ es

una cadena en F si como conjunto está totalmente ordenado1 por la inclusión.

Definición 4.3. Dadas F una familia de conjuntos y F ′ ⊂ F subfamilia, fijado

un A0 ∈ F , decimos que F ′ es una torre si cumple que:

A0 ∈ F ′

Si Φ′ = {C ′
j : j ∈ J} es una cadena en F ′, entonces

⋃

j∈J C
′
j ∈ F ′

Si A ∈ F ′, entonces, dada una aplicación g : F −→ F para la que A ⊂ g (A)

y g (A)r A, se cumple que g (A) ∈ F ′

Lema 4.4. Dado un conjunto cualquiera X, sea F ⊂ P (X) tal que si Φ = {Cj :

j ∈ J} es una cadena en F , siempre se cumple que
⋃

j∈J Cj ∈ F .

Sea ahora g : F −→ F una aplicación en la que para todo A ∈ F siempre A ⊂ g (A)

y g (A)r A contiene a lo más un elemento. Entonces existe un cierto A′ ∈ F tal

que g (A′) = A′.

Definición 4.5. Decimos que una aplicación f es una función de elección sobre

un conjunto X si a cada E ⊂ X no vaćıo le asocia un elemento de śı mismo.

Equivalentemente f es una función de elección sobre una familia F si a cada

F ∈ F le asocia un elemento de śı mismo.

Definición 4.6. Una familia A es de carácter finito si, para conjunto X, X ∈ A

si, y solo si, cada subconjunto finito de X forma parte de A.

Axioma de Elección 4.7. Todo conjunto no vaćıo admite una función de elec-

ción.

Principio Maximal de Hausdorff 4.8. Cada conjunto parcialmente ordenado2

contiene un subconjunto totalmente ordenado (una cadena) maximal.

Lema de Zorn 4.9. Cada conjunto parcialmente ordenado en el que toda cadena

tiene una cota superior tiene un elemento maximal.

1 Definición en 2.1
2Definido en 2.1
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Lema de Tukey 4.10. Toda familia de carácter finito tiene un elemento maximal.

Proposición 4.11. El Axioma de Elección implica el Principio Maximal de Haus-

dorff.

Demostración. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y F la familia de todos

los subconjuntos de P totalmente ordenados. Es claro que F es no vaćıa, ya que

contiene a todos los subconjuntos de un solo elemento. Sea Φ := {Fi : i ∈ I} una

cadena cualquiera en F . Observemos que para cada par x, y ∈
⋃

i∈I Fi, existen

i1, i2 ∈ I distintos tales que x ∈ Fi1 e y ∈ Fi2 y, suponiendo sin pérdida de

generalidad que Fi1 ⊂ Fi2 , cumpliendo que x, y ∈ Fi2 , resulta que son comparables

entre śı (o bien x ≤ y, o bien y ≤ x). Aśı,
⋃

i∈I Fi es un conjunto totalmente

ordenado por la inclusión. Hemos probado que la unión de los elementos de toda

cadena en F sigue estando en F .

Por hipótesis, el Axioma de Elección provee a P de, al menos, una cierta función

de elección f .

Definamos, para cada A ∈ F , el conjunto A⋆ := {x ∈ Ac : (A ∪ {x}) ∈ F} y la

función

g : F −→ F

A 7−→ A si A⋆ = ∅

A 7−→ A ∪ {f (A⋆)} si A⋆ 6= ∅

Observamos que g cumple que A ⊂ g (A) y que g(A) r A o bien es ∅, o bien es

f (A⋆)} y, por tanto, es como mucho un conjunto unipuntual. Usando el lema 4.22

podemos asegurarnos en la existencia de un B ∈ F que cumpla que g (B) = B; en

particular cumpliendo que B⋆ = ∅. Para terminar la prueba, basta observar que,

a causa de este último hecho, B es un elemento maximal en F .

Proposición 4.12. El Principio Maximal de Hausdorff implica el Lema de Zorn.

Demostración. Sea Φ una cadena de un conjunto P parcialmente ordenado (la

existencia de esta cadena está garantizada por el propio Principio Maximal de

Hausdorff). Sea α ∈ P una cota superior de Φ; α ha de pertenecer a Φ por la

maximalidad de ésta, ya que, si esto no fuera aśı Φ ∪ {α} seŕıa una nueva cadena
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maximal. Aún más, α es un elemento maximal en P porque si α ≤ x ∈ P , entonces

x es una nueva cota superior de Φ y debe ocurrir que x ∈ Φ, pudiendo concluir

que α = x.

Proposición 4.13. El Lema de Zorn Implica el Lema de Tukey.

Demostración. Sean A una familia de carácter finito y M una cadena perte-

neciente a ella cualesquiera. El conjunto A :=
⋃

M∈M M es de carácter fini-

to porque si F ⊂ A es finito, F = {x1, x2, . . . , xp} con xi ∈ Mi para cada

i ∈ {1, 2, . . . p}, al pertenecer los M1, . . . ,Mp a una cadena, ha de existir en-

tre ellos un cierto Mk, k ∈ {1, 2, . . . p}, que los contenga a todos y, por tanto,

F = {x1, x2, . . . , xp} ∈ Mk ∈ A. Es evidente, que al ser la unión de todos sus

elementos, A es un elemento maximal de la cadena M.

Ya hemos probado que cualquier cadena en A tiene un elemento maximal; basta

poner en uso el Lema de Zorn para asegurar la existencia de un elemento maximal

en A y que, como buscábamos, que se cumple el Lema de Tukey.

Proposición 4.14. El Lema de Tukey implica el Axioma de Elección.

Demostración. Sea {Xα : α ∈ L} una familia cualquiera de conjuntos no vaćıos.

Probar la existencia de una función de elección en esta familia es equivalente a

probar la existencia de una aplicación

c : L −→
⋃

α∈L Xα

α 7−→ c(α) ∈ Xα

Consideremos la familia F := {f tal que f : LP ′ −→
⋃

α∈L Xα con L′ ⊂ L y f (α) ∈

Xα para todo α ∈ L′}.

Daremos un orden parcial a F diciendo que f ≤ g para f, g ∈ F si ocurre que

dom (f) ⊆ dom (g) y f (α) = g (α) para todo α ∈ dom (f).

F es una familia de carácter finito ya que, para f ∈ F toda restricción de f a

un conjunto finito también pertenece, de forma evidente, a F , y rećıprocamente,

si toda función resultante de restringir cualquier f a un conjunto finito pertenece
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también a F , si vemos los elementos de F como los conjuntos de pares ordenados

{(α, f (α))}α∈L′⊆L, no habrá dos pares con la misma primera coordenada dentro

del conjunto de pares ordenados de cada aplicación. Aplicando el Lema de Tukey

a F , hay un elemento maximal g ∈ F . Bastar probar que el dominio de g es

todo L, veámoslo: supongamos que existiese α ∈ L tal que α 6∈ dom (g); como

Xα 6= ∅, existiŕıa al menos un y ∈ Xα y podŕıamos formar una nueva función

g ∪ {(α, y)} ∈ F contradiciendo la maximalidad de g. Aśı g es la aplicación c que

necesitábamos para que se verificase el Axioma de Elección.

4.1.2. Una equivalencia más: el Principio del Buen Orden

Principio del Buen Orden 4.15. Todo conjunto admite un buen orden3.

Teorema 4.16. El Axioma de Elección implica el Principio del Buen Orden

Demostración. basado en ([15, pág 69]) Por 4.1.1, bastará demostrar que el Le-

ma de Zorn es condición suficiente para el Principio de Buen Orden. Sean X un

conjunto cualquiera y W := {V ⊆ X : V admite un buen orden }. Es evidente

que ∅ ∈ W y, por tanto, W 6= ∅. Consideraremos elementos de W como pares

ordenados (V,≤V ) con ≤V el buen orden que admite V . Para U, V ∈ W diremos

que U ≤ V si U es un segmento inicial4 de V y u1 ≤U u2 ⇐⇒ u1 ≤V u2 para cada

u1, u2 ∈ U . Aśı, (W,≤) es un conjunto parcialmente ordenado. Si U ∈ W es una

cadena cualquiera en W ,
⋃

u∈U u es una cota superior de U en W y, por el Lema

de Zorn, W tiene un elemento maximal (V,≤V ). Para dar por concluida la prueba

basta resaltar que V = X, ya que si existiera x ∈ X r V , el conjunto V ∪ {x}

contradiŕıa la maximalidad de V . Aśı (X,≤V ) es un conjunto bien ordenado.

Teorema 4.17. El Principio del Buen Orden implica el Axioma de Elección

3Si es necesario consultar, la definición de buen orden está en 4.1.2.
4U ⊆ V , y si u ∈ U y v ∈ V son tales que v ≤U u, entonces v ∈ U
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Demostración. basado en ([16, pág 264]) Sea M un conjunto bien ordenado cual-

quiera. Aśı, por 2.38, todo subconjunto A ⊆ M tiene un mı́nimo min (A).

Es evidente que

f : P (A)r {∅} −→ M

A 7−→ min (A)

es una función de elección para M.

4.2. La Hipótesis Generalizada del Continuo im-

plica el Axioma de Elección

Hipótesis del Continuo 4.18. No existe ningún cardinal infinito entre ℵ0 y 2ℵ0.

Hipótesis Generalizada del Continuo 4.19. Para cada cardinal infinito κ, si

λ es otro cardinal tal que κ ≤ λ ≤ 2κ, entonces κ = λ o λ = 2κ.

En términos de alephs, esta hipótesis es equivalente al hecho para el que, para todo

ordinal α, siempre se cumple que ℵα+1 = 2ℵα.

Lema 4.20. ([17, pág 157]) Si p y ℵα son, respectivamente, cardinal infinito y

aleph cualesquiera tales que p+ℵα = p · ℵα, entonces, o bien p es un aleph, o bien

p ≥ ℵα.

En particular, si se cumple que p+ h (p) = p · h (p), de 3.15 se desprende que p es

también es un aleph.

Demostración. Sean P tal que |P | = p y A bien ordenado tal que |A| = ℵα.

Ya sabemos, por 3.31, que p + ℵα = p · ℵα y por tanto, existen dos conjuntos

disjuntos P1 y A1, este último bien ordenado, tales que |P1| = p, |A1| = ℵα y

P × A = P1 ∪ A1; entonces, o bien existe p′ tal que (p′, a) ∈ P1 para todo a ∈ A

y, por tanto, como {(p′, a) : a ∈ A} ⊆ P1, se cumple que p ≥ ℵα; o bien para

todo p′ ∈ P existe a ∈ A tal que (p′, a) ∈ P1 y, denotando por ap′ ∈ A al primero

de estos elementos, como {(p′, ap′) : p′ ∈ P} ⊆ A1, se cumple que p ≤ ℵα y, por

3.15, p es un aleph.
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Lema 4.21. ([17, pág 157]) Una condición suficiente para que se cumpla el Axio-

ma de Elección es que para todo p cardinal infinito se cumpla que p
2 = p.

Demostración. Por 4.1.2 bastará con comprobar que todo cardinal infinito es

aleph, cosa que se desprenderá tras comprobar que se cumple para cada cardi-

nal infinito el caso particular expuesto en el enunciado de 4.20. Sea pues, p un

cardinal infinito cualquiera. Es evidente que p + h (p) ≤ p · h (p); por otro lado,

usando nuestra hipótesis, se cumple que

p+ h (p) = (p+ h (p))2 = p
2 + 2 · p · h (p) + (h (p))2 ≥ p · h (p)

; y aśı p+ h (p) = p · h (p).

Lema 4.22. ([10, pág 273]) Para cualquier cardinal κ ≥ 5 siempre se cumple que

2κ � κ2.

Demostración. El enunciado es trivial para el caso finito, aśı que supongamos

directamente que κ es un cardinal infinito cualquiera. Sea X un conjunto con

cardinal κ. Usando el número de Hartogs h (κ), definido en 3.9, y suponiendo

que se cumple 2κ ≤ κ2, vamos a llegar a una contradicción encontrando una

sucesión de longitud h (κ) > κ. Aśı pues, supongamos que, para κ infinito, se

cumple que 2κ ≤ κ2. Consideremos para cada ordinal α, las aplicaciones inyectivas

fα : α −→ α × α. Sea también f : P (X) −→ X × X otra aplicación inyectiva.

Vamos a construir una sucesión (xα)α<h(κ)>κ ⊆ X de la siguiente manera:

En primer lugar, seleccionamos x0, . . . , x4 de manera arbitraria entre los

elementos de X.

Para n ≥ 5, sea Cn := {x0, . . . , xn−1}. Como |P (Cn) | = 2n > n2 = |Cn×Cn|,

podemos asegurar la existencia de un V ⊆ Cn para el que f (V ) 6∈ Cn × Cn;

si denotamos por U := {xn1 , . . . , xnk
} al primero de tales conjuntos, y por

(x, y) = f (U) a su imagen, tomaremos xn := x si x 6∈ Cn o xn := y si x ∈ Cn

(en cualquier caso, estamos seguros que, de esta manera, xn 6∈ Cn).
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Para cada ordinal infinito α, α < h (κ), definimos Cα := {xξ : ξ < α}.

Sea g : α −→ P (X) la función inyectiva definida para cada ξ < α como

g (ξ) := f−1 (xη, xζ) con () = fα (η, ζ). Ahora, considerando el conjunto

Uα := {xξ : xξ 6∈ g (ξ)} y como (x, y) = f (Uα) 6∈ Cα × Cα, basta tomar, de

la misma manera que en el caso finito, xα := x o xα := y.

Bajo la suposición de que se cumpĺıa que 2κ ≤ κ2, hemos conseguido construir una

sucesión (xα)α<h(κ) ⊆ X formada por más elementos de los que conforman en su

totalidad a X. Como esto último es contradictorio, podemos afirmar finalmente la

veracidad del lema.

Lema 4.23. ([10, pág 274]) Cardinal infinito p verifica que p ≤ 2 · p < 2p.

Demostración. Sea p un cardinal infinito cualquiera. Es evidente que p ≤ 2p y

2 · p ≤ 2p. Como también se cumple que 2 · p ≤ p
2, basta usar 4.22 (que 2p > p

2)

para terminar la prueba.

Teorema 4.24. ([10, pág 274]) La Hipótesis Generalizada del Continuo implica

El Axioma de Elección.

Demostración. Sea p un cardinal infinito cualquiera. Sabemos por el lema ?? que

se cumple que p ≤ 2 · p < 2p; en este punto, aplicando la Hipótesis Generalizada

del Continuo, tenemos que o bien p = 2 · p, o bien 2 · p = 2p. Es evidente que esto

último es imposible y por tanto, siempre se verifica que p = 2 · p.

Por otro lado, usando 4.22, también se verifica que p
2 < 2p a partir del hecho

de que p
2 ≤ (2p)2 = 22·p = 2p. Usando de nuevo la Hipótesis Generalizada del

Continuo, a partir de que p ≤ p
2 < 2p podemos concluir que p = p

2 y por 4.21,

finalmente sabemos se cumple el Axioma de Elección.
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4.3. La Hipótesis del Continuo y los conjuntos

perfectos

Cantor no solo puso las bases y el camino a la actual teoŕıa de conjuntos, sino que

también lo hizo para la topoloǵıa. En particular llamó derivado de un conjunto

al conjunto de los puntos de acumulación de éste. Un conjunto que coincide con

su conjunto derivado es denotado como perfecto. He aqúı que hay una estrecha

relación entre estos conjuntos y la Hipótesis del Continuo: ¡siemmpre es cierta en

ellos!.

Definición 4.25. Decimos que un espacio topológico (X, τ) es separable si con-

tiene un subconjunto denso y numerable.

Definición 4.26. Decimos que un espacio topológico (X, τ) es completamente

metrizable si admite una métrica completa5.

Definición 4.27. Un espacio topológico polaco (X, τ) es un espacio topológico

completamente metrizable y separable.

Siguiendo la notación usada en 3.21, en esta sección denotaremos por AN al con-

junto de todas las sucesiones infinitas (xn)n∈N formadas enteramente por elementos

de A. De forma similar, llamaremos a An al conjunto de las sucesiones finitas de

longitud n ∈ N formadas por elementos de A. Por último, A<N será el conjunto

unión de todos los conjuntos A⋉ (A<N :=
⋃

n∈N A
n).

Definición 4.28. Un espacio topológico es perfecto si todos sus puntos son

puntos ĺımite6.

Si s := (s0, . . . , sn−1) y t := (t0, . . . , tm−1), a partir de ahora denotaremos como

st a la concatenación de ambas sucesiones ( s ∧ t := (s0, . . . , sn−1, t0, . . . , tm−1)).

También, para x = (xn)n∈N, denotaremos por x|n a x|m := (x0, . . . , xm−1) ∈ Am.

5Una métrica (X, d) para la que toda sucesión de Cauchy es convergente
6Recordemos que un punto ĺımite en (X, τ) es un punto x ∈ X para el que todo entorno suyo

siempre contiene a otro punto distinto y ∈ X
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Definición 4.29. Dado un conjunto X cualquiera, un esquema de Cantor es

una familia (As)s∈2<N que verifica:

a) As∧0 ∩ As∧1 = ∅ para cada s ∈ 2<N

b) As∧i ∩ As para todo s ∈ 2<N e i ∈ {0, 1}

Teorema 4.30. ([18, pág 31]) Para cada espacio polaco y perfecto (X, τ) no vaćıo,

existe un encaje7 f : C −→ X, donde C es el espacio de Cantor C = 2N.

Demostración. Sea (Us)s∈2<N un esquema de Cantor cumpliendo que:

a) Us es un abierto para cada s ∈ 2<N

b) diam (Us) ≤
1

2long(s) para todo s ∈ 2<N, donde diam (Us) = sup{d (x, y) x, y ∈

Us} y long(s) es la longitud de la sucesión finita s.

c) Us∧i ⊆ Us para cada s ∈ 2<N e i ∈ {0, 1}

Ahora, para cada x ∈ C, por la completitud sabemos que ∩n∈NUx|n = ∩n∈NUx|n es

un conjunto unitario, digamos {f (x)}. Aśı definida para todo x ∈ X, resulta que

f : C −→ X es un encaje. Solo nos queda definir por inducción sobre long(s) a los

conjuntos Us: sea U∅ un abierto arbitrario que satisfasciendo que diam (U∅) ≤ 1;

y para un Us general definimos a sus correspondientes Us∧0 y Us∧1 como entornos

disjuntos suficientemente pequeños de dos puntos u, v ∈ Us u 6= v cualesquiera8.

Corolario 4.31. Cada espacio polaco y perfecto (X, τ) no vaćıo posee el llamado

cardinal del continuo, es decir, |X| = 2ℵ0. En particular cada subconjunto perfecto

y no vaćıo de un espacio polaco tiene el cardinal del continuo.

Definición 4.32. Decimos que x ∈ (X, τ) es un punto de condensación si cada

entorno suyo es incontable (posee un cardinal estrictamente mayor a ℵ0).

7Recordemos que un encaje entre dos espacios topológicos es una aplicación continua, inyec-
tiva y abierta (restringida a su imagen es un homeomorfismo con la topoloǵıa relativa)

8Como X es perfecto por hipótesis, la existencia de estos dos puntos está garantizada. Por
otro lado estamos seguros de que los dos entornos disjuntos existen porque todo espacio métrico
es Hausdorff



Chapter 4. Tras Cantor 65

Lema 4.33. Si (Y, τ ′) es perfecto y polaco, entones todo punto de Y es un punto

de condensación.

Demostración. Si y ∈ Y y Uy es un entorno suyo, tenemos que Uy ∩ Y es perfecto

y polaco en la topoloǵıa relativa y, por tanto, |Uy ∩ Y | = 2ℵ0 .

Teorema 4.34. ([18, pág 31]) Cualquier espacio polaco (X, τ) se puede expresar

de manera única como X = P ∪ C con P un subconjunto perfecto de X y C otro

subconjunto numerable.

Demostración. Sea X∗ := {x ∈ X x es un punto de condensación en X}. Si de-

notamos P := X∗ y C := X r P y B := (Ui)i∈I es una base9 de abiertos, resulta

que C es la unión de todos los Ui numerable y, aśı, C es numerable también. Re-

sulta ahora evidente que P es cerrado; para ver que es perfecto basta observar

que para todo x ∈ P , como cualquier entorno suyo Ux es incontable, dicho entorno

contiene una cantidad incontable de puntos de condensación y Ux∩P es incontable

también.

Para probar la unicidad supongamos que X = P1∩C1 es otra descomposición con

iguales propiedades. Hemos visto en 4.33 que P1 = P ∗
1 , aśı P1 ⊆ P . Ahora bien,

como también C1 ⊆ C, resulta que P = P1 y C = C1.

Corolario 4.35. Cada espacio polaco incontable contiene un subespacio homeo-

morfo a C = 2N; en particular posee cardinal 2ℵ0.

Corolario 4.36. La Hipótesis del Continuo siempre es cierta sobre espacios po-

lacos.

Para un espacio topológico de sobra son conocidos los conjuntos de tipo Gδ y Fσ

(respectivamente, intersección numerable de abiertos y unión numerable de cerra-

dos). La siguiente proposición nos permitirá extender desde los espacios polacos

la veracidad de la Hipótesis del Continuo:

9Una base B de (X, τ) es una colección B ⊆ τ con la propiedad de que todo abierto es unión
de elementos de B.
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Proposición 4.37. Si X es metrizable e Y ⊆ X es completamente metrizable,

entonces Y es Gδ en X. También ocurre que si X es completamente metrizable e

Y ⊆ X es Gδ, entonces Y es completamente metrizable. En particular, cualquier

subespacio de un polaco es también polaco si, y solo si, es Gδ.

Corolario 4.38. La Hipótesis del Continuo siempre es cierta sobre los conjuntos

tipo Gδ y Fσ.

A partir de todo esto aún podemos seguir asegurando la veracidad de la Hipótesis

del Continuo para más conjuntos:

Definición 4.39. Para X polaco, diremos que A ⊆ X es anaĺıtico si existen Y ,

espacio polaco y f : Y −→ X continua tales que f (Y ) = A.

Teorema 4.40. ([18, pág 31]) Sean X polaco y A ⊆ X anaĺıtico, entonces o bien

A es numerable, o bien |A| = 2ℵ0.

Corolario 4.41. La Hipótesis del Continuo siempre es cierta sobre los conjuntos

anaĺıticos10.

Si bien Cantor no pudo nunca dar una prueba en vida de la Hipótesis del Continuo

para cuadrar toda su teoŕıa de tipos de orden y cardinales, y luego se demostró que

bajo ZFC (el conjunto de axiomas sobre los que él, si bien no teńıa escritos en una

lista rigurosa, caminaba a ciegas para seguir descubriendo y demostrando) no se

puede afirmar de manera lógica que ésta sea verdadera o falsa; si que sabemos que

existen bastantes conjuntos en los que, por su construcción (o naturaleza), siempre

se verifica dicha hipótesis.

10Un tipo particular de conjuntos anaĺıticos son los famosos conjuntos borelianos. Aśı, la
Hipótesis del Continuo también se verifica siempre en estos



Apéndice A

Una Breve Biograf́ıa

Georg Ferdinand Ludwig Philipp nació el 19 de febrero de 1845 (3 de marzo según

el calendario gregoriano ahora usado de forma global) en Rusia en la ciudad de

San Petersburgo. Su padre, de origen danés, hab́ıa emigrado junto a su familia a

esta ciudad el mismo año de su nacimiento. La infancia de Cantor transcurrió en

este páıs hasta 1856, cuando, aquejado su padre de una enfermedad pulmonar,

decidieron emigar de nuevo, pero esta vez a Alemania, instalándose en Frankfurt.

Si bien Cantor se crió en un ambiente evangélico-luterano, con el tiempo se fue

acercando cada vez más al catolicismo; de hecho, la cuestión religiosa tuvo gran

importancia en su manera de hacer y analizar las cosas a lo largo de su vida.

Su padre queŕıa prefeŕıa para él un oficio de ingeniero, no de matemático. Con-

sigue convencerlo y en 1859 Cantor empieza a cursar sus estudios en la Escuela

Superior de Oficios; alĺı estaŕıa hasta 1862. En estos años el padre va cediendo a

las pretensiones matemáticas de Cantor, hasta que en 1863 comienza sus estudios

en Zurich. Ese mismo año muere su padre y Cantor se ve forzado a abandonar

sus estudios alĺı, aunque enseguida los continúa en matemáticas, f́ısica y filosof́ıa,

pero esta vez en Berlin. Tuvo en esa época de maestro a Weierstrass, influyendo

sobre nuestro protagonista en sobremanera desde ese mismo momento. En 1867

se doctora en la Universidad de Berĺın con un trabajo sobre teoŕıa de números.

Posteriormente, en 1869, se establece en la Universidad de Halle comenzando su

67
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actividad docente. En la misma universidad se encuentra como compañero a Hei-

ne; éste termina por convencerlo para tornar su trabajo desde la aritmética hasta

las series trigonométricas, desarrolladas en parte, hasta entonces, por Fourier. El

estudio de la unicidad de la representación de éstas le lleva enseguida a pregun-

tarse por la naturaleza del continuo y a trabajar sobre los números transfinitos.

En 1872, en Gersau, conoce por casualidad da Dedekin, con quien entablará una

profunda amistad. La colaboración, principalmente por carta, entre ambos será ex-

traordinariamente fruct́ıfera desde ese momento y hasta 1879. Su relación se corta

entonces, pero se retoma en 1899. Por esta época conoce a su futura esposa. Con-

traen matrimonio en 1874 y, fruto de éste, tienen cuatro hijas y dos hijos. También

en 1874 Cantor publica en Crelles el primer trabajo de teoŕıa de conjuntos de la

historia, en el que se muestra la existencia de dos cardinales infinitos distintos. A

la misma revista mandó Cantor en 1877 el trabajo donde demostraba la existen-

cia de una biyección entre continuos de disntintas dimensiones; pero Kronecker,

matemático y uno de los profesores que tuvo en Berĺın, contrario a los resultados

sobre el infinito que estaba desarrollando Cantor, influyó desde la propia redacción

de la revista para el retraso de la publicación. Ésta al final śı que se dio, pero el

retraso ya hab́ıa cabreado a Cantor lo suficiente como para no publicar nada más

alĺı. En 1884 Cantor sufrió su primera crisis psiquiátrica. No se sabe con seguridad

la enfermedad mental que sufŕıa, pero está ya no le abandonó nunca y, si bien

se recuperó de este brote tras un tiempo de hospitalización, ésta se le volvió a

manifestar en 1899, 1902, 1903 y, a partir de entonces, de una forma cada vez más

frecuente hasta su muerte. La suma de las presiones externas con su enfermedad

le llevó a plantearse dejar la investigación matemática para siempre, afortunada-

mente esto no sucedió. El resto de sus publicaciones se concentran en estos años

hasta 1897, año en que ocurre la última. Sigue trabajando tratando de demostrar

la Hipótesis del Continuo y el Principio de Buen Orden, pero nunca lo consigue

(efectivamente, no se pod́ıa conseguir, aunque a su favor hay que decir que nada

parecido a un sistema axiomático estaba establecido en esa época). A partir del

comienzo del siglo XX le empiezan a llegar a Cantor los reconocimientos de parte

de la comunidad matemática. Entre otras instituciones, entra a formar parte de
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la London Mathematical Society en 1901; también obtiene dos doctorados honoris

causa en la Universidad Christiania (1902) y en la Universidad St.Andrew (1911).

Fue liberado de sus funciones en la Universidad de Halle tras haberlo solicitado en

1899, y más tarde renunció definitivamente a la docencia. Su septuagésimo cum-

pleaños le sobrevino en plena Primera Guerra Mundial y falleció el sexto d́ıa de

1918.

Nota A.1. Este apéndice está basado en los art́ıculos [19] y [20].



Apéndice B

Axiomas ZFC

Axioma B.1. Axioma de Extensión Dos conjuntos son iguales si, y solamente

si tienen los mismos elementos.

Axioma B.2. Axioma del Conjunto Vaćıo Existe un conjunto sin elementos,

denotado por ∅.

Axioma B.3. Axioma de la Unión Dada una familia de conjuntos cualquiera

{Fα α ∈ L} existe el conjunto
⋃

α∈L Fα formado por todos los elementos de todos

los conjuntos pertenecientes a la familia. Llamamos a este conjunto el conjunto

unión de los conjuntos de la familia.

Axioma B.4. Axioma del Infinito Existe un conjunto X para el que ∅ ∈ X y

para cada x ∈ X, siempre ocurre que x ∪ {x} ∈ X.

Axioma B.5. Axioma del Conjunto de Partes Dado un conjunto cualquiera

X, siempre existe el conjunto P{X} cuyos elementos son todos los subconjuntos

de X. Denotamos a este conjunto como el conjunto de partes de X.

Axioma B.6. Axioma de Especificación Dadas una propiedad P y un con-

junto A, entonces existe el conjunto de los elementos de A que cumplen P .

Axioma B.7. Axioma de Reemplazo Dada cualquier aplicación f sobre un

conjunto A, f (A) es subconjunto de un cierto conjunto B
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Axioma B.8. Axioma de Fundación Dada una familia F existe un subcon-

junto suyo F tal que F ∩ F = ∅.

Axioma B.9. Axioma del Par1 Dados dos conjuntos X e Y , existe el conjunto

C := {X, Y }.

Axioma B.10. Axioma de Elección Todo conjunto admite una función de

elección.

1Este axioma junto con el de Fundación nos permite asegurar que ningún conjunto es elemento
de śı mismo



Bibliograf́ıa
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