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Resumen

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado radica en el estudio de una herramienta del
analisis conocida con el nombre de Series de Fourier. Principalmente, en el estudio de la
convergencia y divergencia de las mismas y algunas de sus aplicaciones mas destacadas.

Antes de pasar al desarrollo matematico del trabajo propiamente hemos realizado una
breve introduccién historica para reparar en la transcendencia de las Series de Fourier
en la historia de las matematicas. En ella citamos algunos nombres propios a los que se
les atribuyen resultados de vital importancia en el estudio de las Series de Fourier.

Tras esta introduccién histérica pasamos propiamente al desarrollo matematico del tra-
bajo. En el capitulo [1} introducimos la definicién de los coeficientes de Fourier asociados
a una funcién f : [a,b] — C

b
Foy =7 [ f@)emmalta

donde L = b — a, asi como la definicién formal de su serie de Fourier

flz) ~ Z f(n)GQWinx/L

n=—oo

Posteriormente en ese mismo capitulo vemos algunos ejemplos concretos de Series de
Fourier asi como algunas consecuencias de dichos ejemplos.

Una vez establecidos los conceptos de coeficiente de Fourier y Serie de Fourier asociada
a una funcién, continuamos dando una serie de definiciones y propiedades asociadas a
las mismas que tendran un papel fundamental en el estudio de las Series de Fourier.
Definimos aqui la Convolucién de dos funciones en un marco adecuado y los Niicleos
de Sumabilidad. Estudiamos ademds algunas de sus propiedades.

El problema fundamental de las Series de Fourier consiste en encontrar condiciones en
f(x) que garanticen que

Snf(z) — f(x)

bien puntualmente, bien uniformemente o bien en LP donde Sy f denota la N —sima suma
parcial de la serie de Fourier asociada a f.



Es propiamente en el capitulo [2| cuando empezamos a estudiar algunos resultados
sobre convergencia. Para ello establecemos una serie de conceptos relacionados con la
Sumabilidad Césaro de una serie que nos llevan a un importante resultado conocido como
Teorema de Féjer, del cual podremos extraer varias consecuencias relacionadas
con las series de Fourier. Algunas de vital importancia, como el Lema de Riemann-

Lebesgue, que afirma que
Si f € L\(T) entonces se verifica que lim |f(n)| =0

|n]—o0
o el Teorema de unicidad de la Serie de Fourier asociada a una funcién,
Ademsds, obtenemos los primeros resultados sobre convergencia uniforme de las Series de
Fourier.

En este mismo capitulo se realiza también el estudio de la Teoria de Series de Fou-
rier en L?. Para ello, nos serviremos de importantes resultados de Anilisis Funcional
estudiados en el Grado que citamos en el Apéndice [A] Establecemos aqui ya un importan-
te resultado de convergencia, que afirma lo siguiente:

Si f € L*(T) la serie de Fourier asociada a la funcion f converge a f en || - ||2

Pasamos ahora, en el capitulo (3] a estudiar diferentes criterios de convergencia pun-
tual sobre las series de Fourier. Para ello, antes de pasar al estudio de la convergencia
propiamente, tendremos que definir y desarrollar las propiedades del llamado Ntcleo
de Dirichlet. Se trata de polinomios trigonométricos que vienen dados por la siguiente
expresion:

N
Dy(z) = Z e
n=—N

y que permiten escribir las sumas parciales de una Serie de Fourier como convolucion

N
Snf(z)= Y F(n)e™ = fxDy()
n=—N

Cabe también destacar que el nucleo de Dirichlet no es un nicleo de sumabilidad y por
tanto no pueden aplicarse los resultados generales del tema 1. La convergencia de Sy f(x)
a f(x) es una cuestién mas fina que requiere hipétesis adicionales de suavidad en la funcién

f

Llegamos entonces a los criterios de convergencia puntual propiamente. Por un lado,
tenemos el Criterio de Dini del cudl damos dos versiones diferentes en los teoremas
y y extraemos algunas consecuencias. Bésicamente el criterio de Dini dice:

|f(@o — 1) — f(=o)]
2]
entonces la serie de Fourier de f evaluada en el punto xog converge a f(xo)

Sea f € LY(T), si la funcion es integrable en un entorno de xg

Notamos que las hipdtesis del criterio de Dini se cumplen si f es derivable, e incluso con
hip6tesis més débiles. Por ejemplo la Serie de Fourier de f(z) = \/m es convergente en
x = 0 y sin embargo, \/m no es derivable en dicho punto.

Por otro lado, aparece el Criterio de Dirichlet-Jordan, cuya versiéon més general, afir-
ma:
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Sea f € L'(T), si f es de variacion acotada entonces para todo punto xo € T se verifica
flag) + flag)

que la serie de Fourier asociada o f evaluada en xg converge a 5

Notamos que las hipétesis del criterio de Dirichlet-Jordan no tienen relaciéon con la
derivabilidad ni con la suavidad de la funcién. Por consiguiente, es posible encontrar
funciones para las cudles no sirva con aplicar el Criterio de Dini para la demostracién de
la convergencia puntual y sin embargo el Criterio de Dirichlet-Jordan si, y de igual forma,
existirdn funciones para las cuales no podamos aplicar el Criterio de Dirichlet-Jordan y
si el de Dini. Por ejemplo, a la funcién

fla) = —

n 10gﬁ

no le podemos aplicar el Criterio de Dini en 2y = 0 y sin embargo, el Criterio de Dirichlet-
Jordan nos garantiza la convergencia de la Serie de Fourier en dicho punto. Para ma&s
informacién, vease el ejemplo [3.3.4

Seguidamente, en el capitulo 4] continuamos con el estudio de la convergencia de las
series de Fourier. Enunciamos y demostramos aqui un importante resultado conocido como
Teorema de Marcel Riesz que afirma:

Sea 1 <p < oo, si feLP(T) entonces Sy f converge a f en |- ||,

Para la demostracion de este resultado hemos de enunciar y demostrar una serie de lemas
previos, que desarrollamos en el capitulo, y utilizar también un importante resultado de
andlisis conocido como Teorema de Interpolacion de Riesz-Thorin. El desarrollo de
este resultado lo hemos realizado en el apéndice [C] y juntando ambas cosas, hemos sido
capaces de demostrar dicho resultado.

Damos por concluido aqui el estudio de la convergencia de las Series de Fourier, aunque
cabe nombrar también en este resumen el Teorema de Carleson-Hunt pues es éste la
culminacién del estudio de la convergencia de las Series de Fourier. Dicho teorema afirma
que:

Sea 1 < p< oo, si feLP(T) entonces Sy f converge a f en casi todo punto.

El estudio de este teorema se escapa a los contenidos de este trabajo y su prueba se puede
ver por ejemplo en [I0] que estd integramente dedicado a ella.

Pasamos ahora a estudiar algunas series de Fourier Divergentes. En el Capitulo
abordamos por un lado el Contraejemplo de Du Bois Reymond que afirma que

Existe una funcion f € Cper(T) cuya serie de Fourier diverge en un punto.

En damos una demostracién no constructiva de dicho contraejemplo basada en el
uso del Teorema de Banach-Steinhauss y en[5.1.2] damos una demostracién constructiva de
dicho contraejemplo, mediante un ejemplo explicito de una funcién continua y 2w-periédica
cuya serie de Fourier diverge en x = 0. Por otro lado, en este mismo capitulo, en el tercer
apartado abordamos el Contraejemplo de Kolmogorov que afirma que

Existe una funcion f € LY(T) cuya serie de Fourier diverge en casi todo punto.

La demostracién de este contraejemplo requerira una serie de desarrollos previos que rea-
lizamos en el propio capitulo entre los que cabe destacar el Teorema de Kronecker,
teorema [0.2.2)
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Finalmente, en el capitulo [6] trabajamos sobre algunas aplicaciones de las series de

Fourier. Por un lado nos servimos de la utilizacién de las series de Fourier para la resolucion
del Problema isoperimétrico. Problema que data del siglo VII a.C. cuyo objetivo es
encontrar la curva que, con menor longitud, engloba mayor area.
Por otro lado, resolveremos un caso sencillo de la ecuacién del calor, para determinar la
variacion de la tempertura en las proximidades de la corteza terrestre, y deducir cudl es
la profundidad adecuada para instalar una bodega. Esta segunda aplicaciéon es més de
caracter divulgativo y dicho estudio recibe el nombre de El s6tano de Fourier.
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Abstract

The aim of this Final Project is the study of Fourier Series, which is an important tool of
Mathematical Analysis. Especially the study of the convergence and divergence of Fourier
Series and some of its applications.

Before we turn to the mathematical development we have done a historical introduction.
The objective of this introduction is to show the importance of Fourier Series in the
development of Mathematical Analysis.

After this historical introduction we begin the mathematical development of the work.
In chapter [1, we introduce the Fourier coefficients. For f : [a,b] — C we define the n'"
Fourier coefficient of f as

b
Foy =7 [ f@)ermaitag

where L = b — a. Then we define the formal Fourier Series of f as

o0

Fla)~ 3 Fimyerminalt

—0o0

Later, in the same chapter we see some examples of Fourier Series and some applications
of these examples.

When we have already defined Fourier coeflicients and Fourier Series, we go on talking
about some definitions and some properties which will be very important in Fourier Series
study. We define the convolution of two functions and the concept of Good Kernels,
as defined in We also study some of its propierties.

The main problem of Fourier Series is to find conditions about f(x) that guarantee the
convergence of

Snf(z) — f(z)

pointwise, uniformly or in norm, where Sy f is the N** partial sum of the Fourier Series
of f.

In chapter|2| we begin to study some convergence theorems. We establish some concepts
related to Césaro summability. Then we talk about Féjer theorem, 2.1.3] and we extract
some consequences related to Fourier Series. For example, the Riemmann-Lebesgue
lemma, 2.1.8] is an important result that claims

Let f € LY(T) then lim |f(n)| =0

[n]—o0



We also prove the Uniqueness of Fourier Series, Theorem [2.1.7] and establish the first
theorem about convergence, with appropiate smoothness hypothesis on f.

In the same chapter we study the L?—theory about Fourier Series. We use important
Functional Analysis theorems that are developed in Appendix [A] Then, in [2.2.2] we esta-
blish an important theorem about convergence

Let f € L*(T) then the Fourier Series of f converge to f in || - |2

Next, in chapter [3| we study the pointwise convergence of Fourier Series. To do so, we
have to define and study some properties of the Dirichlet Kernel. The N** Dirichlet
Kernel is a trigonometric polynomial whose expression is

Besides, we can write

N
Swf@) = 3 Fm)e™ = f«Dy(x)
n=—N

Nevertheless, the Dirichlet Kernel is not a Good Kernel so we can not apply the theory
that we have already developed in chapter I} The Sy f(z) convergence to f(x) is more
difficult. We need some extra hypothesis on f to obtain the pointwise convergence of its
Fourier Series. On the one hand, we find the Dini Criterion. We give two different proofs
in theorem [3.2.1] and theorem [3.2.7] After that, we extract some consequences. The Dini
criterion claims

1) —
Let f € LY(T), if the function | @o ’35| f (o)l 1s locally integrable near xo then the

Fourier Series of f converges to f(xg) at xo

We note that if f is differentiable at x¢ then the hypothesis of Dini criterion is met. Even,
if f isn’t differentiable the Dini criterion hypothesis could hold. For example, the Fourier
Series of f(x) = \/|z| converges to f at x = 0. Nevertheless, /|z| isn’t differentiable at
this point.

On the other hand we find the Dirichlet-Jordan Criterion, whose most general form
claims

Let f € L'(T) with bounded variation on T. For all o € T the Fourier Series of f
f(@g) + f(=q)

2
We note that the hypothesis of the Dirichlet-Jordan criterion are not related with the
differentiability or with the smoothness of the function. Therefore, it is possible to find
functions for which we cannot apply the Dini criterion to demonstrate pointwise conver-
gence and, yet, Dirichlet-Jordan criterion holds, and likewise, there will exist functions for
which we cannot apply the Dirichlet-Jordan criterion but we can apply the Dini criterion.
For example, let

evaluated in xg converges to

1
f (aj) = T
log —
|z
we can’t apply Dini criterion at xy = 0, but Dirichlet-Jordan criterion gives us the con-
vergence of the Fourier Serie in that point. To more information see example[3.3.4
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Right after, in chapter [4l we continue with the study of the Fourier Series convergence,
this time in LP-norm. We state and prove an importat result known as Marcel Riesz
theorem which claims

For 1 < p < oo, the Fourier Series of every f € LP(T) converges to f in || - ||,.

To show this result we need a series of previous lemmas, that we develop in the chapter,
and also use an important result known as Riesz-Thorin theorem. The development of
this result has been carried out in appendix [C]

This concludes our study about the convergence of Fourier series, although we would
like to highlight here the Carleson-Hunt theorem because it is a fundamental result in
this theory. This theorem asserts that:

For1<p<oo,if fe LP(T), Snf(x) converges to f(x) for almost every x € T.

The study of this theorem falls away from the contents of this work and its proof can be
seen in [I0], which is entirely dedicated to it.

We move now to study some examples of divergent Fourier series, which are considered
in chapter
On the one hand we develop the Du Bois Reymond counterexample that claims

There exists f € Cper(T) such that limsup Sy, f(0) = oo
n—oo
In we give a non-constructive proof based on the use of the Banach-Steinhauss
theorem. In we also give an explicit proof, by providing an example of a continuous
and periodic function whose Fourier Series diverges at = 0.
On the other hand we develop the Kolmogorov counterexample that claims

There exists f € L'(T) whose Fourier Series diverges at almost every point.

To prove this counterexample we have to develop some previous lemmas. We also need a
result known as Kronecker theorem, which is an important application of Fourier
Series.

Finally, in chapter [0, we work out some applications of Fourier Series. First we solve
the Isoperimetric problem. This problem, which dates from VII century B.C., tries
to determine a plane figure of the largest possible area whose boundary has minimum
length. After that, we solve a simple version of the heat equation to study the temperature
variation near the Earth’s crust from which we shall deduce the proper depth to install a
cellar. This second application is of a more divulgative nature, and is commonly known
as the “Fourier’s cellar problem”.
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Introduccion historica

En primer lugar hemos de senalar que las Series de Fourier, en cuya convergen-
cia y divergencia centraremos todo el desarrollo de nuestro trabajo, deben su nombre a
Jean-Baptiste Joseph Fourier, matemadtico y fisico francés nacido en Auxerre en 1768 que
fallecié en Paris en 1830. El desarrollo de las que hoy se conocen como Series de Fourier fue
realizado en 1807 por Fourier como una herramienta para tratar de resolver la ecuacion
que rige la propagacién del calor en un cuerpo. Es decir, para encontrar lo que hoy se
conoce como Ecuacion del calor

Fourier afirmé que toda funcién se puede desarrollar como una serie trigonométrica,
y que este tipo de series son siempre convergentes. Sin embargo, en su obra Théorie
analytique de la chaleur Fourier no da una demostracién precisa de dicha convergencia.
Ademsds, no tiene en cuenta qué tipo de hipétesis debe imponer a la funcién para poder
definir correctamente los coeficientes de este tipo de series.

Una vez planteado el problema de la representacion de funciones por series trigonométri-

cas, los intentos de probar la convergencia de la serie de Fourier aparecieron inmediata-
mente. Poisson y Cauchy fueron los primeros en publicar resultados de convergencia pero
sendas pruebas resultaron incompletas. Fue Dirichlet quien en 1829 inauguré una nueva
época ya que publicé el primer resultado correcto de convergencia. Para ello tuvo que
imponer algunas condiciones en f(z), en concreto que tuviera un nimero finito de méxi-
mos y minimos. En 1881 Camille Jordan extendid el criterio de Dirichlet a las funciones
de variaciéon acotada y llegamos asi a lo que hoy en dia se conoce como Criterio de
Dirichlet-Jordan que estudiaremos mas adelante.
De forma complementaria Rudolph Lipschitz establecié en 1864 un nuevo criterio de con-
vergencia en términos de suavidad de la funcién. Mas adelante, en 1880, Ulisse Dini es-
tablecié un nuevo criterio mas general que engloba al criterio de Lipschitz y que a veces
se denomina Criterio de Dini-Lipschitz o simplemente Criterio de Dini. Es mas,
utilizando ambos se suelen introducir variantes adecuadas para estudiar los casos en los
que una funcién no sea continua.

Los criterios de Dirichlet-Jordan y de Lipschitz-Dini son los criterios de convergencia
mas habituales en los libros que desarrollan la teoria de Series de Fourier. A veces se
suelen presentar otros de principios del siglo XX debidos a Lebesgue, de la Vallée-Poussin
y Young. Sin embargo, como ya hemos dicho los mas habituales son los de Dirichlet-Jordan
y Dini-Lipschitz y son estos los que desarrollaremos posteriormente en nuestro trabajo.

Es practicamente imposible tratar un tema de andlisis del siglo XIX sin nombrar a
Bernhard Riemann. Una primera contribucién a las series de Fourier fue un importante
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lema que afirmaba lo siguiente: Los coeficientes de Fourier de una funcion integrable tienen
a cero

Por otro lado, Cauchy habia afirmado que el limite de una sucesién de funciones con-
tinuas es una funcién continua. Ante la evidencia de que no era cierto, se desarroll6 el
concepto de convergencia uniforme. En 1870, Eduard Heine publicé un trabajo que comen-
zaba indicando cémo Weierstrass habia demostrado que la convergencia uniforme permitia
integrar término a término una serie de funciones, lo que sin esa condicién podia ser falso.
Por tanto quedaba asi en entredicho la cuestién de la unicidad de una serie de Fourier.
Otra cuestién sugerida por el planteamiento de Heine era la de determinar condiciones pa-
ra la convergencia uniforme y a ello dedicé su articulo. Su teorema principal probaba que
la serie de Fourier de una funcién continua con un nimero finito de maximos y minimos
converge uniformemente. Sin embargo, en ese momento aparecio otra pregunta destacable,
., Qué ocurre si sélo se conoce la continuidad de f7 Fue en 1873, sélo tres anos después de
la publicacién del articulo de Heine, cuando Paul du Bois-Reymond anuncié un contra-
ejemplo. Demostré que la serie de Fourier de una funcién continua puede ser divergente
en un punto. No sélo no era uniformemente convergente, ni siquiera puntualmente. Hoy
en dia se le conoce como Contraejemplo de Du Bois-Reymond.

A partir de este momento empezaron a buscarse otros tipos de convergencia. En 1900,
Lipot Fejér publicé un trabajo en el que mostraba que una funcién continua converge
uniformemente si antes de pasar al limite se toman los promedios de las sumas parciales.

El siglo XIX se cerraba con respuestas satisfactorias para las series de Fourier. Se habian
establecido varios criterios de convergencia. Sin embargo, lejos de haberse terminado el
problema siguié siendo un gran campo de actividad de las matematicas en el siglo XX.
Las razones fueron el nacimiento de la teoria de la medida e integracion de Lebesgue y
del analisis funcional. El propio Henry Lebesgue estudié las series de Fourier con la nueva
herramienta que él habia desarrollado y extendi6 el Lema de Riemann a este nuevo tipo
de funciones integrables. Pasando éste a conocerse como Lema de Riemann-Lebesgue.
De esta forma, tanto el principio de localizacién como el criterio de convegencia de Dini,
por ejemplo, se extienden inmediatamente a la nueva clase de funciones integrables puesto
que la demostracién de ambas estd basada en dicho lema.

En los primeros anos del siglo XX se desarrollaron los conceptos que condujeron al
desarrollo de los espacios de Hilbert. Frygies Riez elabor6 la nocién de distancia en los
espacios L? y poco después llegé la convergencia de las series de Fourier sin més hipétesis
que que la funcién fuese de cuadrado integrable. Se establece como consecuencia de un
teorema méas general de andlisis funcional conocido como teorema de Riesz-Fischer.

La convergencia en L? de la serie de Fourier sugerfa el estudio del problema analogo
para los espacios LP para p finito. La primera repuesta vino en sentido negativo. Banach
y Steinhauss probaron en 1918 que no hay convergencia en L!.

Fue Marcel Riesz quien consiguié demostrar en 1923 que la convergencia en norma LP
es afirmativa si 1 < p < 0o. Se suele citar a menudo la fecha de 1927 pero ya antes habia
anunciado el resultado.
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Aparecieron también una serie de conjeturas sobre la convergencia de las Series de
Fourier. Cabe destacar la llamada Conjetura de Lusin. Nikolai Lusin postulaba que La
serie de Fourier de una funcion de L? converge en casi todo punto.

Por otro lado, Andrei Kolmogorov demostré que existe una funcién integrable cuya
serie de Fourier diverge en casi todo punto. Fue en 1923. Mas adelante, en 1926, fue
capaz de llevar la divergencia a todo punto. Esto es lo que se conoce hoy en dia como
Contraejemplo de Kolmogorov.

Fue finalmente en 1965 cuando Lennart Carleson obtuvo un sorprendente resultado sobre
series de Fourier. Demostré que cualquier funcién de L? converge en casi todo punto. El
propio Carleson afirmaba que comenzé buscando un contraejemplo y encontrd una prueba,
es decir, demostré la conjetura de Lusin.

Poco después Richard Hunt extendié el resultado de Carleson hasta cubrir el rango de
todos los espacios LP con p > 1. El teorema de Carleson con la extensién por Hunt
supuso la culminaciéon de todo un estudio que habia empezado siglo y medio antes. En
cierto modo, las grandes cuestiones sobre la convergencia de las series de Fourier quedaban
resueltas.

Para mas informacién puede consultarse [§] de donde ha sido extraida esta introduccién
histoérica asi como las fechas y citas que en ella aparecen.



Capitulo 1

Primeras definiciones y
preliminares a la convergencia

1.1. Definiciones y primeros ejemplos

Definicién 1.1.1. Sea f una funcién integrable definida en un intervalo [a, b] de longitud
L =b— a. Para cada n € Z se define el n-ésimo coeficiente de Fourier de f como

b
Foi=1 [ s it

y la serie de Fourier asociada a f viene dada formalmente como

f@)~ Y Fmyermme/t (1)
Notacion. Cabe destacar el caso en el que [a,b] = [—7, 7] pues desarrollaremos la mayor

parte de nuestro trabajo en este intervalo. A lo largo de todo el trabajo, escribiremos
en numerosas ocasiones T en lugar de [—7,7]. Es decir, en todo el desarrollo siguiente,
tendremos que T = [, 7.

Ademas, si denotamos con f a una funcién definida en T = (—, 7], continuaremos deno-
tando por f a cualquier extension 27-periédica de la misma. Es decir, al uso tendremos

que para todo k
f(x) = f(z—k) Vee(k—mk+m)

Con esta notacién observemos que

b
fn) = ;ﬂ/ fl@)e™de  Vnez

para cualquier intervalo [a, b] de longitud 2.

Definicién 1.1.2. Sea f € L'(T). Se define la N-ésima suma parcial asociada a f
para cualquier N € N como

N
Sn(f)(@) = Y fln)e™
n=—N

Observacion. La N-ésima suma parcial asociada a cualquier funciéon f es un polinomio
trigonométrico.



Nota. Como consecuencia de esta definicién observamos que el estudio de la convergencia
de la series de Fourier serd equivalente al estudio del limite cuando N tiende a infinito de
este tipo de sumas.

Es decir, el objetivo serd encontrar condiciones sobre f para que
3 lim Snyf(z) = f(z)
N—o0

en un punto z € [—m, 7.

Nota. Cuando la funcién f € L'(T) es real, es habitual utilizar su expansién en serie
trigonométrica real

f(z) ~ = + > (an cos(nz) + by sin(nz)) (2)
n=1

Utilizando la férmula de Euler ¢ = cos(f) + isin(f) es facil ver que (1) implica (2).
Tomamos 1 g

an = f(n) + f(=n) = — [ f(z)cos(nz)dz
Y 1

b =i(f(n) + f(=n))=— [ f( ) sin(z)dzx
paran =0,1,2,... v se obtiene el resultado.
Ejemplo 1.1.3. Cadlculo de la serie de Fourier (formal) asociada a la funcion f : [—7, 7] —

R dada por f(t) =

Resolucion. En primer lugar vamos a calcular los coeficientes de Fourier asociados a f.
Con tal objetivo, vamos a distinguir dos casos:

] n:o gqm
-~ 1 g 1 |t
0)==— [ tdt=—|=| =0
1(0) 2 /_7r 27 [2]_ﬂ
= n#0
N 1 1 [te— )™ 1 T p—int
= t —intgp — — dt
f(n) o ) o [ “in } o | . in

- 3 [temtr L, cos(nm) _ cos(nm) _ (=1)"*

- : = &l - = : = -

2 | —in 2 —in —in mn

Una vez calculados los coeficientes de Fourier, vemos que la serie de Fourier asociada a f
viene dada formalmente como

_1)n+l —1 nt1 o0 n+1
Z (216”” = Z (131 [cos(nt) + isin(nt)] Z L [cos(nt) + isin(nt)]
n#0 n=—00 n=1
0 _1\n+1 _1\n+1
= Z ((_1271 [cos(nt) — isin(nt)] + (131 [cos(nt) + isin(nt)])
n=1
i~ n+1 i~ n+1
= 2)Y ~————isin(nt) Z ~————sin(nt)
n=1 n=1

Veamos graficamente cémo convergen las aproximaciones.

2



Figura 1.1: En el grafico aparecen representadas la funcién, f y las aproximaciones me-
diante las series de Fourier asociadas con n =5y n =10, S5(f) v Sio(f)

O

Ejemplo 1.1.4. Cdlculo de la serie de Fourier (formal) asociada a la funcion f : [0,27] —
K dada por f(t) = 1(m —t)*.

Resolucion. En primer lugar, al igual que en el ejemplo anterior, vamos a calcular los
coeficientes de Fourier asociados a f. Para ello, de nuevo hemos de distinguir dos casos:

s n=0
R 1 27r1 1 2T
0) = — “(r—t)%dt = — —t)%dt
fO) = g [ qe-tra= o [T
1 T ) 7].2
= — u“du = —
8T J_» 12
= n#0



Veamos entonces que la serie de Fourier asociada a f viene dada formalmente por

7+22n2

n#0

o0

1 1
— —|— Z P [cos(nt) + isin(nt)] + Z o2 [cos(nt) + i sin(nt)]

o + Z < [cos(nt) — isin(nt)] + # [cos(nt) + i Sin(nt)]>

n=

00
CcO

n=1

Observemos ahora, que si pudiésemos comprobar que

tendriamos que

lim Sy f(t) = f(t) 0<t<2m

o 1
Zcos(nt):4(7r_t)2_7r VO<t<2r

En particular, parat =7

y parat =0

Figura 1.2: En el grafico aparecen representadas la funcién, f y las aproximaciones me-
diante las series de Fourier asociadas con n =3, n =5y n =10, S3, S5 y Sio.

O

Ejemplo 1.1.5 (Nucleo de Dirichlet). Aunque mds tarde volveremos sobre este con-
cepto mucho mds ampliamente, vamos a introducir ahora su definicion y a demostrar una



importante propiedad del mismo.
El polinomio trigonométrico dado por

para todo x € [—m, 7|, se conoce como N-ésimo niicleo de Dirichlet. La propiedad a
demostrar es que puede escribirse en forma cerrada como

sin((N + 1)z
sin(%)
Resolucion. En primer lugar hagamonos una idea de cémo es graficamente un nicleo de
Dirichlet para algunos valores de N

35

3T

25 T

20 r

Consideramos w = € y utilizando la férmula de sumacion de una progresiéon geométrica
veamos que

Por consiguiente

DN(J?) =

(e% — e_Tm) /2i sin(3)

1.2. Convoluciones

Sean f, g : R — K dos funciones integrables cualesquiera, se define la convolucion de
f y g, que denotamos por f * g, como la funcién dada por

fg(z) = / F(t)g( — 1yt
5



para todo x € R tal que la integral existe. En nuestro trabajo sin embargo, necesitaremos
adaptar esta definicion a funciones definidas en T.

Definicion 1.2.1. Sean f,g: T — K funciones integrables y 2m-peridédicas. Establecemos

feg (@)= 5 _ﬂ (g(x — )dt  weR

Proposicién 1.2.2 (Propiedades de la convolucién). Sean f,g,h: T — K funciones
integrables y 2mw-periodicas. Se verifican las siguientes propiedades:

i) f*g(x) existe en casi todo punto x € R y es 2w-periddica.
i) [ (g+h)=(fxg)+ (f*h)

iii) (cf)*g=c(f*g) = f*(cg) para todo c € K

w) frg=g=*f

v) (fxg)*h)=[x(gxh).

vi) Si g es continua entonces f * g es continua.

vii) Fxg (n) = f(n)g(n).

Demostracion. i) En primer lugar recordemos que

1

fro@)= o [ fogle o

Veamos entonces utilizando el Teorema de Fubini que
1 s s s
3 [ e =< [" 1500 ([ ot lde ) a

RO = 3 3
= ([ 1) ([ 1atwlan) <

Por consiguiente, para casi todo punto z € T la integral que define f * g(z) es finita y por
consiguiente la convolucion existe en dichos puntos. Por otro lado, la 27-periodicidad es
inmediata por ser f y g 2mw-periddicas.

Tanto 4i) como 4ii) son totalmente inmediatas a partir de la definicién dada de la convo-
lucién y utilizando propiedades elementales de las integrales.

iv) En este caso, nos servimos de la 27-periodicidad. Mediante un cambio de variable,
x —t = u, y usando dicha 27-periodicidad obtenemos el resultado. Veamos:

frg@) = o [ 1We—vi=—o- [ 1@ wgtud
- T+7
T+ s
= 5| fe—wedu= 5 [ fa=-ugudn
= gxf(2)



v) Procediendo de manera anéloga a los apartados anteriores, veamos que
(Frg)sh(z) = 1/ﬂ(f* )(t)h(x—t)dt—lfr 1/7r F(8)g(t — s)ds ) b — t)dt
g oo ) 9 Com ) \2r ), g

_ <1 ! f(s)g(t—s)h(m—t)ds) dt

o 2 \2m J_,

por lo que utilizando Fubini

(fxg)xh(x) = ! 7T(1/:f(s)g(t—s)h(gzv—t)dt)als

or ) \2n
_ % _:f(.g) <217r/_7;g(ts)h(xt)dt> ds
- _:f(s) <217T/:rg(u)h(a:—s—u)du> ds
1

= o :rf(s)(g*h(x—S))dSZf*(Q*h)(fﬂ)

luego efectivamente (f * g) * h = f % (g x h) tal y como queriamos ver.

vi) En primer lugar observemos que para cualesquiera 1,z se tiene que

Frg @) —frg@) = — [ r0g—nd—— [ ft)gs — vyt

27 J_, 2T
— 5= [ SO~ gl -]

Una vez visto esto, por ser g continua, sabemos que en todo intervalo cerrado y acotado g es
uniformemente continua, pero, como g es 2m-periddica, esto implica que g es uniformemente
continua en todo R. Por consiguiente, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si |s —¢| <0
entonces |g(s)—g(t)| < e. Pues bien, como |x1 —x2| < d implica |(z1—t)—(z2—1t)| <, ¥Vt
entonces tenemos que

1 [7 1 T
[fxg (1) = frg (@)l = o [ [fOllglar —1) — g(zz —t)|dt < 6/ [f()|dt = eB
) 2 J_,
1 . . . .
donde B = Py Il flli = cte. Deducimos entonces que efectivamente, si g es continua entonces
0

f * g es continua tal y como queriamos demostrar.

vii) Procediendo de nuevo de manera directa utilizando las definiciones y diferentes pro-
piedades de las integrales, como son el cambio de variable y el teorema de Fubini, veamos



—_— 1

f*xg <n> _ T fx* g(l‘)e‘inl’dx = i g <1 ™ F(t)g(a — t)dt) e~ .y

27 J_, 2 J_ . \2m J_,

_ % - (;ﬂ / I —t)emdt> de

_ L/ (1 ’ f(t)g(m—t)e—mdx> dt

o 2\ 27 J_,

_ i " —int i T - —in(z—t)
= 3 /ﬂf(t)e <27r /ﬂg(:c t)e dz | dt

= L7 pyerint (1 / ’ g(u)e—i”uczu> dt

27 J_, 2 J_,

= (o [ st (i [ swear) = Fgo

O]

Ejemplo 1.2.3. Continuando con el N-ésimo nicleo de Dirichlet, Dy, definido en
el ejemplo vamos a demostrar que

Sn(f)(x) = f* Dy (x)

Resolucion. Directamente establecemos la siguiente cadena de igualdades para V x €
[—7’[’,7‘(]

N No/qogqm 4 .
SN(f)(;U) = Z f(n)emz — Z < f(t)emtdt> eine
n=—N

2w
n=—N -n

1 ™ N . 1 ™
= — (Z em@—t)) ft)dt = — i F(t)Dy(x — t)dt

2 J_, 'y 27
= fx*Dy(x)
O
1.3. Nicleos de sumabilidad
Definicién 1.3.1. Un nicleo de sumabilidad es una sucesién de funciones, {K,}2° ,

definidas T que toman valores en R o C y verifican las siguientes propiedades:

1 ™
a) ) K,(x)dr =1

b)3M>0talque/ | Kp(x) | de <M Vn>1

—T

c) V>0 se verifica que lim | Kp(x) | de =0

N0 Js<|a|<m



Nota. Los ntucleos de sumabilidad también son conocidos como aproximacién de la iden-
tidad regular.

Antes de enunciar y demostrar el siguiente lema, vamos a anadir la definicién de un
“tipo”de funciones que utilizaremos en dicho lema.

Definiciéon 1.3.2. Sea f una funcion 27-periddica en R, definimos para cada t € R la
funcién trasladada f; : R — K dada, para todo = € R, por fi(z) = f(z —t).

Lema 1.3.3. Sea 1 < p < oo y sea f € LP(T). Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que si |t |< 0
entonces || fy — fll, < €. Es decir, se tiene que

tim | £, fllp = 0

Demostracion. En primer lugar, en virtud de la densidad de las funciones continuas en las
funciones LP para todo 1 < p < oo, podemos escoger g € C(T) y 2w-periddica tal que

€
— <7
17 =gl < 5

lo que implica a su vez que
€

3

donde definimos ¢; de manera andloga a f;. Ademés, por ser g € C(T), en virtud de la
27-periodicidad podemos afirmar que g € UC(T). Existird entonces § > 0 tal que si |t| < ¢
entonces

1fe = gellp <

€
gz =) —g@) <5 Vaelm]

lo que implica que

€

3

Pues bien, juntando todas estas desigualdades podemos concluir que si [t| < §

lge = gllp < llge = glloo <

Wfe—=fllp = lfe—9e+9—9+39—flp

< fe = gellp + llge = gllp + llg = Fllp

€ €
— 4+ - —¢

< T4
3 3

w



Teorema 1.3.4. Sea {K,,}>°, un nicleo de sumabilidad y sea f definida en T una funcién
integrable y acotada. Se verifican:

a) Si f es continua en xo entonces lim f* Ky, (x9) = f(xo)
n oo

b) Si f € Cper(T) entonces lim f* K, () = f(x) uniformemente en x € T.

¢) Para todo 1 < p < oo, si fe LP(T) entonces f * K, — f en (LP(T),|.||)

Demostracion. a) En primer lugar, por ser f continua en zp , podemos afirmar que para
todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si |y| < 0 entonces

|f(zo—y) — f(zo)| <e
Por otro lado, como por hipdtesis f es acotada, también podemos afirmar que
|lf(t)] < B vteT

Seguidamente, establecemos la siguiente cadena de igualdades

[ x Ky (w0) — f(20)

= % _ﬂ FO) Ky (xo — t)dt — f(xg)

= % /T;f(t)Kn(xo — t)dt — <2177 /7; Kn(u)du> f(zo)
1 To+T 1 &

= % - f($0 - y)Kn(y)dy - % B f(mo)Kn(y)dy

— % i [f(zo —y) — f(20)] Kn(y)dy

Entonces se tiene que

oo~ fao) | < o [ 10— ) — Flao) 1Euly)ldy
1 é
= 5 |f(zo —y) — f(xo)||Kn(y)|dy
T J_s
;L (a0 =) = Flao)l| Kn(y)ldy = (+)

21 J5<ul<n

Aprovechando entonces las propiedades de la definicién de un ntcleo de sumabilidad po-
demos afirmar que existe n.s = n(e, d) tal que para todo n > ngs

IN

I 1 1 1
— K d —2B K dy < —eM + —2B
0 = goe [ iyt 52m | (Kl < et + 5 2b

. <217T(M+ 2B)> —C

10



para una cierta constante C. Deducimos entonces que, tal y como queriamos probar

lim f* K, (z0) = f(o)

n—oo

b) La manera de proceder es totalmente andloga solo que en este caso se utilizaria la
definicién de continuidad uniforme pues sabemos que por ser f € C(T) en virtud de la
2m-periodicidad se verifica que f € UC(T).

¢) En primer lugar, razonando como lo haciamos en el apartado a) observamos que para
cualquier = € [—m, 7| se tiene que

frkn @)= @) =5 [ =0 - f@) a0

Veamos entonces, en virtud de la desigualdad triangular, que V. z € T

\f 5 Ko (2) = F@)p = \

= [ Ut - SR @

2r ). )
1)
‘ 217T /awg’ —t) = f(@)] K (t)dt p

1

+5 /5 I BT

= ()

p

Aplicando entonces la desigualdad de Minkowski

I 1
(%) < / 1f (@ —1t) = f(@)|lp| Kn(t)|dt + QHpr/ [ K (t)]dt = ()
2w -5 27 <]zl <
y finalmente, en virtud del lema [1.3.3| y de las propiedades de los ntcleos de sumabilidad
podemos afirmar que existe nes = n(e,d) tal que para todo n > ns

I 1
(xx) < Py /66\Kn(t)]dt + %%”qup < Ce

™

para una cierta constante C. Deducimos entonces que
fxKp— fen (LP(T), )
tal y como queriamos demostrar. O

Ejemplo 1.3.5. Como consecuencia del teoremal|l.53.4), y en virtud de la igualdad probada
en el ejemplo es natural preguntarse si el nicleo de el nicleo de Dirichlet, { Dy},
es un nucleo de sumabilidad. La respuesta es que mo ya que falla la sequnda de las condi-
ciones impuestas en la definicion. Para demostrar que es asi nos servimos de la siguiente

desigualdad

ol e

JEENOIZEESY
k=1

—Tr

de donde se deduce que

lim | Dy (x)|dx = oo
N—oo -

11



Resolucion. La haremos mas adelante, cuando estudiemos mas en profundidad el niicleo
de Dirichlet. ]

Ejemplo 1.3.6. Denominamos Nicleo de Féjer a la sucesion {Fy}J_, donde para
cada N € N y todo y € T viene dado por

N—1
Fu(y) = Do(y) + . -].V—l— Dy-i(y) _ % Z Du(y)
n=0

F3 ——
F10 |
FIs, ———

-4 -2 0 2 4

x
Veamos ahora un importante resultado relacionado con los nicleos de Féjer.

Teorema 1.3.7. Consideramos {Fn}3_, el nicleo de Féjer. Se verifican entonces:
)
2)

i) {Fn}R_, es un nicleo de sumabilidad.

i) Fy(z) = 51n2(

N sin?(

Demostracion. i) En primer lugar recordemos que, tal y como los definfamos en el ejemplo
1.1.5, para cada N € N
sin((N + 3)z)
Dn(z) = — 2777/
w() sin(%)

Tomando entonces w = e** veamos que

N-1 Nl n+1 _ -
ST IR SO B e
n=0

k=—n n=0
N-1 N-1 _
_ 1 an-s-l_zw_n _ 1 wN+1—w_1—w N
w—1 w—1 w—1 1—w-l
n=0 n=0
N+1 —N+1
_ 1 wiV T —w W _w _ 1 (wN+1_2w+w—N+1)
w—1 w—1 w—1 (w—1)2

‘ 2

*)

(e~ 12 () (FoeF)T

12

iNx —iNz\ 2
ei(N+1)x _ 9etT + ei(—N—l—l)a: (eiN:B —24 e—iN:c) (eT — QT) sin (
2

IR [

)



luego efectivamente V N € N

|~
N8 1\3‘2
NG 8
S~—

1
) = ¥ e

tal y como querfamos demostrar.

i1) Para demostrar esta afirmacién tendremos que comprobar que se verifican las tres
condiciones de la definicion de nicleo de sumabilidad:

1.
N-1 N-1
1 (" 1 /™1 1 g
o | e = 5 f N< ”) =GN Dnlw)de
o - n=0 n=0"""T
N—-1
11 11
= N T TN T
n=0

ya que
Dy (z)dx = / < Z e“m) dx = / dzr + Z/ cos(kx)dx = 2w
—7 T \k——n —T —T

2. Como Fx(z) > 0 para todo N € Ny todo = € [—, 7]
/ Fy@)dz = | Fx(@)dz=2r VYNeN

luego para M = 27
s
/ Fn(z)ldz <M Y NeN

—Tr
3. Veamos que para todo 6 > 0
Nz
5)
2)

Aprovechando entonces que |sin(xz/2)| > |sin(6/2)| para 6/2 < |z|/2 < 7/2

0 < I | (2)|d i 1 sin®(
> 1mm N(Z)|ar = lm
N—oo 6§\x|§7r N—oo <|$|<7T N San(

= (%)

11 11
(x) < lim ——— _dz= lim / dx
1

N—roo 0<|z|<m NSIHQ(g) N—o00 N51n2(%)

1 1 i 1 1
lim ~ 35 dr = lim —75277 =0
N—o0 Nsu] (5) —r N—o0 Nsul (5)

de donde se deduce que

lim |Fn(z)|dz =0

N=oo J§<|z|<n

Se verifican las tres condiciones de la definicién [1.3.1| por lo que podemos afirmar que
{Fn}%_; es un nicleo de sumabilidad tal y como querfamos demostrar. O

13



Proposicion 1.3.8. Para cada N € N se tiene que

N —Inl ~ .
Fyef @)=Y Xl e
In|<N
Demostracion. Directamente veamos que
| V-1 (NL | NN
Fysf(@) = 3 Suf@) =53 3 Fi)e = S e
n=0 n=0 j=—n j=—N+1n=|j|
1 ~ - N — |n| ~ -
= S Fme = Y N e
[n|<N In|<N

14



Capitulo 2

Primeros resultados sobre
convergencia

2.1. Sumabilidad Césaro. Aplicacion a las series de Fourier

2.1.1. Teorema de Féjer

Definicion 2.1.1. Dada una sucesién ¢y, ci,... de numeros complejos se define la N-
ésima media de Césaro, también conocida como N-ésima suma de Césaro, como

co+ -+ ceN-1
oN = I

Nota. Se puede demostrar que si una sucesion converge a un determinado elemento en-
tonces las medias de Césaro convergen al mismo elemento. Sin embargo, el reciproco no
es cierto. Por ejemplo la sucesién dada por s, = (—1)" no converge pero

0 N par
oN =
% N impar
verifica que
lim oy =0
N—o0
Definiciéon 2.1.2. Dada una funciéon f : T — K continua y 27-periddica se define la
N-ésima media de Césaro de la serie de Fourier como

o(f) = 2 Sval)

Por lo que veiamos en el ejemplo sabemos que V N € N

Sn(f)(x) = f*Dn (x)

15



donde Dy es el N-ésimo nucleo de Dirichlet. Pues bien, veamos ahora que

(@) = S + e+ Sy () (@)]

- %[f*DO ()4 + f*Dn_1 (2)]

= I %Dyt 4 Dyl (@)

. Do+ ---+ DN

=7 K (@)

= fxFn (z)
Podemos entonces establecer el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 2.1.3. Sea f definida en T una funcion integrable y acotada. Se verifican las
siguientes afirmaciones:

a) Si f es continua en xo entonces ]\}fm on(f)(zo) = f(xo)
— 00

b) Si f € Cper(T) entonces A}l’m on(f)(z) = f(z) uniformemente en x € T.
—00

¢) Para todo 1 < p < oo, si f€ LP(T) entonces on(f) — f en (LP(T), ||.||p)

Demostracién. En el teorema vimos que el nicleo de Féjer, {Fn}3_;, es un ntcleo
de sumabilidad. Aprovechando entonces que

on(f)(z) = f*xFy (z) VNeN
podemos concluir, en virtud del teorema que las tres afirmaciones dadas son ciertas.
O
2.1.2. Consecuencias

Corolario 2.1.4 (Teorema de Weierstrass). FEl conjunto de los polinomios trigo-
nométricos

T .= Z ape™ N =0,1,2...;a; € C;

es denso en (Cper(T), |- loc)-

Demostracion. En primer lugar observemos que
1 N-1 o
on(H@) =5 D S(NE@) oy S =D Fk)e™
n=0 |k|<N
de donde inmediatamente deducimos que on(f) € T para cualquier N. Por consiguiente,

como en el teorema anterior (2.1.3)) hemos visto que
m on(f)(x) = f(z)

N—o0

uniformemente en x € T para toda f € Cper(T), podemos concluir que 7 es denso en
(Cper(T), || - lloo) tal y como querfamos probar. O

16



Corolario 2.1.5. Para todo 1 < p < 00, el conjunto de los polinomios trigonométricos
T := Zakeikt:N:Ql,Q...;akeC;

es denso en (LP(T),|.|p)-

Demostracion. La demostracion es totalmente andloga a la del corolario anterior utilizando
en este caso el tercer apartado del teorema [2.1.3 O
Corolario 2.1.6 (Unicidad de las series de Fourier, I). Sea f una funcién en L'(T)

que verifica que f(n) =0V n € Z. Entonces f(x) =0 en casi todo punto.

~

Demostracion. En primer lugar observemos que si f(n) = 0V n € Z entonces se tiene que
on(f) =0V N € N. Por consiguiente, este resultado es consecuencia inmediata del tercer
apartado del teorema [2.1.3] (con p = 1). O

Corolario 2.1.7 (Unicidad de las series de Fourier, II). Sean f y g funciones en

~

LY(T) tales que f(n) =g(n) ¥V n € Z. Entonces f(x) = g(z) en casi todo punto.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de aplicar el corolario anterior (2.1.6)) a la fun-
cion f — g pues por las propiedades de la integral se tiene que

— ~

f=9(n)=f(n)—g(n) VneZ

y por consiguiente que f —g(z) =0V x € T, o lo que es equivalente, que f(z) = g(x) para
todo x € T. O

Corolario 2.1.8 (Lema de Riemann-Lebesgue). Si f € LY(T) entonces se verifica

que lim |f(n)| =0
[n]—o0

Demostracion. En primer lugar, en virtud del corolario [2.1.5] podemos afirmar que existe
p €T tal que

Hf —le <€
Ademas, veamos que para todo n € Z
.]/C\(n) = i ’ f(t)eizntdt = i " [f'(t) _ (t)]e*intdt + i " (t)e*intdt
o 7Tr T or . b o 77Tp

luego

~

f(n) = (F = p)(n) + B(n)
Por consiguiente R o
[f() < [(f —p)(0)] + [p(n)]
y como
(F=pm)<lf-pli<e y [m)I=0  VIn| >grado(p)
podemos concluir entonces que

lim |f(n)| =0

[n|]—o0

tal y como queriamos demostrar. O
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Lema 2.1.9. Sea f € C;fer(']l‘) entonces para cualquier n € Z se verifica que

1
(ik)
Demostracion. Probaremos solamente el caso en el que £ = 1 pues el caso general se
obtiene de manera inmediata mediante induccién. Distinguimos para ello dos opciones:

fn) = —— ) (n)

= n=20
o) = 2" pwa=Lyar, = 2 =0
oy = o [ rwd= 51O, = 5= ) - F-) =
= (i0)f(0)
= n#0
~ 1 (", . 1 o 1 (7 o
flln) = > f'(t)e " at = 7 [f(t)e mt}_ﬂ+§m f(t)e "at
- m% /_ F()e™tdt = (in) F(n)
En ambos casos se llega al resultado esperado. O

A continuacién deducimos un criterio de convergencia uniforme para Sy f(z), al menos
cuando f es suficientemente suave.

Corolario 2.1.10. Sea f: T — K una funcion 2m-periddica. Entonces:

a) Si f es continua y Z |f(n)| < oo entonces Sn(f) Ao, fenl o

n=—oo

N—oo

b) Si f € Ch,(T) entonces Sy(f) —— f en |- [l

~

., . . s . o0 .
Demostracion. a) En primer lugar, como por hipdtesis >~ |f(n)| < oo, en virtud del
criterio de Weirestrass sobre convergencia de Series podemos afirmar que

Y Jem = g(a)

n=—oo

converge uniformemente para todo x € [—m, 7| a una cierta funcién g continua y 27-
periddica. Observemos entonces que, como para todo n,

1

G(n) = o /7r g(x)e” " dx = (conv.unif) = Z %f(n) /_7r I =i g J/”\(n)

-7

en virtud del corolario podemos concluir que f(x) = g(z) en casi todo punto. Es
mas, por ser f y g continuas, f(z) = g(z) para todo x € T, de donde deducimos que

Sn(f) 222 Fen || - [l

tal y como queriamos demostrar.
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b) Para demostrar el segundo apartado nos serviremos de la siguiente cadena de desigual-
dades. En virtud de la Identidad de Parseval, que veremos en sabemos que

1/2 1/2
~ ~ 1 ~ 1
SIFml = S mfmlg < (X mfwE) {2 e
n#0 n#0 n#0 n#0
) 1/2 _ 12
< L[ Sipwr) o[ irpa) <o
n#0 -
lo que demuestra que
o]
> 1) <o
n=-—oo
y en virtud del apartado anterior que
N—oo
Sn(f) —= fen |l
tal y como queriamos demostrar. O

2.2. Teoria de Series de Fourier en L2

Nos serviremos de los resultados de Anélisis Funcional sobre Espacios de Hilbert que desa-
rrollamos en el Apéndice A.

Pero antes de establecer ningtin resultado, hemos de observar que L?([—, 7]) con el pro-
ducto escalar dado por

(9= [ rwa@a

es un espacio de Hilbert. Establecemos a continuacién un importante resultado, y sir-
viéndonos del teorema podremos entonces establecer importantes resultados de con-
vergencia para las series de Fourier.

Teorema 2.2.1. {\/%emt in € Z} es una base ortonormal de L*([—, ).

Demostracion. En primer lugar vamos a demostrar que {\/%emt 'n € Z} es un conjunto
Y

ortonormal en L?([—n,7]). Por un lado veamos que

1 (", ; 1
H—Tweth% = 271/ MMt = %27r =1 VneZ
—T

y por otro lado que para todo n # m

1 eimt) _ 1/7r einte—imtdt _ i " ei(n—m)tdt
V2T "2 2 J_, 27 J_,

1 [ ei(n—m)t ]W ez’(n—m)w _ e—i(n—m)w
(
(

2mi(n —m)



luego efectivamente se tiene que {\/%emt 'n € Z} es un conjunto ortonormal.

A continuacién, observemos que

1 . -
span{ elnt:neZ}: Zake’ :N=0,1,2...;a,€Cst € [-m,7| p =T
vam Ik|<N

Por consiguiente, como en virtud del corolario sabemos que 7 es denso en (L?([—, 7)), ||-
l2), podemos afirmar que

span { \/12?6““ ‘ne Z} — [2(|—m, 7))

y por consiguiente, en virtud del teorema |A.9 que {\/%emt in € Z} es una base Hilber-

tiana de L?([—,7]) tal y como querfamos demostrar. O

Corolario 2.2.2 (Convergencia en L?). Sea f € L*([-7,7]), se tiene que Sy (f) Ao,

fen (L2([=m, 7)), [ - [|2)-
Demostracion. En primer lugar observemos que para todo N € N

N

1 " —int int
ZN <2W _Wf(t)e dt) e

n—=—

N
Sv® = 3 Fmye =
n=—N

N
_ " L —int L int
= ZN( 7ﬂf(t)\/%e dt) me

1 int 1 int

= 2 e

n=—N

Por consiguiente, como en virtud del teorema anterior,[2.2.1], sabemos que {\/%emt 'n € Z}

es una base de Hilbert de L?([—m, 7]), en virtud del teorema [A.9| podemos concluir que

Sn(f) 222 f en (L([—m, 7)), || - ||2)

tal y como queriamos demostrar. O
Corolario 2.2.3 (Identidad de Parseval). Sea f € L?([—7,7]), se verifica que

S =3 17

neL

Demostracion. En primer lugar veamos que V n € Z

1 in " 1 —in 2r 1 & —in
oz = 1 [ e = | g [ e

= Vorf(n)]® = 2n|f(n)]”

Aplicando entonces el teorema [A.9] obtenemos que

1 ~ ~
I£15 =" IS, Ee’" W=D 2n|f(n)]> =27 ) |f(n)]

neL nez nez
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o equivalentemente que

1 ~
gllfllg => [f()?

neL

tal y como queriamos demostrar.
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Capitulo 3

Criterios de convergencia puntual

3.1. Nucleo de Dirichlet

Aunque a lo largo de los capitulos anteriores ya hemos trabajado con este niicleo y hemos
mencionado algunas de sus propiedades, vamos a realizar en esta seccion un estudio més
riguroso del mismo.

Definiciéon 3.1.1. Se denomina N-ésimo nitcleo de Dirichlet al polinomio trigo-
nométrico Dy : [—m, 7] — K dado por

para todo x € [—m, 7.
Proposicion 3.1.2. Con respecto a los nicleos de Dirichlet se tiene que:

sin((N +1/2)x)
sin(z/2)

i) Dy(x) = para todo N € N y cualquier x € [—7, 7]
ii) Dn(z) = Dn(—x) para todo N € N y cualquier x € [—m, 7]

ii1) 2171'/7; Dy (t) dt =1 para todo N € N

i) Sn(f)(z) = f*x Dy (x) para todo N € N y cualquier x € [—m, 7]
v) Para todo N € N se tiene que Dn(0) = 2N + 1

Demostracion. i) Realizamos la prueba del primer apartado en el ejemplo

i1) Aplicando directamente la definicién para un N cualquiera y un x € [—, 7] arbitrario
veamos que

N
DN(CC) — Zeinz:efiNx_F__._'_efi:v_i_1_+_eix+'”_’_6iNx
n=—N
N
= N T p It e e N T = Y e = Dy(—a)
n=—N
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iii) Realizamos la demostracién de este apartado dentro de la prueba del teorema m
concretamente en el segundo apartado del mismo.

iv) Realizamos la prueba de este apartado en el ejemplo

v) Sea N € N arbitrario, veamos que

Observacion. Para todo x € (—m/2,m/2) se tiene que
2 .
—la| < [sin(z)] < |z|
7r

como se aprecia en la siguiente grafica

2l (%6pi
abs(singg)
e b abs(

s - 7
[ 7

04 = 7

02 - ~ v R

Proposicién 3.1.3. Para todo N € N se verifica que

- N
JRCYOIZEESS

T k=1

=

Demostracion. Directamente establecemos la siguiente cadena de desigualdades sirviéndo-
nos de algunas de las propiedades que demostrdbamos en la proposicién anterior, (3.1.2]),
y utilizando que en (0,7/2), |sin(z)| < z tal y como vefamos anteriormente:

1" de — 1 [T sin((NV +1/2)z) _ LT sin((N +1/2)z) N
27 /_W|DN( )Id 2r ) . sin(x/2) 7T/0 sin(x/2) d
2 [][sin((2N + 1)z) s 2 2 |sin((2N + 1)x) .
N 71'/0 sin(x) dz 2 71'/0 x d
2 25 sin(mu) 2 Nl sin(ru) EN_I k1 sin(u) (s
-2 w>? [ du>”§j:0/k S du = (+)
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Aprovechando entonces que |sin(m(u + k))| = |sin(7wu)| se tiene que

N-1 .1 . N-1 .1 . N 1
2 sin(mu) 2 sin(mu) 2 1 .
(x) = Z/ duzz:/ du = — Zf /81n(7ru)du
T = Jo u+k T = Jo 1+k T k:lk 0
_22(5n1) 4 (sl
o k] x2 k
k=1 k=1
O

Corolario 3.1.4. Para todo N € N se verifica que

T 4

| Dy = S 10g(v)

_W m

Demostracion. En primer lugar observemos que
N N k1 N
1 dx 1
log(N) :/ —dr = / — < —

Aplicando entonces la proposicién anterior podemos afirmar que para todo N € N

T 4

/ Dy (2)|dz > = log(N)

r 7T

tal y como queriamos demostrar. O

Corolario 3.1.5. El nucleo de Dirichlet no es un nicleo de sumabilidad.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de cualquiera de los dos resultados anteriores
y de la definicion de ntucleo de sumabilidad. La veracidad de cualquiera de estos dos
resultados implica que no se verifique la segunda de las condiciones de la definicién de
ntcleo de sumabilidad. O

Lema 3.1.6. Sea SI: R — R la funcion dada por

SI(z) = /Ox Sint(t)dt

Se tiene que:
i) SI € C*(R)
N T . __T
ii) xlg]go SI(z) = 5 Yy zg@oo SI(z) = 5

Demostracion. En primer lugar observemos que, por el Teorema Fundamental del Célculo
es inmediato que SI € C*°(R). Por consiguiente, nos vamos a centrar en la demostracién
del segundo apartado. Observemos que

SI(—x) = /O_I sin() gy — /Om sin(=u) g, _ /Oz S gy~ s1()

t —U U

Por consiguiente, lo tinico que tendremos que demostrar es que

/ sm(t)dt .z
ot 2

Con tal objetivo, nos serviremos del teorema de Cauchy, Consideramos la funcién
f:C — C dada por f(z) = % y consideramos la siguiente region
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Veamos entonces que

iz R it R R _:
¢ ¢
edz:/ edt:/ COS()dt+i/ sintt) 4,
Lz L T T

iz —r it R 3 R
/ € 4z = / € dt=— / oS g 4 4 / sint) o,
2 at L Lt

luego como por el citado teorema de Cauchy sabemos que

/Yf(z)dz =0

siendo v = 1 U~ys U~y3 U~y4 podemos afirmar que

R iz iz
t
2i/ sin )dt =— € dz —/ €
r t o 72 *

A continuacién, veamos que cambiando la orientacién de 74 se tiene que

eiz ™ eire“ ) T o o .
o S dy = / rietdt =i / 6”m"(cos(i&)—}—z sm(t))dt — / e Cos(t)e—r Sm(t)dt
0 0 0

vy 2 rett

Observemos ahora, que si denotamos con f,(t) = e <) e=rnsin() ' donde r,, converge a 0
cuando n tiende a infinito, en virtud del teorema de convergencia dominada, podemos
concluir que

hglo ; fn(t)dt:/o hglofn(t)dt:/o dt =7

Tn Tn

yva que paratodo 0 <t <m
|fnt) <1V n y lim f,(t) =1
rn—0

Por consiguiente, podemos afirmar que

Razonando de manera totalmente andloga a como lo habiamos para 74 llegamos a que

eiz T )
2 dz = Z/ echos(t)e—Rsm(t)dt
0

vo %

iRn COS(t)e

Tomamos en este caso g, (t) =€ ~Rasin(®) donde R,, converge a oo cuando n tiende

a 00, y observemos que

25



lgn(t)] <1V n y 3 lim gn(t) =0sit e (0,m)

Podemos afirmar entonces que

Por consiguiente, llegamos a que

.
2 / sin(t) gy _ i
.t

de donde inmediatamente se deduce que
s

lim SI(x) = -

n—00 2

tal y como queriamos probar. Aplicando entonces el razonamiento que haciamos al prin-
cipio de la demostracién podemos afirmar también que

lim SI(z)=——~

n—00 2

lo que concluye la demostracion. O

A continuacién, damos una definicién que nos serd tutil méds adelante. Aunque no es la
definicién mas general posible de este concepto, es la que nos interesa para el desarrollo
de este trabajo y sera ésta la que vamos a utilizar.

Definicién 3.1.7. Sea f : T — C. Decimos que f(t) = O(t*) cuando t — 0 si se
verifican:

i) fecC>®(—mmn)
ii) Existe una constante C' > 0 tal que |f(¢)| < Clt|*Vt e T

Proposiciéon 3.1.8. Eziste una constante C' > 0 tal que para todo N € N y todo intervalo
[a,b] C [, 7] se verifica que

b
/DN(x)dx <C

Demostracion. En primer lugar, por lo probado en el primer apartado de la proposicion
sabemos que para todo N € N y todo = € [, 7]

Diy(x) = sin((S]i\Ifl(—ig;/lz/f)m)

Por consiguiente

b b gin T
/DN(:B)dx = / ((55171(45;/12/)2) )dx

_ /ab Sin((NJ;/Q)x) dz + /absin((N +1/2)z) <Sm(1:/2) - ;2> dx

Veamos entonces por un lado que

b (N+3)b
/ Sln((N—i—l/Q)z)dx‘ _ 2/ 2 s1n(u)du
a ‘/1’1/2 (N+3)a u

iy ’SI[(N + %)b] ~SI(N + 3)a
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donde

SI@ozzszhfﬂdt

Pero por lo probado en el lema anterior (lema|3.1.6|) sabemos que ST es continuo y converge
a £5 cuando x — oo luego

b -
/a Sm((Nx—;;/Q)x)da: <K

para una cierta constante Kj. Veamos ahora por otro lado que

Jﬁbﬁn(UV—¥1/2)w)<Snmi/2)——1j2)(iv da

b 1 1
= / sn(z/2) 12

b/2 b/2
WRER
a/2 a/2

Realizando entonces el desarrollo de Taylor de la funcién seno tenemos que

1 1

sin(u)  w usin(u)

o = [Pl grow),,
B a2 usin(u)
_ /b/2 ug + 0@ 7 = K,
a/2 w N a/2

ya que, por estar % acotado cuando —7/2 < a/2 < u < b/2 < 7/2, tenemos que

para una cierta constante K>. Juntando entonces ambas acotaciones concluimos que

b
/ Dy(z)dz| < K1+ K3 =:C

tal y como queriamos probar. ]

3.2. Criterio de Dini

Directamente establecemos el siguiente criterio. Para ello, nos serviremos de algunos
resultados anteriores. Cabe destacar el Lema de Riemann-Lebesgue (2.1.8) que fue
demostrado como un corolario anteriormente.

Teorema 3.2.1 (Criterio de Dini, I). Sea f € L' ([~7,7]) y sea x¢ € [—,7]. Si existe

6 >0 tal que
i

entonces A}gn Sn(f)(xo) = f(zo).

f(zo—1t) — f(z0) &t < oo
t
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Demostracion. En primer lugar, consideramos {Dx}%_; el nicleo de Dirichlet y aprove-
chando que en la proposicién demostrabamos que
1 4 1
— D, (t)dt =1 Yy SN(f)(x)ZTf*DN(x) Ve |—mm] VN eN
T

2 J_,

podemos establecer la siguiente cadena de igualdades razonando de manera aniloga a
como lo habfamos en el teorema [[.3.4]

Sx(f(ao) = fa0) = 5= [ HODx (a0 )t~ flao)

— 5 [ sODnt -t~ (5 [ Datoat) flao)

= % ’ [f(zo —t) = f(z0)] Dn(t)dl
1 1)

— 5 | @ =0~ fw) Dt + [ [fao— )~ fa)] Dl
TJ=s o<[t|<m

= An(f)(zo) + Bn(f)(z0)

Por consiguiente, nuestro objetivo sera demostrar que

lim An(f)(zo) = lim By (f)(zo) =0

N—o0 N—oo

Comenzaremos entonces estudiando que ocurre con By(f)(zo). Para ello, observemos que

Bv(N@) = 5o [ (o=~ s Dyt
1 o ) — F(x sin((N + 1/2)t)
- o7 s<li|<n [f( 0 t) f( 0)] sm(t/Z) dt
1 Gi(N+1/2)t _ p—i(N+1/2)t
T or 5<|t|<m [F(zo = 1) = f{@o)] 2isin(t/2)
- % i By (t)eNtdt — % i B_(t)e”Ntdt = B, (—N) + B_(N)

donde
cit/2
By (t) == [f(xo —t) — f(x0)] WX{yzagmgw}(t)

o—it/2

mx{y:égwylsﬂ}(ﬂ

B_(t) == [f(wo —t) — f(x0)]

Observemos entonces que By, B_ son medibles y ademaés

. - flzo—1t) — f(x0)
/W|Bﬁ:(t)‘dt = /5<t|<n 25sin(t/2) = /a<t|<7r
1

- 2sin(3/2) /5g|t§7r |f (o — 1) = flzo)|dt < 400

f(zo —1t) — f(z0)

2sm(02) | &
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ya que f € L'([~m,]) por hipétesis. Deducimos entonces que By, B_ € L*([-x,7]) y por
consiguiente en virtud del Lema de Riemann-Lebesgue que

lfm B (—N)= lim B_(N)=
Ngnoo +( ) Ngnoo ( ) 0
y por consiguiente que
N
By (f)(wo) =0 (1)

Pasamos ahora a estudiar Ax(f)(xo). De manera anédloga a como procediamos anterior-
mente observemos que

AN(f)(SUO) = % _ﬂ— AJr(t)eiNtdt— 2; _7r A,(t)e_iNtdt
= A (-N)+A_(N)
donde o
AL 1= (20 = 1) = Fw0)) g7 i Xivoshis) (O
o—it/2
A_(t) == [f(zo—t) — f(zo)] mx{y:0§|y‘§5}(t)

Claramente A, A_ son medibles, es mas veamos que son integrables. Para ello nos servi-

21 t
remos de la siguiente desigualdad que se cumple para todo ¢t € [—m, 7|, sin(t/2) > —= = —

T2 T
g § 1)
/ A (t)]dt = / dtS/
o _5 -6

_ T | flxo —t) — f(xo)
B 2/_5

t
pues por hipétesis f € LY([—7,7]) vy <6

f(@o — 1) — f(=o)
2sin(t/2)

fwo = 1) = f(20)

aw/m |

dt < 4o

’M dt < oco. Podemos afirmar en-

tonces que A, A_ € L'([-n,7]) y de nuevo en virtud de Lema de Riemann-Lebesgue
concluimos que . -

lim Ay(—N)= lim A_(N)=0

N—o00

N—oo

de donde se deduce en este caso que

An(P)(zo) 220 (2)

Podemos concluir entonces juntando (1) y (2) que
m Sn(f)(zo0) = f(o)
N—o00

tal y como queriamos demostrar. O

Definicién 3.2.2. Sea 0 < o < 1, una funcién f : [a,b] — K se dice que es Holder-
continua de orden « en [a,b], f € C%a,b], si existe una constante C' > 0 tal que para
cualesquiera x,y € (a,b)

[f(z) = F(y)| < Clz —y|*
Diremos que f es Holder-continua de orden « en un punto zg, f € C*(xzg), si existe
0 > 0 tal que si |[x — 2| < § entonces

|f(z) = f(x0)| < Clz — 20[*
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Nota. Un caso particular de las funciones Holder-continuas son las funciones Lipschit-
zianas. Una funcién decimos que es Lipschitziana en [a, b] si es Holder-continua de orden
1 en [a,b].

Ejemplo 3.2.3. La funcion dada por f(x) = \/|x| es Hélder-continua de orden 1/2 en
xg = 0 y sin embargo, no es derivable en dicho punto. Es mds, cualquier funcion de la
forma g(z) = |z|* con 0 < a < 1 es Hélder-continua de orden « en el origen y no son

derivables en el origen. Grdficamente, veamos como son algunas de estas funciones, por
ejemplo, para o = 1/2,1/5,2/3.

1

08 7

04 7

02 7

Corolario 3.2.4. Sea 0 < a <1 y sea f € L' ([~m, ). Si f es Hélder-continua de orden
a en xo € (—m,m) entonces

Jm Sy (f) (o) = f (o)

Demostracion. En primer lugar, por ser f Holder-continua de orden a podemos afirmar
que existe una constante C' > 0 tal que

[f(zo — 1) = f(wo)| < Clt[* Ve (=4,0)
Veamos entonces que

/ f(zo —t) = f(zo)
It|<é t

Podemos entonces aplicar el criterio de Dini I, teorema y asi concluir que

i Sy (f)(a0) = f (o)

£l

dt<C
<s |l

o
2
dt = 20/ Mt = Z6% < +0
0 8]

tal y como queriamos demostrar O

Corolario 3.2.5. Sea f € L'(|—n,7]), si f es Lipschitziana en xo € (—7, ) entonces

lim Sy (f)(x0) = f (o)

N—oo

Demostracion. No es mas que un caso particular del corolario anterior. Concretamente
con o =1 O

Corolario 3.2.6. Sea f € L'([—m, ), si f es derivable en o € (—7, ) entonces

lim Sy (f)(z0) = f(z0)

N—oo
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Demostracion. Supongamos que f es derivable en xy € (—m,7) entonces es inmediato
observar que f es Lipschitziana en un entorno de dicho punto y por consiguiente en virtud
del corolario anterior tenemos que

i Sy (f)(20) = f(wo)

tal y como queriamos ver. O

Teorema 3.2.7 (Criterio de Dini, II). Sea f € LY([-7,7]) y sea z9 € (=7, 7). Si
ezisten f'(xd) y f'(zy) entonces se tiene que

lim_ S (f)(w0) = 54) + £

N—o0

Demostracion. En primer lugar, sirviéndonos de las propiedades del nicleo de Dirichlet
demostradas en la proposicién [3.1.2] veamos que

0 g
% _WDN(x)da:: 2177/0 DN(az)d:c:%

y por consiguiente

1 I 1 I

/@) = 5= [ S@Dx0a i) = 5= [ fap)Dxa
Veamos entonces que

I _ I N
Sn(F)(@o) = 5f(zg) + flag)] = o i [f(zo = 1) = f(zg)]Dn(t)dt
+gm [ a0 =1 = ragDx (0
_ % " g(t)[ei(N—i-l)t o e—z'Nt]dt

—Tr

1 (" ; 1 [7 ;
_ ? g<t)ez(N+1)tdt _ ? / g(t)e—thdt
™ ™

= g(=(N+1)) —3g(N)

donde la funcién g viene dada por

flzo —t) — f(zg)

" —m<t<O0
g(t) =
et — 1

Obviamente se observa que g € L'([—7,7]), salvo quizds en ¢t = 0, pero observemos que

_ gt el
e A TURE
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luego, como por hipétesis hemos supuesto la existencia de dichas derivadas laterales, pode-
mos afirmar que g € L' ([—7,7]), lo que en virtud de lema de Riemann-Lebesgue, implica
que

lim g(—(N+1))= lim g(N)=0

N—o0 N—oo

y por tanto que

lim_ S (f)(w0) = 50e) + £

N—o0

como queriamos demostrar. O

Corolario 3.2.8. Sea f € LY([—n,7]). Si f es de clase C a trozos, para todo x € [—7, 7]
se verifica que

, 1 _
lim Sy (f)(z) = 5[f(z") + f(z7)]
N—oo 2
Demostracion. Se trata de una consecuencia inmediata del teorema anterior. O

3.3. Criterio de Dirichlet-Jordan

Teorema 3.3.1 (Criterio de Dirichlet-Jordan). Sea f € L'[—7, 7] una funcion cre-
ciente en un entorno de un punto xg € [—m,w|. Entonces se verifica que

1‘+ Th
i Sy (f)(zy) = L)+ f(20)

n—oo 2

Demostracion. Sea § > 0, supongamos que f es creciente en (xg — d,z9 + 0). Veamos
entonces que

x+ Tn ™ $+ =
Swf(ao) — HIEIE) L7 0y Dy (g — gy — L1282 1)
- ;ﬂ/irf@;o D (t)dt W
= % /_7; f(@o +t)Dn(t)dt — W
T 0
= % A [f(zo+1t) — f(ag)]Dn(t)dt + % 3 [f (o +t) — fzg)]Dn(t)dt
= I+1II

Por un lado veremos qué ocurre con I y por otro lado qué ocurre con I1. Observemos que

1 <

)
[ U+ - f(sco*)]DN(t)dt\ T

[+~ f(xgnDN(t)dt\

= [Al+|B|

En primer lugar, de manera inmediata, razonando como en la demostracién del criterio
de Dini, en virtud del lema de Riemann-Lebesgue (lema [2.1.8), podemos afirmar que si
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N — oo entonces |B| — 0.
Por otro lado, si aplicamos el lemam podemos escoger n € (0,0) tal que

e

)
I/ DN@)dt'smf(moM)—f(xJ)
n

)
[ 150+ - )IDx (0 ' w0 + ) — f(ad)

y en virtud de la proposicién podemos afirmar entonces que

| f(zo+6) — f(xg

De esta manera, nos basta con escoger § de manera que

[f(xo+6) = f(zg) < 55 20

y tendremos que cuando N — oo, |A| — 0y por consiguiente |I| — 0. El razonamiento
con I es totalmente andlogo por lo que no lo vamos a desarrollar. ]

Aunque existen otras definiciones de funcién de variacién acotada daremos aqui la que nos
interesa para poder enunciar un corolario consecuencia del Criterio de Dirichlet-Jordan.

Definicién 3.3.2. Diremos que una funcién f : [a,b] — R es de variacién acotada si la
podemos escribir como diferencia de dos funciones es crecientes. Es decir, si f = g —h con

g v h funciones crecientes en [a, b]. En caso de que f sea de variacién acotada escribiremos
f € BVia,b.

Corolario 3.3.3. Sea f € L'[—m,n]. Si f € BV|[—n,7| entonces para todo zy € [—7, 7]
se verifica que

ltm Sx(f) (o) = L0+ (@0)

n—00 2

Es mds, si f € BV[—m,n] y es continua y periddica en T entonces
lim Sy(f)(z) = f(x) VeeT
n—o0

Demostracion. Es consecuencia inmediata del criterio de Dirichlet-Jordan, y de la
definicién dada de funcién de variacién acotada. O

Ejemplo 3.3.4. Veamos en este ejemplo que habrd funciones a las que mo podremos
aplicarles el criterio de Dini y sin embargo si podremos aplicarles el criterio de Dirichlet-
Jordan y de igual forma, existiran funciones a las que mo podremos aplicarle el criterio de
Dirichlet-Jordan y si el de Dini.

Demostracion.

i) Consideramos la funcién
1

log ﬁ

y observemos que en xg = 0 no le podemos aplicar el criterio de Dini pues

ot ) dt los7/0 gy
/0 tlog(m/t) /0 t(log(w)—log(t»:‘/_oo u

]logﬂ’/é

fz) =

= [—log|u| —log|log m/d| + log | — 00| = +o0

Sin embargo, f € BV [—m,w| (pues f decrece en (—m,0) y crece en (0, 7)) por lo que
el criterio de Dirichlet-Jordan nos asegura que en xg = 0 la serie de Fourier asociada
converge a la funcién f.
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ii) Consideramos ahora la funcién

g(t) =

y observemos que g es una funciéon Lipschitziana en xg = 0 ya que

1
zsin —| < |x]
x

[f(z) = f(O)] <

Por consiguiente, podemos aplicar el criterio de Dini. Sin embargo, no se puede
aplicar el criterio de Dirichlet-Jordan pues g ¢ BV |-, ]. Para demostrarlo, basta
con encontrar una particion —mw = xg < --- < &, = 7 tal que

— 00

> lglak) = glwp-1)| "= o0
k=1

1 2 2/n
— y veamos que g(zy) =

~1)F1
Qk+1)w o1 1) luego

Consideramos entonces xp =

n n
4 1 n—oo
kz—l lg(zx) — g(@k—1)| = ; T logn —— o0

Podemos afirmar entonces que efectivamente g no es de variacién acotada.

Nota. En este ejemplo hemos utilizado la siguiente propiedad
n
gEBV(T) & 3IM >0 : Y |g(er) - glar—1)| < M
k=1

para cada particién —m < zp < --- < z,, < 7. Para mds informacién consultar [6].
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Capitulo 4

Teorema de Marcel Riesz

4.1. Introduccion y resultados previos

Nuestro objetivo en este capitulo serd demostrar que, si 1 < p < oo, para cualquier funcién
f € LP(T), cuando N — o0, se verifica que

Snf 0

Con tal objetivo, tendremos que desarrollar una serie de resultados previos que nos lle-
varan a alcanzar la demostracién de este teorema. En primer lugar, definimos las siguientes
funciones que se veran involucradas en la prueba del teorema

N
= Snf(a)= > fk)e™

k=—N

- f(x) _ %Z A(k)eik‘z . 1 Z J/c\(k)ezkx _ Z Sign(k) J’c\(k)ezka:

1
k=1 k=—o00 k=—o00

Enunciamos y demostramos entonces los siguientes lemas pero antes recordemos que 7~
denota al conjunto de los polinomio trigonométricos. Ademads, en el corolario de-
mostramos que los polinomios trigonométricos son densos en LP lo que nos serd de gran
utilidad en este capitulo.

Lema 4.1.1. Sea f € T un polinomio trigonométrico. Se verifica que:
i) Para todo N Sy f = e N* P(eNe f) — /N+)z p(e—iN+1)z )
i) Para N suficientemente grande Pf = e NT Syn(etNTf) — e N= G (etNT f),

Demostracion. i) En primer lugar, sin pérdida de generalidad, escribimos

L
fa) =3 Flkets

k=—L
para L > N y observemos que para
' L L+N '
BZwa(x) _ Z f(k)el(k+N):B — Z f(l _ N)ezl:v
k=—L I=—L+N
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por lo que

+
]P) szf Z zlac

=0

+
—zNz P szf Z i(lI-N)z Z (k)ezkz

=0 =—N

De manera totalmente analoga llegamos a que

L
ez(N-I—l)ac P(e—z(N-H):vf(l,)) — Z ezk:v
k=N+1
por lo que efectivamente
e—sz P(eszf)_ez(N—l—l)m P(e—z(N—l-l)a:f) _ Z 1km Z zkz _ Z f(k)ezkm = Snf
=—N k= k=—N

tal y como queriamos demostrar.

i1) En primer lugar observemos que para cualquier N

/ "Nt (e hay = / " F(We i Niar = fi— )

2 J_,

— 1

eszf( ) 27T

Por consiguiente

N
o~ iNw Son szf Z f k—N)z _ Z f(l)eilx

k=—2N l=—3N

-1
e~ iNT Sn-1( chcf Z f k N)e N)z _ Z f/\(l)eilz

k=—N+1 I=—2N+1

Eligiendo entonces N suficientemente grande para que f(r) = 0 para todo r con |r| >
2(N + 1), lo cual es posible ya que f € T, tendremos que

zlx

Mz

efiNa: SgN(eiNmf) . efiNa: SN 1N:ch
l:O

tal y como queriamos demostrar. O
Lema 4.1.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

DISNAllp < Gollflly YV feT, VN=12,...

i) [Pflly < Cyllfl, YV FfeT

iii) | fllp <CUNfll, VY fET
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Demostracion. Tendremos que demostrar por un lado que i1) < iii) y por otro lado que
i) < ii). Observemos en primer lugar que f+1 f =2Pf—f ( ) y utilizando esto probaremos
i1) < 1i1).

"iii) = ii)”Supongamos en primer lugar que ||f], < Collfllp ¥ f € T. Observemos
entonces despejando en la igualdad anterior que

paif | o

Pf =
!/ 2 2

de donde se obtiene la siguiente cadena de desigualdades

11l 1FO , Ifl _
2”+ > 2p_()

IBfllp <

Aprovechando entonces que por la desigualdad de Holder

R ™ ™ ™ 1/p
FOI=ly: [ swan < - [ i< (52 [ iropa)

se tiene que

(%)

IN

1
S (A1l + 171l + Cpll£115)

C//
(1+2) 151, = 3111,
"ii) = 4ii)” De manera andloga, supongamos que [|[Pf|l, < C||fll, ¥V f € T y veamos que

~ 1 ~
()
de donde se deduce que

Il < 2IPSll + /11y + | F(0)]
< 2|Pfllp +2[ £l
< 2G| fllp + 20 £l

= 200+ C)Ifllp = Cpllfllp

ii) = i) Suponemos ahora que ||Pf|l, < C,|Ifll, ¥ f € T. Aprovechando entonces lo
probado en el primer apartado del lema anterior

SNf _ e—zNa: IP)( zsz) N+1) P(e—i(N+1):vf)
de manera inmediata se obtiene que

HSNpr < 2cgl>”f”p = CprHp
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tal y como queriamos ver.

i) = i) Finalmente, supongamos que [[Sxfll, < Cpllfllp, V f € T, VN =1,2,...y

utilizando en este caso el segundo apartado del mismo lema, lema [4.1.1

N
Pf = Z f(k)elkx — Nz SQN<eiNxf) _ o iNT SN_1(€iNxf)

k=0

veamos que
IP£llp < 2Cp[1£1lp = Cyll.flIp
Queda asi demostrado que las tres afirmaciones son equivalentes. ]
Corolario 4.1.3. Supongamos que |Snfll, < CpllfllpV f €T y¥V N =1,2,... Entonces
[1Snfllp < Cpllfllp ¥ f € LP(T)

Demostracion. En primer lugar, utilizando la densidad de 7 en LP(T) y la definicién de
norma del operador Sy, observemos que

ISnlly = sup{lISnfllp = f € LP(T), [ fll, = 1}

— sup{[|Snfllp: f €T Ifl, =1} <G,

Por consiguiente, de manera inmediata se obtiene que para cualquier funcién f € LP(T)
se verifica que

HSNf”p < CprHp

tal y como queriamos demostrar. O

4.2. Convergencia en L”

Proposicion 4.2.1. Supongamos que se verifican las siguientes afirmaciones:
i) SnfEf VfeT
i) |Snfllp < Cpllflly ¥V f e LP(T)

Entonces se tiene que Sy f KGN f vV f e LP(T).

Demostracion. Dados f € LP(T) y e > 0 sabemos que existe g € T tal que || f—g||, < €. Es
mads, por i), sabemos que existe Ny := Ny(e, g) tal que si N > Ny entonces ||g—Sngl|, < €.
Establecemos entonces la siguiente cadena de desigualdades

If=Snfllp < IF=gllp +llg = Sngllp + 1158 (g = Hllp

IN

e+ llg = Sngllp + €Cp < (Cp + 2)e
con lo que se concluye la demostracién. O

Recopilando entonces toda la informacién que tenemos,observemos, que la demostracion
del teorema de Marcel Riesz, ha quedado reducida a la demostracion del siguiente enun-
ciado.
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Teorema 4.2.2. Si 1 < p < oo entonces existe C, > 0 tal que

Hﬂ‘pgcp”f”p VfieT

Observacion. Realizaremos primero la prueba para p par y a continuacion, utilizando el
teorema de interpolacién de Riesz-Thorin y la dualidad de los espacios LP la extenderemos
al resto de casos.

Demostracion. En primer lugar, sin pérdida de generalidad suponemos que f (t) eRy
que f(0) = 0. Consideramos entonces

[o.¢]
F(t) = f(t) +if(t) =2 flk)e™
k=1
Como podemos observar, F'(t) solamente tiene frecuencias positivas y lo mismo ocu-

rrird con F(t)?™ para cualquier m, de donde deducimos que }4:27”(0) =0Vm=12,...
Por consiguiente

2m

" SN2 s 2m T 31 Flp 2
o= [+ ifwma =3 (") [ sevifeEa

—T =0

y su parte real serd también nula, es decir, podemos quedarnos solamente con los indices
J que sean pares y tendremos que

S (2N e [T Fy2md
0 jz%(%)( v [ P fereDar

Despejando entonces el caso en el que j = 0 obtenemos que

m

1718 <3 (o) [ sri s an =

J=1

y aplicando la desigualdad de Holder con p = m ,q = mL—]
a“ n2(m—
<> (s, 17—

1f N2
1 fll2m

obtenemos que

A continuacion, llamamos R := y multiplicando en ambos lados de la desigualdad

anterior por

1
1713

J

= 2m ;
2m 2(m—j)
R <L jEZl ( 0 )R

2m .
Denotamos entonces Poy,(z) = 2°™ — E <2 , ):1;2(7”7 )| que es un polinomio que verifica
: J
J=1

que P2, (0) = =1 y limy 00 Poyp(z) = o0 por lo que tendrd alguna raiz real. Llamamos
entonces Coyy, 1= max{z : Py, () = 0} y tendremos que

RSCQm
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de donde deducimos la siguiente desigualdad

1Fll2m < Com|l fll2m

que concluye la demostracion para p € 2Z. Aplicando entonces el teorema de interpolacién
de Riesz-Thorin (apéndice inductivamente podemos afirmar que para todo 2 < p < o0
se verifica que

||f|’p§cp‘|f‘|p vV eT

Finalmente, mediante un argumento de andlisis funcional, por dualidad demostraremos
que para 1 < p < 2 también se verifica y podremos asi concluir la demostracién del teore-
ma.

Sea p € (1,2) directamente veamos que

1l = sup{[(f,9)] g € (L7)", llgll 1oy = 1} = (1)

/ 1
Aplicando entonces el teorema de Frigyes Riesz, es decir, que (LP)* = LP con — + - =1,
p D
y utilizando la densidad de 7 en los espacios LP para cualquier p tenemos que

(1) = sup{[(f,9)]:9 € L llgll . = 1} = sup{[(F. 9)| : 9 € T, llgll 1o = 1}

= sup{[(f,9)| : g € T, llgllw =1} = (2)

ya que

Fo = Yoo =3 Wﬂnrg‘(m

n
szgn ~
= =X (500 ) = = X Fitn = ~(a:7
A continuacion, aplicando la desigualdad de Holder, se obtiene que

(2) <sup{l[fllp 9llp : 9 € T, llgllpw =1} = (3)

y finalmente, aprovechando que 2 < p’ < oo, por lo probado anteriormente, tenemos que

3) < Gy sup{|[fllp llglly = 9 € T Mgl = 1} = Cyll fllp
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Capitulo 5

Series de Fourier Divergentes

5.1. Contraejemplo de Du Bois Reymond

5.1.1. Contraejemplo de Du Bois Reymond. Versién 1

Teorema 5.1.1. Eziste una funcion f € Cper(T) tal que no existe
lim S £(0)
Demostracion. Supongamos mediante reduccion al absurdo que para cualquier f € Cper(T)
3 lim Sy f(0) (%)
N—oo
Definimos entonces el operador

SN()ICpeT(T) — C
f— Snf(0)

que obviamente es un operador lineal. Ademads, veamos que

|z

[Snof(0) < 272N + 1| flloo

ya que

Fn)l < / F(b))dt < / 1 Flloodt = 27 1o

—T
Por consiguiente, podemos afirmar que Syg es un operador lineal y continuo. Utilizando
entonces (*) observamos que para cualquier f fijo se verifica que

s%p]SNf(Oﬂ =Cf <

por lo que aplicando el teorema de Banach-Steinhauss, teorema a la familia de
operadores Syg, N =1,2,..., podemos afirmar que existe una constante C' < oo tal que,
para cualquier f € Cpe,(T) y cualquier N € N, se verifica que

IS f(0)] < Cl[flloo

Aprovechando entonces que

sxi =] [ f(t)DN@)dt\

‘ —Tr
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lo que tenemos es que

[ soosw] < cirln

Tomamos entonces para cada N, fn(t) = sin((2N + 1)7t) € Cper(T) y veamos que por la
definicién dada del ntcleo de Dirichlet se tiene que

S v (0) = /7r sin?((2N + 1)7rt)dt

o sin(rt)

Razonando entonces como en la proposicién llegamos a que

1 [7 |sin?((N + 1/2)z) 1 (™ |sin?((N +1/2)x)
S 0) = — de = — d
nn(0) 2 ) _» sin(x/2) . 7T/0 sin(x/2) o
jus < 2 jus 92
_ 2 /2 sin ((?N—I— 1)x) e > 2 /2 sin®((2N + 1)x) s
T Jo sin(z) T Jo x
=t 2 N | ain2 N1 ol | o2
_ 2/ 2 |sin®(mu) du > 2/ sin(mu) du > 2 / sin®(mu) du
7 Jo u 7 Jo u T = S u
N—-1 .1 . 9 N-1 .1 2 N 1
2 1
_ 2 / S (ﬂu)duz 2 / S (Wu)d — Zi / sin®(7u)du
T = Jo u+k T = Jo 1+k T \i= k) Jo
N N
21 1 1 1
- Zk) E (Zk>
k=1 k=1
por lo que

entrando en contradiccién con que

ISNfn(0)] < Ol fnlle < C

Queda asi demostrada la existencia de una serie de Fourier continua y periddica que diverge
en un punto. ]

5.1.2. Contraejemplo de Du Bois Reymond. Versién 11

A continuacién, desarrollaremos en esta seccién una demostracion del contraejemplo de
Du Bois Reymond que realiza una construccién explicita de una funcién f € Cpe,(T) cuya
serie de Fourier diverge en un punto. Desarrollaremos antes de pasar a la demostracién
propiamente una serie de lemas que nos seran necesarios.

Lema 5.1.2. Sea hy(s) = sign(Dn(—s)) donde Dy es el N-simo nicleo de Dirichlet.
Entonces

rm (r+ D)7
2N +1" 2N +1

i) hn es constante en los intervalos de la forma < > para todo |r| < N.

i) |hy(s)| <1 VseT.

iii) Snhn(0) > Clog(N) para N suficientemente grande.
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Demostracion. Tanto i) como i) son totalmente inmediatas a partir de la férmula obte-
nida en el ejemplo m Por consiguiente, demostraremos solamente ii). Directamente,
sirviéndonos de la simetria del nucleo de Dirichlet y de la acotacién dada por el corolario

[3.1.4] veamos que

1 (" 1 "
Shx(0) = o [ hx(@)Dy(-a)dr= - / D (—2)|da
i - 2 J_,
- L W\D (x)|dz > Clog N
= o) N z g
O
Lema 5.1.3. Sean f,g € L'(T) entonces
AP -~ I
) [80) =) < 5 [ lo - holar v
2N+1 [T7
i) |Sxg(o) ~ Sxh@)| < 255 [ lgo ol Vuzo,
Demostracion. i) Directamente observemos que
-~ T 1 " —irt 1 " —irt
9(r) =h(r)l = |5 [ (9@) =h(t))e™"dt| < o— [ [(g(t) = h())e™""|dt
T ) 2 J_,
= o [ ot hio)l
oo ) g
i1) Sirviéndonos del apartado anterior veamos que
Sng(x) = Swh(@)] = | Y @) =h(r)e™| < Y 1@(r) = h(r))e™
r=—N r=—N
N R Ny g
= Y [9(r) = h(r) < 5. | l9(t) = h(t)ldt
r=—N r=— -
2N +1 [7
= 55 e = nyja
O

Lema 5.1.4. Para cada n > 2 existe una funcion continua g, : T —> R tal que
i) lgn(s)| <1 Vs
7’7') |Sngn(0)‘ > Clogn

Demostracion. Solamente construimos una funcién g, continua tal que |g,(s)| < 1 para

todo s y
1 [7 1
a_ n - hn d S
27T _7-(- ’g (8) <S>‘ B 4(2n + 1)

Graficamente, una funcién de la forma
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Ay

AwEnw

Es maés, en virtud del segundo apartado del lema anterior, sabemos que podemos escoger
gn de forma que

2n+1 1
5 ||gn_hnH1 < -
T

W

de donde deducimos que
1S090(0)] 2 1Sl (0)] = 15,9n(0) = Suha(0)] 2 Clogn — § > C'logn
lo que concluye la demostracion. O
Lema 5.1.5. Para cada n > 2 existe un polinomio trigonométrico G, : T — C tal que
i) |Gn(s)| <2 VseT
it) [SnGn(0)| > Clogn —1

Demostracién. En virtud del corolario sabemos que el conjunto de los polinomios
trigonométricos, T, es denso en las funciones continuas por lo que podemos encontrar un
polinomio trigonométrico GG, de manera que

1
2n+1

|Gn(s) — gn(s)| < VseT

Veamos entonces que
Gn ()] <1Gn(s) = gn(s)| +lgn(s)| <2 Vs eT

luego efectivamente se verifica ¢). Pasamos ahora a ver ii). Veamos que

1 s

21 J s

— <
Gu(s) = gn()lds < 53—

por lo que en virtud de los lemas anteriores
1S0Gn(0)] > [S19n(0)] = [SnGr(0) = Spgn(0)| > Clogn — 1
tal y como queriamos ver. O

Recopilando todo lo anterior y simplificando el resultado para que nos sea mas 1til tenemos
el siguiente lema

Lema 5.1.6. Dados My, My > 0 existen un polinomio trigonométrico G : T — C y un
niumero N := N(My, My) con N > M y tal que
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i) |G(s)| <1 VseT
ii) |SnNG(0)| > Mo
Demostracion. Es inmediato a partir del resultado anterior. O

Una vez enunciados todos estos lemas, vamos a desarrollar propiamente el enunciado y la
construccion del contraejemplo de Du Bois Reymond.

Teorema 5.1.7. Eziste una funcion f € Cper(T) tal que no existe

Iim Sy f(0

m Sy f (0)

Demostracion. En primer lugar, en virtud del lema anterior, lema podemos encon-
trar una sucesiéon de polinomios trigonométricos Hi, Ho,... y una sucesién creciente de
enteros positivos n(1),n(2), ... tales que

i) |Hi(s)| <1 VseT
i) [Snr Hi(0)] > 22
Denotamos ahora con ¢(k) el grado de Hy. De esta forma,

q(k) ‘
Hy(t) = Z agre't

r=—q(k)

y obviamente g(k) > n(k) pues de lo contrario |S,, ;) Hk(0)| = |Hy(0)] < 1y esto entraria
en contradiccién con 4i). Supondremos entonces sin pérdida de generalidad que n(k+1) >
q(k), tomamos p(k) = Z§:1(2q(j) + 1) y definimos

Fnlt) = 3 27 e (1)

k=1
Observemos entonces que (para m > n + 1)

m

@) = fu®)] = | Y 27FePBiE ) < Y (27 PWiH, (1))
k=n+1 k=n+1

m m
= > RFH@I< ) 27 <2 50
k=n+1 k=n+1

Aplicando entonces el M-test de Weierstrass podemos afirmar que f,, convergen unifor-
memente a una funcién f que vendra dada por

oo
Ft) =) 27hePWi (1)
k=1
y, por ser las f,, continuas sabemos que f serd también continua. Es mas, tendremos que

e () —> €7 (1)

uniformemente por lo que

~

fm(r) — F(r)

45



A continuacién, observemos que

a
e {, (1) = Z app e Pt (1)

r=—4gk

tiene frecuencias entre [px — gk, prx + qx] ¥ por la eleccién realizada de los py éstas serdn
disjuntas con las frecuencias de

qk+1

eipk“(t)Hk+1(t) — Z a(k+1)rei(pk+1+7“)t (2)

r=—qk+1
En efecto veamos que la frecuencia mayor de (1) que es

k

Pk + Qk < Pk + Qrt1 = Z(QQj +1) + @1 = Prt1 — Gr1 — L < Pt — Qo1
j=1

que es la frecuencia menor de (2). Por consiguiente, para |u| < gx se tiene que
Flp(k) +u) = 27" Hy(u)
Mediante un argumento similar llegamos a que
fry=0 Vr<0
Veamos entonces que

n(k)

|Spe)n(8) F(0) = Spiy—nn FO) = | Y 27" Hy(u)
u=—n(k)

= 27M|S, 4 Hi(0)] > 2 £22 oo
luego
lim sup(max(|Sp(k)-£n (k) f (0)]; [Spk)—n(r) f(0)])) = 00

k—o00

de donde se deduce que limsup S,, f(0) = oo y por tanto que

n—oo
n—oo

tal y como queriamos demostrar. ]

5.2. Contraejemplo de Kolmogorov

El objetivo en esta seccién serd demostrar que existe una funcién f € L!(T) cuya serie
de Fourier no es convergente. Demostraremos el siguiente enunciado.

Existe f € LY(T) tal que limsup|S, f(z)| = oo para casi todo x € T
n—oo

Sin embargo, para abordar la demostracion de este teorema tendremos que trabajar en
una serie de resultados previos. Dividiremos la prueba en tres secciones:

» Seccién 1: Teorema de Kronecker.
= Seccion 2: Resultados previos.

= Seccién 3: Contraejemplo.
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5.2.1. Teorema de Kronecker.

Lema 5.2.1. Supongamos que {m,01,...,04} son linealmente independientes sobre Q. Es
decir, supongamos que si qom + 101 + - - qafqa =0 con q1,...,qq € Q entonces g = --- =
qqa = 0. Entonces para cualquier f € C(T?)

N
1 o0
N E f(nby,... nﬁd)k}——) df(:vl,...,:nd)dxl...dmd

n=1

Demostracion. Para abordar esta demostracién distinguiremos tres casos posibles:
En primer lugar consideramos que f viene dada por

flzy,...,xq) = ei(k1z1tkaza) con ki,..., kg€ Z

y distinguimos dos opciones. En primer lugar consideramos (ki,...,kq) = (0,...,0) y en
ese caso tendremos que

1=

Mz

1 & 1
Nz_:lf(nﬂl,.. i) = o

n=1

f(wl,...,xd)dxl...dafd—][ 1da:1...d:cd:1
Td Td

por lo que efectivamente el enunciado se verifica.

Supongamos entonces que (ki,...,kq) # (0,...,0). Sin pérdida de generalidad supon-
gamos por ejemplo que kg # 0. Veamos entonces que

][ ghertkara) qp,  dr, = ][ - ][ ethon . etkatady, . dxg
Td T T
= ][ o ][ eFen .. gika—12a— <][ eikdmdd:cd> dxy...dxg_1 =0
T T T

ya que para cualquier k£ no nulo

][eikacdx — 21/71’ eikxdx _ QL [ezl;m]ﬂ _ 2i(6i7rx _e—iﬂx) =0
T ) T ik |, T

Por otro lado se tiene que

N i(N+1)(k1614-kq0 i(k101+-kq0
Zez(nk191+ kafa) _ iz( (k1014 kded)) _ 1 N0 +kaba) _ ilkai-kada)
N ! N N ei(k101+"'kd9d) _ 1
n= n=1
luego
1 & 1 &
— Z et (k161 4--nkqfq) _][ ei(klwl“r”'kdmd)dml L day| = 5 Z i(nk101+-nkaba) _
n=1 T4 n=1
1 ei(N+1)(k‘191+---kd9d) _ ei(k191+---kd0d) 1 2 Ne—soo
< — < —
- N ei(k101+kaba) _ 1 - N ‘ei(klel"!‘"‘kded) — 1‘ 0

47



tal y como queriamos demostrar. Pues por ser {7, 61,...,0,} linealmente independientes
y (ki,...,kq) # (0,...,0), k1601 + -+ + kq04 ¢ 277 y por tanto el denominador es una
constante no nula.

A continuacién, si suponemos que f es un polinomio trigonométrico en d dimensiones
tenemos que la demostracion se extiende de manera inmediata por la linealidad del ope-
rador Sy.

Finalmente, supongamos que f € Cper(']I‘d). Por la densidad de los polinomios trigonométri-

€
cos en las funciones continuas y periédicas sabemos que existe g € 7¢ tal que || f —g/loo < 3
Veamos entones que

N
1
N;f(nﬁh...,rﬁd) _]{Tdf(xl""’xd)dwl"'dxd

==
M) =

N N
1 1
f(n917 s 7n9d) - Nn§:1g(n017' . 'an‘gd) + Nn§:1g(n917 s 7n9d)

n=1
—][ g(z1,...,x )dafl“-dél?dJr][ g(x1,...,2q)dxy - - - drg — f(x1,... xq)dxy -
Td Td Td
N 1 N
Z |f — g|(nb1,...,n04) + NZ g(nby,...,nby) — ][ g(x1,...,xq)dxy - - - drg
N
1
<2/f = glloo + | D g(nbr,...,nby) —][ 9(x1, ..., za)dar - dag| = (%)
N el Td
Sirviéndonos entonces de que g € T¢ tenemos que existe Ny = No(g,€) tal que para
N > Ny
1 N €
an::lg(n%?...,n@d) —]{ng(m,...,xd)d:cl‘--dxd < 3
Por consiguiente tendremos que
€ €
<2-4-=

lo que concluye la demostracion. O
Teorema 5.2.2 (Teorema de Kronecker). Supongamos que {m,61,...,04} son lineal-
mente independientes sobre Q. Entonces {(nfy,...,nfz)mod Z% : n € N} C T¢ es denso
en T4,
Demostracion. Supongamos mediante reduccién al absurdo que {m,01,...,0;} son lineal-

mente independientes sobre Q pero que
A= {(nb,...,n03)mod Z* : n € N}

no es denso en T?. Existird entonces un abierto 4 C T¢ tal que ANU = @. Definimos
entonces una funcién f € Cper(’]l‘d) no nula con f > 0 tal que sop(f) C U y aplicando el
lema previo tendremos que

N
1 N—oo
NE f(nby,---, n@d)—O;—% df(xl,...,xd)dazl...d$d
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por lo que
][ flx1,...,xq)dxy - -dxg =0
Td
lo cual es una contradiccién pues habiamos supuesto f > 0 y no nula. O

Corolario 5.2.3. Supongamos que {m,01,...,04} son linealmente independientes sobre
Q. Entonces {1, ... em0a}> | es denso en S x --- x S

Demostracion. En virtud del teorema de Kronecker, teoremal5.2.2} sabemos que si {7, 61,...,04}
son linealmente independientes sobre Q entonces {(nfy,...,n0;)mod Z* : n € N} C T% es
denso en T¢. Aprovechando entonces que

®:T — S
t —s ekt
es un homeomorfismo se deduce de manera inmediata que, bajo estas hipdtesis, {emol el emed}zo_
es denso en St x --- x St O
Corolario 5.2.4. Supongamos que {m,01,...,04} son linealmente independientes sobre
Q. BEntonces {!+1/2)01  eint1/2)0ay00 s denso en ST x - x ST
Demostracion. Sea (e'*,...,ed) € S' x ... x S! un punto arbitrario. Consideramos
(61(11_91/2), R ez(md_ed/m) € 81 x ... x Sty por el corolario anterior, sabemos que existe
n € N tal que
d

Z i@i=03/2) _ gint;| .

J=1
Veamos entonces que

d
pil@=03/2) _ ,inb; Z ¢iti _ gin+1/2)0;]
j=1 7=1
de donde se deduce que
{ei(n+1/2)91’ o 7ei(n—l—l/2)0d}2021

es denso en S x --- x St tal y como querfamos demostrar. O

Corolario 5.2.5. Si 0 ¢ mQ existen infinitos n tales que sin(@(n + 1/2)) > 1/2.

Demostracion. En virtud de los corolarios obtenidos a partir del teorema de Kronecker sa-
bemos que, bajo estas hipétesis, {e!("+1/2) 9}00 es denso en S'. Existirdn entonces infinitos
n tales que

Im(ei(n+1/2)6‘) > 1
-2
luego como Im(e™t1/2)0) = sin((n + 1/2)8) existen infinitos n tales que
1
sin((n +1/2)8) > 3
tal y como queriamos demostrar.
O
Corolario 5.2.6. Supongamos que {m,01,...,04} son linealmente independientes sobre

Q. Entonces existen infinitos n tales que sin(6;(n +1/2)) > 1/2 para cualquier j.

Demostracion. Se trata simplemente de una generalizacién del corolario anterior para d
dimensiones. La demostracién es totalmente andloga. O
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5.2.2. Resultados previos.

Lema 5.2.7. Sea a una constante positiva. Para todo u € [—7, | se tiene que

sin(au) _ sin(alu|)
sin(u) | sin(u)]

Demostracion. Distinguimos dos posibilidades:
i) u € [0, 7]: Por un lado
sin(u) > 0 = |sin(u)| = sin(u)
y por otro lado
u>0=u=|ul= au = alu| = sin(au) = sin(a|ul)
luego efectivamente, en este caso, tendremos que

sin(au) _ sin(alu|)
sin(u) | sin(u)|

ii) u € [—m,0]: Por un lado se tiene que

sin(u) < 0 = |sin(u)| = — sin(u)
y por otro lado que
u < 0= u=—|u| = sin(au) = sin(—alu|) = — sin(alu|)
luego tendremos que
sin(au) _ — sin(alul) _ sin(alu|)
sin(u) — | sin(u)] | sin(u)]
En ambos casos se verifica luego el resultado es cierto. O
Lema 5.2.8. Sean {a;j,N}évsz C R tales que {m,z_N N,...,xN N} son linealmente inde-

pendientes sobre Q. Entonces para casi todo € R existe n := n(x) tal que

N =

sin((n+1/2)|x — z; N]) >

para todo j = —N,...,N.

Demostracion. En primer lugar consideramos los conjuntos
Ay = {zxe|-mna]:{r}uU{z— xj7N}§V:_N l.dep. en Q}
C {e=qr+ Y gzn: Qo ¢€Q}
l71<N

que son numerables para cada N y elegimos

A= [j Apn
N=1
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que serd también numerable. Tomamos entonces z € T — A y tendremos que

{myU{lz — 2N}l N

son linealmente independientes sobre Q, para todo N = 1,2,... Por consiguiente, fijado
N arbitrario, en virtud del corolario tendremos que existe n := n(z) tal que, para
todoj=—-N,...,N

sin((n+1/2)|x — z; n|) >

| =

tal y como queriamos demostrar. O
Teorema 5.2.9. Para cada N =1,2... existen medidas puy > 0 tales que

i) lunl =1

ii) Para casi todo x € T se tiene que sup|Spun(z)| > Colog(N) donde Cy es una
neN
constante positiva.

Demostracion. En primer lugar definimos

1 N
N =9oN+1 Z Otes.n)
j=—N

donde escogemos los x; y de manera que {m,z_nn,...,Zn N} son linealmente indepen-
dientes y

| j7r| < s

Ti N — e 2

NN YN

para todo j = —N, ..., N lo que implicard que para todo j # [

=1l

ol <o
oy —ml < (o)
Observemos entonces que, para cada N =1,2,..., uy >0y
R R
= ddgy,. 1 = 1 dég,.
ol = f oy P P F1dse,

1
)

luego solamente nos faltara demostrar el segundo apartado. Veamos que

N N
1 1
Spun(z) = Dp*xpy () = SN T 1 Z Dy %6y, vy (¥) = N 1 g ]éDn(x — 1)y, 4y (t)
j=—N j=—N
N N .
1 1 sin((n+1/2)(x — z;N))
= Dyp(z — z; = . =(1
N + 1 ]Z_:N (@=2in) = on 41 jz_: sin (L (2 — ;7)) @

aplicando entonces el lema tenemos que

B 1 N sin((n +1/2)|x —x;N])
(1) 2N+1j§_: |sin (%(x—wm;\ -
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y, si z € A, en virtud del lema sabemos que existe n := n(x) tal que

N

@251 2 L —

— [sin (3(z —25,n))]

Aprovechando entonces que |sin(u)| < |u]

N

1 1/2
3> — — s —
(3) 2N+1jZZN§|x—xj,N\ )

y por la eleccién realizada de los {z; n}, en virtud de (x) tenemos que, para el n elegido
anteriormente,

N N
1 1 N 1
4) > i il 1
()_2N+1;l/ NZZ Colog(N)
de donde deducimos que, tal y como queriamos demostrar

sup |Spun ()| > Colog(N) reA
n>1

5.2.3. Contrajemplo.
Lema 5.2.10. Para cada N =1,2,... existen Exy CT y ky € N tales que
i) |En| 227 —
ii) Para todo punto v € EN se tiene que 1<Su<];;~C |Spun ()| > Colog(N) donde Cy es
<n<ky

una constante positiva.

Demostracion. En primer lugar tomamos

Uy :={zeT: 1<su£ |Snun ()] > Colog(N)}

y en virtud del teorema se tiene que [Uy| = 2m. Consideramos ahora para cada k

Unypi={ €T: sup [Suun ()| > Colog(N)}

1<n<k
y obsevemos que
o
Uy = |J Un s
k=1
Ademsds, como obviamente Uy,1 C Unp C ..., se tiene que

21 = |Un| = lim Uy k|
k—o0
Existird por tanto ky (dependiente de N) tal que
1
Unig| > 2 — — Vk>k
Un k| > 27 N > kn

Nos basta entonces con definir En := Un 1, para concluir la demostraciéon del lema. [
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Definicion 5.2.11. Sea F); el M-ésimo nucleo de Féjer, para cada M € N se define el
M-ésimo nicleo de la Vallée-Poussin como Vs (z) = 2Fo(z) — Far(x).

m[

zma: mx

Lema 5.2.12. Para cada M € N se tiene que Vs (x E et 4 2 E < ~ o e
|m|<M M<|m|<2M

Demostracion. Por definicién sabemos que Vi (z) = 2Fop(z) — Far(x) y en virtud de la
proposicién tendremos que

2Fons () — Far(z) = 2 |m|Z<;M ( _ 5}\”}') gime _ |m|Z<:M < _ A”;') ¢me _ (1)

Veamos entonces que

(1):2 Z 6imx7 Z W]\}eimw Z eimx+ Z |]’n\;|6imm

|m|<2M |m|<2M |m|<M |m|<M
—9 2 : UL )] § : etme _ 2 : ‘ ’ezmx o § : | ’ezmx
M M
|m|<M M<|m|<2M |m|<M M<|m|<2M
— g e’ + E —e" = E et 4+ 2 E —— e
M 2M
|m|<M |m|<M |m|<M M<|m|<2M

luego efectivamente
rmmx mx
2 Mz ) ( “onr) ¢
|m|<M M<|m|<2M

tal y como queriamos demostrar. O

Lema 5.2.13. Para cada N € N se tiene que fn 1= pun * Vi, donde Vi, es el kn-ésimo
nucleo de la Vallée-Poussin, cumple que

fN: Z MN( )1mx+2 Z @( _m)eimx

Demostracion. De nuevo establecemos directamente una cadena de igualdades

4 ml\
— imz 4 9 1— imx
o= | 2 e ¥ (1o 1)

|m|<M M<|m|<2M
= N * Z eim:c + 2un * Z - M eima:
2M
lm|<M M<|m|<2M

D Y —'5)@')

|m|<M M<|m|<2M
_ zm(x t) zm(x t) o M
S feme e Y i) i

|m|<M M<\m\<2M
= Z ][ thdﬂ + 2) ( |2]\4|> zmx][ efimtduN(t)

ml|<M T
_ imz imx

|m|<kN k‘NS‘m‘<2k1\7
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O

Lema 5.2.14. Continuando con la notacion del lemal5.2.10, para cada N = 1,2, ... existe
fn €T tal que

i) vl <3

ii) Para todo punto x € Ey se tiene que sup |S,fn(z)| > Colog(N) donde Cj es
1<n<kn
una constante positiva.

Demostracion. En primer lugar consideramos el nicleo de la Vallée-Poussin y en virtud

del se tiene que
Vi (z) = Z emT 4 9 Z <1 — 5}\2’) "M e Tonr
|m|<M M<|m|<2M
Cumpliéndose ademas que
Vmlly < 2[Fally + [ Farlly = 3
Consideramos entonces fn := pn * Vi, v en virtud del lema
o= X ez S ) (1= ) e
Im|<kn kn<|m|<2kny
Observemos entonces que
» f € Toky
» [Ifnll < vl Viy lle < 3 pues [[un i =1y [[Vig [l < 3.

luego solamente nos faltarda demostrar el segundo apartado, pero observemos que, para
n < ky se tiene que
San = SnMN

luego en virtud del lema [5.2.10] podemos afirmar que se verifica también el segundo apar-
tado. O

Estamos ya en disposicion de abordar la demostracion del contraejemplo de Kolmogorov.

Teorema 5.2.15. Eziste f € LY(T) tal que limsup | S, f(z)| = oo para casi todo x € T.
n—oo

Demostracion. En primer lugar definimos

>  ivNT

f= Z vengﬁ‘

N=1

donde f,ys, definido en el 1ema es un polinomio trigonométrico de grado dy = 2k, 3
y elegimos los {vy}J_; de manera que

vN +dNn <VNy1—dNta

es decir, de manera que los bloques de frecuencia de cada sumando de f sean disjuntos
dos a dos. Observemos entonces que

=1 =1
£l < Z ﬁ“fgzvi’»ul <3 Z Nz <™
N=1 N=1

o4



luego f € L*(T). A continuacién, veamos que si |n| < dy entonces

Snf2N3 (:U)’

Sy enf (@) = Sy nf(@)] = 1051

Tomando entonces el supremo sobre n con |n| < kyn3 < dy veamos que para todo z € F,y3
existe ny := ny(x) tal que

1
(ot S (@) = Suy—ny ()] = 575Colog(2"") = CoN

por lo que al menos uno de los términos serd mayor que C’og. Tendremos entonces que
(o]
limsup | S, f(x)] = o0 para todo x € ﬂ U Eyns =1 B
n—00 J=1N>j

pero observemos que
|E| = lm | | ] Eyys| > lim |E,;s| =27
j—00 . j—00
N2j
luego podemos afirmar que

limsup |5, f(z)| = o0

n—o0

para casi todo z € T tal y como queriamos demostrar. ]
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Capitulo 6

Aplicaciones

6.1. La desigualdad isoperimétrica

Sea I' una curva cerrada en el plano sin autointersecciones y sean [ la longitud de dicha
curva y A el drea de la regién de R? encerrada por I'. El objetivo del problema isope-
rimétrico es encontrar, para una longitud dada [ la curva I' que maximice A.

A simple vista somos capaces de intuir que la solucién debe ser un circulo. Sin embar-
go, la demostracién no es tan sencilla. Antes de pasar a demostrar que efectivamente la
solucién es un circulo hemos de definir algunos conceptos, lo haremos todo en R? pues es
el caso que nos interesa pero se pueden generalizar mas. Véase [11].

Definicion 6.1.1. Una curva parametrizada diferenciable en el plano es una aplica-
cién « : [a,b] — R? que es de clase C![a,b]. La imagen de « es un conjunto de puntos en
el plano a los que llamaremos curva y los denotaremos por I'.

Definicién 6.1.2. Se dice que una curva parametrizada « : [a,b] — R? es regular si su
vector derivada verifica que o/(t) # 0V ¢ € [a,b].

Definicién 6.1.3. Si a : [a,b] — R? es una curva parametrizada, se denomina cambio
de parametro a cualquier aplicacién biyectiva y de clase C1, h : [¢,d] — [a, b]. La curva
B:=aoh:[c,d — R? se llama reparametrizacién de a.

Definicién 6.1.4. Sea « : [a,b] — R? una curva parametrizada. Se define la longitud
de a entre a(a) y a(b) como

b
1%(a) = / o (1)t

Definicién 6.1.5. Se dice que una curva parametrizada « : [a,b] — R? est4d parame-
trizada por la longitud de arco si |&/(t)| =1V ¢ € [a,].

Definicién 6.1.6. Una curva parametrizada « : [a,b] — R? se dice que es simple si
no posee autointersecciones y se dice que es cerrada si a(a) = a(b) y a(s) # a(t) para
cualesquiera s,t € (a, b) distintos.

Lema 6.1.7 (Desigualdad de Wirtinger). Sea f : [—7, 7] — C una funcion periddica
de periodo 2 y de clase C' que verifica que

" Ftydt =0

o6



entonces

[ iswpacs [ iropa

Demostracion. En primer lugar, por la condicién integral que verifica f, observemos que
f(0) = 0. Considerando entonces la serie de Fourier formal asociada a f y a f/, en virtud
de la identidad de Parseval, tendremos que

1
dt =
o | f@Pd =3 1f(n)
n#0
y como consecuencia del lema tendremos que

1 (7 " B ~
o OPdt =Y 1F )P =D n*f(n)?

- n#0 n#0

SIFm)P <Y 0l f(n)
n£0

n#0

Por consiguiente, como

podemos afirmar que
1 [ 1 [
— dt < f()dt
5 | lsora <o [ i

—Tr

[ iswpas [ ipopa

tal y como queriamos demostrar. O

de donde se deduce que

Corolario 6.1.8. Sea f : [a,b] — C una funcion periddica de periodo b — a y de clase

C! que verifica que
b
/ ft)dt =0

b 2 b
/!f(t)Iths(b /|f’(t)|2dt

Demostracion. En primer lugar definimos la biyeccion

entonces

v:-m7] — [a,b
s+

s +— a+(b—a) 5
T

y observemos que la funcién g dada por g(s) = f(y(s)) es 2m-periddica y verifica las
hipétesis del lema por lo que

fﬁw%st@% (+)

Planteando entonces el cambio de variable ¢t = 7(s) observemos que
™ m b
| tatpae =7 [ iopar
- —aJg
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Por otro lado veamos que

d b—a

g'(s) = () = F(r())(s) = f() =

por lo que utilizando el mismo cambio de variable llegamos a que

i 2T b
/ 2
dt = ——
/ ’9 (5)’ b—a

—T a

2

b—
A

2

()

luego en virtud de (*) podemos concluir que

b _a)? [t
/!f(t)l2dt§(b4ﬂ2) / |7 (t)]2dt

tal y como queriamos demostrar. O

Una vez introducidos todos estos conceptos previos, estamos en condiciones de proceder
a la resolucion del problema isoperimétrico.

Teorema 6.1.9 (Desigualdad Isoperimétrica). Sea I una curva parametrizada dife-
renciable, simple y cerrada de longitud | y sea A el drea del recinto C encerrado por dicha

curva. Entonces se tiene que
l2
A< —
4w

Dandose la igualdad si, y sélo si I es una circunferencia.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que la curva cerrada I : [a, b] —
R? dada por I'(s) = (z(s),y(s)) es una curva parametrizada por la longitud de arco y
orientada positivamente, pues por el teorema [D.4] sabemos que toda curva se puede re-
parametrizar por la longitud de arco. Ademads, sin pérdida de generalidad, suponemos
también que (tras realizar una traslacién si fuese necesario) por ser cerrada

/aba:(s)ds = /aby(s)ds =0

Pues bien, en primer lugar, observemos como consecuencia del teorema de Green (teorema

que b
A=\ dmdy]:'; / (w(t)y'(t)—x’(t)y(t))dt'

Aplicando entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz, veamos que

A = |5 [ oo - owo] = 4 lm ([ @+ oo )|

IN

b N
/ (x(t) +ay(t)) (2 (t) + iy’(t))dt} = % }(az +iy, ' + z‘y’>L2]

( /a be(t) + y2(t)dt> v < /a ’ % (t) + y’2(t)dt) v

1/2

1
2

IN
N |

1 . .
Sl + iyl zalla’ + iyl =

_ ( / @) +y2<t>>dt)
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o lo que es equivalente

2 b
2 < [ w0+ P

Aplicando entonces el corolario de la desigualdad de Wirtinger (6.1.8) tenemos que

2 2 b 3
(2-'4) <l7 (le(t)+y/2(t))dt:4L7_r2

o equivalentemente que

tal y como querfamos demostrar. Nos faltard demostrar a continuaciéon que efectivamente
se de la igualdad en el caso en el que I' sea una circunferencia.

En primer lugar veamos que la igualdad en la desigualdad de Wirtinger, se dard en
el caso en el que solamente sean no nulos f(1) y f(—1) por lo que la curva ha de ser de la
forma

I'(t) = z(t) + iy(t) := ae” + be " con a,beC

Por otro lado, para que la desigualdad de Cauchy-Schwarz sea una igualdad necesitamos
que
o(t) +iy(t) = k(@' (t) + i/ (¢))

Por consiguiente, juntando ambas cosas tendremos que
a = tak y b= —ikb

Distinguimos entonces dos opciones:
1 .
A 0=k=-=b=-b=b=0=T(t) = ae
i

= a=0=T(t) = be

En ambos casos llegamos a que I' ha de ser necesariamente una circunferencia. Podemos
concluir por tanto que la desigualdad isoperimétrica serd una igualdad si, y sélo si, I' es
una circunferencia.

O

6.2. La ecuacion del calor: El sotano de Fourier

El problema de la difusién del calor atrajo la atencién de Fourier asi como la otros muchos
matematicos de la época. No era un problema solamente interesante desde un punto de
vista tedrico, relativo por ejemplo al calculo de la temperatura en el interior de la tierra,
sino también desde un punto de vista practico, como por ejemplo para el trabajo con
metales.

Para ilustrar este problema de manera sencilla vamos a resolver el siguiente problema que
es parte del trabajo original de Fourier. Supongamos que queremos construir un sétano,
es logico preguntarse a qué profundidad debemos situarlo para que las variaciones de
temperatura en la corteza terrestre afecten lo menos posible.
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Nos planteamos entonces el siguiente problema. En él u(t, h) representa la temperatura a
profundidad h en tiempo ¢ y los datos que tenemos proceden del tiempo en el exterior y

vendran dados por
u(t,0) = Ty + Te cos(2mt) + T, cos(27365¢)

donde Tj representa la temperatura media anual, T, la variacién media de la temperatura
al cambio estacional y Ty representa la variacién media de la temperatura en un dia. El
problema que nos planteamos entonces es el siguiente

(*) — Ut (t’ h) = k?Uhh(t, h’)
| u(t,0) = To+T.cos(2nt) + T, cos(2w365¢)

siendo k la conductividad térmica del medio, una constante que dependera del suelo en el
que nos encontremos.

Buscamos la soluciéon a este problema mediante separacién de variables, es decir, bus-
camos una solucién de la forma

u(t,h) = A(t)B(h)

Supongamos primero que el dato de frontera es u(t,0) = e es decir, que A(t)B(0) = e,

Tendremos entonces que
A'(t)B(h) = kA(t)B"(h)

o equivalentemente que

A'(t) _ B"(h) _
A _kB(h) = cte

Deducimos entonces que
A(t) = Ag ete !
itw

B(0)

pero como A(t) = necesariamente cte = iw por lo que

A(t) = Age™!



de donde se deduce que

B(h) = aeV B 1 geVED — (w4

Es més, aprovechando que Vi = % + ﬁ llegamos a que

(**) _ ae(1+i)1 /55 h + 567(1+i)\ /55 h
. .y . ANAZE h—
A continuacién, como se tiene que \ae(H’) Qkh] 2% 50 descartamos esta parte de la
solucion y concluimos que para cualquier w la solucién de este problema serd de la forma

u(t, h) e aweiwt€7(1+i)\/%h — O[wei\/%hei(“mf\/%h)

Ademss, como u(t,0) = €' deducimos que a, = 1. Tomando entonces partes reales
obtenemos que
w w
u(t,h) = e"Var"cos(wt — ﬂh)

es solucion de
ug(t,h) = kupp(t,h)
u(t,0) = cos(tw)

Finalmente, procediendo de manera analoga y utilizando la linealidad de las Ecuaciones
Diferenciales y el dato de frontera adecuado obtenemos que la solucién de (x) debe ser

= 365 _,/365m
u(t,h) =Ty + Te cos (271'25 - ﬂh) e Vil 4 T} cos (27rt365 — 4/ kﬂ-h> e wh

Veamos algunos ejemplos en los que aplicamos este desarrollo. Supongamos que queremos
calcular la profundidad hg a la que las fluctuaciones diarias de la temperatura dejan de
notarse. Si escogemos hg tal que

3657 h
- 0
e k

= 0,01

las fluctuaciones diarias de temperatura solamente se notaran a esa profundidad en un
1%. Obviamente esto dependerd de k que a su vez depende del medio. Supongamos por
ejemplo que k = 5,67648 que es la constante de conductividad térmica en m? por ano para
un suelo de tipo arenoso. Tendremos entonces que

Es decir, que las variaciones diarias de temperatura en un suelo arenoso dejardn de no-
tarse a 32 cm. Trabajando de manera totalmente andloga con diferentes constantes de
conductividad térmica para diferentes superficies obtenemos los siguientes resultados

Suelo arenoso | Suelo arcilloso Roca Nieve perpetua
k(m? por afio) 5,67648 3,15 45,09648 1,5765
ho 0,32 m 0,23 m 0,92 m 0,18 m

Por otro lado, trabajando de manera totalmente analoga con el otro término veamos que
las fluctuaciones anuales en la temperatura dejan de notarse a las siguientes profundidades
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Suelo arenoso | Suelo arcilloso Roca Nieve perpetua
k(m? por segundo) 5,67648 3,15 45,09648 1,5765
ho 6,348 m 46 m 17,434 m 3,26 m

Supongamos ahora que queremos encontrar la profundidad a la que debemos construir un
sotano para que se produzca un desfase estacional con respecto a la temperatura en la
superficie. Es decir, buscamos cudl es la profundidad adecuada para que en el momento
en el que la temperatura sea mayor en la superficie en el sétano sea menor y viceversa.

Necesitaremos entonces hj tal que
s
—hi=m
\/; !

pues el término de la variacién de temperatura diaria practicamente no tiene influen-
cia cuando descendamos. Ademas, en este caso la variacién estacional de la temperatura
solamente afectard en un 4 %. Pues bien, tendremos que

hi = Vkr
Pongamos que el suelo es arcilloso y las temperaturas “mediterraneas”. Por ejemplo:
= Ty = 20 grados
= T, =12 grados
= T; =5 grados
En verano, t = 0, la temperatura maxima en la superficie, h = 0, es
u(0,0) =Ty + Te + Ty = 37 grados

mientras en el sétano, h = hy = vkr = 3,146 m, la temperatura es

. 3657
365 -
uw(0,h1) =Ty —Te e ™ + cos (— 3 1§h1> e 3,15 19,48 grados

Por tanto, el sétano estd mas fresco que el exterior (de hecho, casi medio grado més fresco
que la temperatura media anual T = 20).
En invierno, 6 meses después (¢ = 1/2) tendremos en la superficie una temperatura minima

de
u(1/2,0) =Ty — T. — T4 = 3 grados
Sin embargo, en el sétano, la temperatura sera

. 3651
365 -
w(1/2,h1) =To+ Te €™ + cos (3657r /3 lgh1> e 315 20,52 grados.

Por tanto, en el s6tano se estd mas calido (de hecho, medio grado por encima de la media
anual).

Nota. Los datos para las constantes de conductividad térmica han sido obtenidos de [12].
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Apéndice A

Espacios de Hilbert

En este capitulo no demostraremos ninguno de los resultados que enunciamos pues se
considera que son resultados conocidos pues se han estudiado con anterioridad. Concreta-
mente en la asignatura de Analisis Funcional correspondiente al cuarto curso del Grado
en Matemdticas. La informacién sobre Espacios de Hilbert ha sido extraida de [I].

Definicién A.1. Sea H un espacio vectorial sobre C. Un producto escalar sobre H es
una aplicacién (-,-) : H x H — K que verifica:

i) (ax +by,z) = alz,z)+ bly,2) Vr,y,z€ HyV a,beK
i) (z,y) = (y,2)
iii) (z,x) >0VaeeHy (z,z) =0&2=0

Definicion A.2. Se llama espacio prehilbertiano a un espacio vectorial H dotado de
un producto escalar. Lo denotaremos por (H, (-, -)) o simplemente por H.

Teorema A.3. Si H es un espacio prehilbertiano entonces:
i) [{x,y)|> < (@, 2)(y,y) V 2,y € H [Desiqualdad de Cauchy-Schwarz]
ii) La funcion ||z|| = ++/(x,x) define una norma en H.

Definicion A.4. Sea H un espacio prehilbertiano, decimos que H es un espacio de
Hilbert si (H, || - ||) es un espacio completo, es decir, si toda sucesiéon de Cauchy en H es
convergente en H.

Definicion A.5. Sea H un espacio prehilbertiano:
i) Dos vectores z,y € H se dice que son ortogonales si (z,y) = 0.

ii) Una familia de vectores {z;};cr se dice que es ortogonal si z; Lx; para todo i # j.
Diremos que es una familia ortonormal si es una familia ortogonal y ademés
|lzi|| =1Viel.

Proposicién A.6. Sea H un espacio prehilbertiano:
i) Sean x,y € H, si x Ly entonces ||z + y||*> = ||z||> + ||y|? [Regla de Pitagoras]

ii) Si{x;}ier es una familia ortonormal y x; # 0 Vi € I entonces {x;}icr es un conjunto
linealmente independiente.
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Proposicién A.7 (Desigualdad de Bessel). Sea (H,{ , )) un espacio prehilbertiano y
sea (€n)22 un conjunto ortonormal en H. Para cada v € H se tiene que

m
> Ha,en)” < [lz)*VmeN
n=1

y por consiguiente se verifica que

[e%S)
> s en)” <l
n=1

Definicion A.8. Sea H un espacio de Hilbert. Un subconjunto S de H se dice que es total
si spanS =H

Teorema A.9. Sea H un espacio de Hilbert y sea (en)32, un conjunto ortonormal en H.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) (en)>2q es un conjunto ortonormal mazimal.
i) (en)s, es total.
iii) Si x € H verifica que (z,e,) =0V n € N entonces v = 0.

i) Para cada x € H se tiene que

xr = Z(x, €n)en [Desarrollo de Fourier)]

n=1

v) Para cada x,y € H se tiene que

o0

<:Ea y> = Z<l‘, €n><y, 6n>

n=1

vi) Para cada x € H se tiene que

|z||? = Z\ (z,en)|? [Identidad de Parseval]

Definicién A.10. Sea H un espacio de Hilbert. Un conjunto ortonormal (e,);e; se dice
que es una base ortonormal 6 base de Hilbert si verifica cualquiera de las condiciones
equivalentes del teorema anterior.

Aunque no coincide en su totalidad con el contenido que hemos desarrollado en este
capitulo enunciamos aqui el siguiente importante resultado de anélisis funcional.

Teorema A.11 (Banach-Steinhauss). Sea (Sy)n una sucesion de aplicaciones linea-
les y continuas de un espacio de Banach X en C tal que para todo x € X werifica que
sup | Sy (x)| < oco. Existe entonces una constante C' tal que

N

sup ||Sn|| < C
N

64



Apéndice B

Un teorema de valor medio para
Integrales

Introducimos primero el concepto de Integral de Riemann-Stieltjes, que nos sera ne-
cesaria en la demostraciéon de un resultado que se conoce como sequndo teorema del valor
medio para integrales, el cual enunciamos y demostramos en este apéndice.

Definicién B.1. Sea « una funcién monétona creciente en [a, b], es decir, si ¢ < y =
a(z) < a(y). Correspondiéndose a cada particién P, a = zg < --- < x, = b, del intervalo
[a, b] escribimos

A = o) —alxi—1) >0

A continuacién, para cualquier funcién f acotada en [a, b] definimos

U<Paf7 Oé) = ZMZOCZ
=1

L(P,f,OZ) = Zmiai
i=1

donde

M; = sup f(x) (im1 <o < xy)
m; = inf f(x) (i1 <z < x;)

Consideramos entonces

f(z)da(z) = i%fU(P,f,a)

f(:r:)doz(:n) = SupL(Pafaa)
P

para cada una de las particiones P. Si ambos valores coinciden entonces decimos que
f € R(«) y denotaremos a dicha integral como

[ e

que es lo que se conoce como Integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto a «
en el intervalo [a,b]. Cuando una funcién f sea integrable en este sentido escribiremos

f € R(a).
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Teorema B.2 (Regla de integracién por partes). Sean f, g : [a,b] — R se tiene que

b b
/f(ft)dg(ﬂf)=f(b)9(b)—f(a)g(a)—/ g(x)df (x)

Para mas informacion, consultese [I5] capitulo 6.

Teorema B.3 (Segundo teorema del valor medio para integrales). Sean ¢,1) :
[a,b] — R. Supongamos que ¢ es mondtona creciente en [a,b] y que ¢ es continua en
[a,b]. Existe entonces una constante n € [a,b] tal que

b n b
2p(x)dx = d(at x)dx b~ x)dx
/aqﬁ()w() o >/Qw<>+<z>< )/771/}()

Demostracion. En primer lugar observemos que si en la expresién

b _ b
/ Hayp(x)dz = d(b7) / (z)dz
a n

reemplazamos 5 por ¢ — ¢(a™) entonces obtenemos que

/ o))z — $a*) /abw<x>dx—¢<b-> /:@/}(w)d:c—waﬂ / ' p(a)da

de donde despejando se obtiene

b n b
2)(x)dx = d(at x)dx b~ x)dx
/aqﬁ()w() o >/az¢<>+<z>< >/n¢<>

que es lo que queremos demostrar. Por consiguiente, nos limitaremos a demostrar que

b~ . b
/ Hayp(x)de = d(b7) / ¥(x)da
a n

Es decir, vamos a suponer que ¢(a™) = 0. Consideramos

=éwww

y observemos que WU es derivable y se verifica que ¥'(x) = —(z). Aplicando entonces
integracion por partes para la integral de Riemann-Stieltjes obtenemos que

b b
/ e ~ o @)+ [ W@dsw) = [ W)

puesto que ¢(a™) = ¥(b) = 0. Consideramos entonces m y M el minimo y el mdximo
respectivamente que toma V¥ en [a, b] y tendremos que

b
me(b™) < / W (z)dé(x) < Mo(b™)

Aplicando entonces el teorema del valor medio para la funcién continua ¥ podemos ase-
gurar que existe 7 € [a, b] tal que

b
/ U(x)dd(z) = B ) (n)

de donde se sigue que

b b
/ o) (x)de = / W(2)do(x) = W(n)o(b™) = H(b") / (a)da

tal y como queriamos demostrar. O
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Apéndice C

Teorema de interpolacion de
Riesz-Thorin

Lema C.1 (Lema de las tres lineas). Sea F': S — C una funcion continua y acotada
donde S := {z € C: 0 < Rz < 1}. Supongamos que F es holomorfa en Int(S). Para
0< 6 <1 consideramos

My := sup |[F(0 + iy)|
yeR

se verifica entonces que
My < M=

Demostracion. Para la demostracion del teorema vamos a distinguir dos casos. En un
primer caso consideraremos My, M1 < 1 y en un segundo caso consideraremos My, M,
arbitrarias.

Caso 1. En primer lugar, como ya hemos dicho, consideramos My, M; < 1 y vamos a
probar que |F(z9)| < 1 para todo zo = zg + iyp € Int(S) y sea € > 0. Definimos

_ F(z)

Cl+tez

F(z):

Observemos que esta funcién es también continua y acotada en Sy holomorfa en Int(S5).
Ademas, observemos que

F(x +iy)] 2% 0
uniformemente para todo = € [0, 1] ya que
|F(z +iy)|

|Fe(z +iy)| <
ely[ -1

y I es acotada.
Consideramos ahora 7 > |yo| de manera que |Fe(x +iy)| < 1V z € [0,1] y todo y con
ly| = r. Sea entonces R el rectangulo compacto [0, 1] x i[—r, 7], como |F¢(z)| < 1 para todo

z € OR, aplicando el principio del maximo para funciones holomorfas podemos afirmar
que |Fe(z)] <1V z € R. En particular, |F(z9)] <1y por tanto

[F(20)| = lim | Fe(z0)] < 1
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lo que concluye con el primer caso.

Caso 2. Consideramos ahora My, My arbitrarios y tomamos

6e) = S

donde o := My + €y B := Mj + €. Observemos que de nuevo G es continua, acotada y
holomorfa en Int(S). Ademés, por la definicién dada de a y 8 tenemos que en 95

|F(2)] < « st Rz=0

|F(2)] < B st Rz=1

luego en 0SS tenemos que
|IG(z)] <1

Aplicando entonces el caso anterior tenemos que My < a'~?5? de donde se deduce que
My < M= MY
tal y como queriamos demostrar. O

Teorema C.2 (Riesz-Thorin). Sean 1 < pg,p1 < oo y 0 < 0 < 1. Consideramos p y tal
que

1 1-0 0
_i_i
Po p1

Si T es una aplicacion lineal tal que

T:LP0 — LPO con ||THLpoﬁLpo =Ny

T:LPr — LP1 con ||T”LP1_>L101 =N

Entonces se tiene que
1—6 A70
ITfllp < No " Nill £l

para cualquier f € LPO N LP1. En particular, el operador T se puede extender a una
aplicacion lineal y continua T : LP — LP con

IT| < Ng~ONY

Demostracion. En primer lugar, aprovechando que el conjunto de las funciones simples,

D, es denso en todos los espacios LP, observemos que sera suficiente con demostrar el

resultado para funciones simples. Tomamos p’ tal que 1% + ]% =1y sean

J K
F=)_ala, vy g=) bkls
j=1 k=1
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funciones tales que
J

1913 = [ 15 =Y it =1

j=1

K
lgllZ = / g = 3 Ibgl? u(By) = 1
k=1

donde p es la medida de Lebesgue y A; y By, son disjuntos dos a dos. Tendremos que ver
que
ITfll, <Cpllfll  VfeD

lo que mediante densidad nos permitira demostrar que
ITflp < Collfll - YV feL?

Puesto que ||T'f||, = sup{(T'f,g9) : g € D,||g||;»} , en realidad lo que hemos de demostrar
es que para cualesquiera funciones f,g € D con || f||, =1y ||g||y =1 se tiene que

[ansa<c,

Para cada z € C tomamos p(z) definido como
1 1—-2 =z
- + =
p(z)  po M

y observemos que p(0) = po, p(6) =p y p(1) = p1. A continuacién, consideramos

fz= |f p&) y 9z ‘= |g|ﬁi
| f] g1

y veamos que ambas son funciones simples e integrables. Observemos que f, € LP! lo cual
implica que T' f, estd bien definida. Finalmente, tomamos F' : C — C dada por

F(z) = / (Tf.)g2dp

Yy veammos que

F(z) = /(sz)gszZ/ Z’a ‘p/p(z) ag ]1 <Z|bk|p /P (= ﬂBk) i
J K wb
= ZZ‘ S|PIPE) b Y () D5k T(1a,)1p,dp
22 0511w
J K aiby
— a; PP |p, [P'/P () T3 T(14,)du
2 2 lest I O Jp, T

1 k=

<.
I
—_

por lo que podemos afirmar que F' holomorfa en Int(S), continua en S y acotada. A
continuacién, tomamos z = iy y veamos que

F(2)| = \ [ s giydﬂ‘ <17 Fry gyl

IN

Noll fiyllpollgiyllpy, = Nollgiylly, = (+)
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ya que
| fiy[Po = | F|FR/PEDRO — | pip

y por consiguiente
Il = [ \72p1d = [ 17Pdu=1
De igual forma se obtiene que
gyl =1
luego

(*) < No

Consideramos ahora z = 1 4 iy y veamos que

|F(z)| = ‘/Tfl—l-iygl—&-iyd/" < |T frviyllp: [|g1+iy 1,

IN

Ni|| fitiyllpy ||91+inp1 =M

ya que, en general, |a*| = a™ . Aplicando entonces el lema de la 3 lineas, lema anterior,
tenemos que

|F(2)] < NJ7R= N

Finalmente, si tomamos z = 0 tenemos que

=@ L =L

1] 1

90 =9
por lo que como

F(0) = /Tfegedﬂz /ngdu

podemos concluir que

/ngdu‘ <Ny 'N{ =G,

tal y como querfamos demostrar. O
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Apéndice D
Resultados Auxiliares

Comenzaremos enunciando algunos resultados cldsicos del anélisis que hemos utilizado
en la memoria. Al igual que en el apéndice anterior, no realizaremos ninguna demostracién
pues son resultados vistos en el Grado que no pertenecen estrictamente al desarrollo de
nuestro trabajo.

Teorema D.1 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea F' € L'(R) y sea (fu)n
una sucesion de funciones tales que |f,(t)] < F(t) V t y existe lim fn(t) para casi todo
n—oo

punto t. Entonces
lim fn(t)dt:/ lim f,(t)dt

Para més informacién constltese [6].

Aunque no desarrollamos la teoria de residuos y sélo enunciamos el teorema que vamos a
utilizar, asumimos que el lector tiene conocimiento sobre Anélisis Complejo y simplemente
citamos el resultado que utilizamos.

Teorema D.2 (Teorema de Cauchy). Sean T y A ciclos regulares a trozos, Q-homdlogos
en un abierto Q) C C. Entonces se verifica que

/Ff(z)dz:/Af(z)dz

para cada f € H(). En particular, si T' es Q-homdlogo a 0 se cumple que

/ f(z)dz=0
r
para cada f € H().

Para més informacién consultese [5] capitulo 5.

Con respecto al problema de la desigualdad isoperimétrica, estudiado en el capitulo 4,
necesitamos una serie de resultados que enunciamos a continuacion.

Proposiciéon D.3. La longitud de una curva parametrizada es independiente de su para-
metrizacion

Teorema D.4. Toda curva parametrizada regular admite una reparametrizacion por la
longitud de arco con un cambio de pardmetro que conserva la orientacion.
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Para més informacién consultese [11] capitulo 1.

Teorema D.5 (Teorema de Green). Sea C una curva cerrada simple, positivamente
orientada y diferenciable a trozos que da frontera a la region A. Si P y QQ son funciones
reales de clase C' en un conjunto abierto que contiene a A entonces

//A (aafg(ﬂs,y) - aal;(az,y)> dxdy = /(jp(g;,y)dgg + Q(z, y)dy

Para més informacién sobre este teorema constltese [9] pagina 208.

Nota. Bajo las hipdtesis del teorema de Green sabemos que el drea encerrada por la curva

C se calcula como
/ / dxdy
A

Pues bien, en virtud de dicho teorema, si la region A viene delimitada por una curva
parametrizada o : I — R? con a(t) = (x(t), y(t)), tendremos que el 4rea de A viene dada
por

1

b
3 | @) =y

En efecto, basta con aplicar el teorema de Green con P(z,y) = —y y Q(z,y) = z. Es-
ta formula que hemos obtenido nos serd muy 1til en la demostracion de la desigualdad
isoperimétrica.

72



Bibliografia

[1] B. Cascales, J. M. Mira, J. Orihuela y Matias Raja, Andlisis Funcional, Ediciones
Electolibris S.L., 2012

[2] Bernardo Cascales, Series de Fourier (y EDP), RECURSO WEB:
http://webs.um.es/beca/Docencia/1314.fourier/NotasDeClase.pdf, —2014. Con-
sultado Marzo 2015

[3] Elena Prestini, The evolution of Applied Harmonic Analysis: Models of the Real World,
Birkhauser, 2004

[4] Elias M. Stein y Rami Shakarchi, Fourier Analysis: An Introduction, Princeton Uni-
versity Press, 2002

[5] Gabriel Vera Boti, Variable Compleja. Problemas y Complementos, Ediciones Electo-
libris S.L. , 2013

[6] Gerald B. Folland, Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications, John
Wiley and Sons, 1999

[7] Javier Duoandikoetxea, Andlisis de Fourier, Addison-Wesley, 1995

[8] Javier Duoandikoetxea, 200 anos de convergencia de las series de Fourier, La gaceta
de la RSME vol 10.3 (2007) pédginas 651-688

[9] J. Antonio Facenda Aguirre y F. José Freniche Ibdnez, Integracion de Funciones de
Varias Variables, Ediciones Piramide (Grupo Anaya), 2002

[10] Juan Arias de Reyna Pointwise Convergence of Fourier Series, Springer, 2002

[11] M# Angeles Hernandez Cifre y J. Antonio Pastor, Un curso de Geometria Diferencial,
Editorial CSIC - CSIC Press, 2010

[12] Matt Siegfried y Rachel Marcuson The Wine Cellar Problem, RECURSO WEB:
http://topex.ucsd.edu/geodynamics /HW3_2010_presentations/C_wine_cellar.pdf.
Consultado Abril 2015

[13] Nathalie Tassottiy Arno Mayrhofer Interpolation of operators on LP Spaces, RECUR-
SO WEB: http://alko.mat.univie.ac.at/ stein/teaching/SoSem08 /Interpolation.pdf,
2008. Consultado Abril 2015

[14] T.W. Korner, Fourier Analysis, Cambridge University Press, 1988
[15] Walter Rudin, Principles of Mathematical Analysis, Third Edition, McGraw-Hill, 1976

[16] Yitzhak Katznelson, An Introduction To Harmonic Analysis, Third Edition, Cam-
bridge University Press, 2004

73



Indice alfabético

Coeficiente de Fourier, Teorema de Green,

Contraejemplo de Du Bois Reymond, I, [AI] Teorema de Kronecker, [4§]

Contraejemplo de Kolmogorov, [46] Teorema de la Convergencia Dominada,
Contrajemplo de Du Bois Reymond, II,[#2] Teorema de Marcel Riesz, [35]

Convolucién, [0] Teorema de Riesz-Thorin,

Criterio de Dini, I, Teorema de unicidad I,

Criterio de Dini, II, Teorema de unicidad 11,

Criterio de Dirichlet-Jordan, Teorema de Weierstrass,

Curva,

Curva Cerrada, Variacién acotada,

Curva parametrizada,
Curva regular,
Curva Simple, [56]

Desigualdad de Wirtinger, [56|
Desigualdad Isoperimétrica,

El sétano de Fourier,
Holder-continuidad,

Identidad de Parseval,
Integral de Riemann-Stieltjes,

Lema de las tres lineas,
Lema de Riemann-Lebesgue,
Longitud de curva,

Media de Césaro,
Media de Césaro de una Serie de Fourier,

Niicleo de Dirichlet, [ 22]
Niicleo de Féjer,

Niicleo de la Vallée-Poussin, [53]
Nucleo de Sumabilidad,

Reparametrizacion,

Segundo TVM para integrales,
Serie de Fourier,

Suma de Césaro,

Suma parcial de una serie de Fourier,

Teorema de Cauchy,

74



	Resumen
	Abstract
	Introducción histórica
	Primeras definiciones y preliminares a la convergencia
	Definiciones y primeros ejemplos
	Convoluciones
	Núcleos de sumabilidad

	Primeros resultados sobre convergencia
	Sumabilidad Césaro. Aplicación a las series de Fourier
	Teorema de Féjer
	Consecuencias

	Teoría de Series de Fourier en L2

	Criterios de convergencia puntual
	Núcleo de Dirichlet
	Criterio de Dini
	Criterio de Dirichlet-Jordan

	Teorema de Marcel Riesz
	Introducción y resultados previos
	Convergencia en Lp

	Series de Fourier Divergentes
	Contraejemplo de Du Bois Reymond
	Contraejemplo de Du Bois Reymond. Versión I
	Contraejemplo de Du Bois Reymond. Versión II

	Contraejemplo de Kolmogorov
	Teorema de Kronecker.
	Resultados previos.
	Contrajemplo.


	Aplicaciones
	La desigualdad isoperimétrica
	La ecuación del calor: El sótano de Fourier

	Espacios de Hilbert
	Un teorema de valor medio para Integrales
	Teorema de interpolación de Riesz-Thorin
	Resultados Auxiliares
	Bibliografía
	Índice alfabético

