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ii



Resumen

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado radica en el estudio de una herramienta del
análisis conocida con el nombre de Series de Fourier. Principalmente, en el estudio de la
convergencia y divergencia de las mismas y algunas de sus aplicaciones más destacadas.

Antes de pasar al desarrollo matemático del trabajo propiamente hemos realizado una
breve introducción histórica para reparar en la transcendencia de las Series de Fourier
en la historia de las matemáticas. En ella citamos algunos nombres propios a los que se
les atribuyen resultados de vital importancia en el estudio de las Series de Fourier.

Tras esta introducción histórica pasamos propiamente al desarrollo matemático del tra-
bajo. En el caṕıtulo 1, introducimos la definición de los coeficientes de Fourier asociados
a una función f : [a, b] −→ C

f̂(n) :=
1

L

∫ b

a
f(x)e−2πinx/Ldx

donde L = b− a, aśı como la definición formal de su serie de Fourier

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
f̂(n)e2πinx/L

Posteriormente en ese mismo caṕıtulo vemos algunos ejemplos concretos de Series de
Fourier aśı como algunas consecuencias de dichos ejemplos.

Una vez establecidos los conceptos de coeficiente de Fourier y Serie de Fourier asociada
a una función, continuamos dando una serie de definiciones y propiedades asociadas a
las mismas que tendrán un papel fundamental en el estudio de las Series de Fourier.
Definimos aqúı la Convolución de dos funciones en un marco adecuado y los Núcleos
de Sumabilidad. Estudiamos además algunas de sus propiedades.

El problema fundamental de las Series de Fourier consiste en encontrar condiciones en
f(x) que garanticen que

SNf(x) −→ f(x)

bien puntualmente, bien uniformemente o bien en Lp donde SNf denota la N−sima suma
parcial de la serie de Fourier asociada a f .
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Es propiamente en el caṕıtulo 2 cuando empezamos a estudiar algunos resultados
sobre convergencia. Para ello establecemos una serie de conceptos relacionados con la
Sumabilidad Césaro de una serie que nos llevan a un importante resultado conocido como
Teorema de Féjer, 2.1.3, del cual podremos extraer varias consecuencias relacionadas
con las series de Fourier. Algunas de vital importancia, como el Lema de Riemann-
Lebesgue, 2.1.8, que afirma que

Si f ∈ L1(T) entonces se verifica que ĺım
|n|→∞

|f̂(n)| = 0

o el Teorema de unicidad de la Serie de Fourier asociada a una función, 2.1.7.
Además, obtenemos los primeros resultados sobre convergencia uniforme de las Series de
Fourier.

En este mismo caṕıtulo se realiza también el estudio de la Teoŕıa de Series de Fou-
rier en L2. Para ello, nos serviremos de importantes resultados de Análisis Funcional
estudiados en el Grado que citamos en el Apéndice A. Establecemos aqúı ya un importan-
te resultado de convergencia, 2.2.2, que afirma lo siguiente:

Si f ∈ L2(T) la serie de Fourier asociada a la función f converge a f en ‖ · ‖2

Pasamos ahora, en el caṕıtulo 3, a estudiar diferentes criterios de convergencia pun-
tual sobre las series de Fourier. Para ello, antes de pasar al estudio de la convergencia
propiamente, tendremos que definir y desarrollar las propiedades del llamado Núcleo
de Dirichlet. Se trata de polinomios trigonométricos que vienen dados por la siguiente
expresión:

DN (x) =
N∑

n=−N
einx

y que permiten escribir las sumas parciales de una Serie de Fourier como convolución

SNf(x) =
N∑

n=−N
f̂(n)einx = f ∗DN (x)

Cabe también destacar que el núcleo de Dirichlet no es un núcleo de sumabilidad y por
tanto no pueden aplicarse los resultados generales del tema 1. La convergencia de SNf(x)
a f(x) es una cuestión más fina que requiere hipótesis adicionales de suavidad en la función
f .

Llegamos entonces a los criterios de convergencia puntual propiamente. Por un lado,
tenemos el Criterio de Dini del cuál damos dos versiones diferentes en los teoremas
3.2.1 y 3.2.7 y extraemos algunas consecuencias. Básicamente el criterio de Dini dice:

Sea f ∈ L1(T), si la función
|f(x0 − t)− f(x0)|

|t|
es integrable en un entorno de x0

entonces la serie de Fourier de f evaluada en el punto x0 converge a f(x0)

Notamos que las hipótesis del criterio de Dini se cumplen si f es derivable, e incluso con
hipótesis más débiles. Por ejemplo la Serie de Fourier de f(x) =

√
|x| es convergente en

x = 0 y sin embargo,
√
|x| no es derivable en dicho punto.

Por otro lado, aparece el Criterio de Dirichlet-Jordan, cuya versión más general, afir-
ma:
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Sea f ∈ L1(T), si f es de variación acotada entonces para todo punto x0 ∈ T se verifica

que la serie de Fourier asociada a f evaluada en x0 converge a
f(x+

0 ) + f(x−0 )

2

Notamos que las hipótesis del criterio de Dirichlet-Jordan no tienen relación con la
derivabilidad ni con la suavidad de la función. Por consiguiente, es posible encontrar
funciones para las cuáles no sirva con aplicar el Criterio de Dini para la demostración de
la convergencia puntual y sin embargo el Criterio de Dirichlet-Jordan śı, y de igual forma,
existirán funciones para las cuales no podamos aplicar el Criterio de Dirichlet-Jordan y
śı el de Dini. Por ejemplo, a la función

f(x) =
1

log 1
|x|

no le podemos aplicar el Criterio de Dini en x0 = 0 y sin embargo, el Criterio de Dirichlet-
Jordan nos garantiza la convergencia de la Serie de Fourier en dicho punto. Para más
información, vease el ejemplo 3.3.4.

Seguidamente, en el caṕıtulo 4, continuamos con el estudio de la convergencia de las
series de Fourier. Enunciamos y demostramos aqúı un importante resultado conocido como
Teorema de Marcel Riesz que afirma:

Sea 1 < p <∞, si f ∈ Lp(T) entonces SNf converge a f en ‖ · ‖p
Para la demostración de este resultado hemos de enunciar y demostrar una serie de lemas
previos, que desarrollamos en el caṕıtulo, y utilizar también un importante resultado de
análisis conocido como Teorema de Interpolación de Riesz-Thorin. El desarrollo de
este resultado lo hemos realizado en el apéndice C y juntando ambas cosas, hemos sido
capaces de demostrar dicho resultado.

Damos por concluido aqúı el estudio de la convergencia de las Series de Fourier, aunque
cabe nombrar también en este resumen el Teorema de Carleson-Hunt pues es éste la
culminación del estudio de la convergencia de las Series de Fourier. Dicho teorema afirma
que:

Sea 1 < p ≤ ∞, si f ∈ Lp(T) entonces SNf converge a f en casi todo punto.

El estudio de este teorema se escapa a los contenidos de este trabajo y su prueba se puede
ver por ejemplo en [10] que está integramente dedicado a ella.

Pasamos ahora a estudiar algunas series de Fourier Divergentes. En el Caṕıtulo 5
abordamos por un lado el Contraejemplo de Du Bois Reymond que afirma que

Existe una función f ∈ Cper(T) cuya serie de Fourier diverge en un punto.

En 5.1.1 damos una demostración no constructiva de dicho contraejemplo basada en el
uso del Teorema de Banach-Steinhauss y en 5.1.2 damos una demostración constructiva de
dicho contraejemplo, mediante un ejemplo expĺıcito de una función continua y 2π-periódica
cuya serie de Fourier diverge en x = 0. Por otro lado, en este mismo caṕıtulo, en el tercer
apartado abordamos el Contraejemplo de Kolmogorov que afirma que

Existe una función f ∈ L1(T) cuya serie de Fourier diverge en casi todo punto.

La demostración de este contraejemplo requerirá una serie de desarrollos previos que rea-
lizamos en el propio caṕıtulo entre los que cabe destacar el Teorema de Kronecker,
teorema 5.2.2.
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Finalmente, en el caṕıtulo 6 trabajamos sobre algunas aplicaciones de las series de
Fourier. Por un lado nos servimos de la utilización de las series de Fourier para la resolución
del Problema isoperimétrico. Problema que data del siglo V II a.C. cuyo objetivo es
encontrar la curva que, con menor longitud, engloba mayor área.
Por otro lado, resolveremos un caso sencillo de la ecuación del calor, para determinar la
variación de la tempertura en las proximidades de la corteza terrestre, y deducir cuál es
la profundidad adecuada para instalar una bodega. Esta segunda aplicación es más de
carácter divulgativo y dicho estudio recibe el nombre de El sótano de Fourier.
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Abstract

The aim of this Final Project is the study of Fourier Series, which is an important tool of
Mathematical Analysis. Especially the study of the convergence and divergence of Fourier
Series and some of its applications.

Before we turn to the mathematical development we have done a historical introduction.
The objective of this introduction is to show the importance of Fourier Series in the
development of Mathematical Analysis.

After this historical introduction we begin the mathematical development of the work.
In chapter 1, we introduce the Fourier coefficients. For f : [a, b] −→ C we define the nth

Fourier coefficient of f as

f̂(n) :=
1

L

∫ b

a
f(x)e−2πinx/Ldx

where L = b− a. Then we define the formal Fourier Series of f as

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
f̂(n)e2πinx/L

Later, in the same chapter we see some examples of Fourier Series and some applications
of these examples.

When we have already defined Fourier coefficients and Fourier Series, we go on talking
about some definitions and some properties which will be very important in Fourier Series
study. We define the convolution of two functions and the concept of Good Kernels,
as defined in 1.3.1. We also study some of its propierties.

The main problem of Fourier Series is to find conditions about f(x) that guarantee the
convergence of

SNf(x) −→ f(x)

pointwise, uniformly or in norm, where SNf is the N th partial sum of the Fourier Series
of f .

In chapter 2, we begin to study some convergence theorems. We establish some concepts
related to Césaro summability. Then we talk about Féjer theorem, 2.1.3, and we extract
some consequences related to Fourier Series. For example, the Riemmann-Lebesgue
lemma, 2.1.8, is an important result that claims

Let f ∈ L1(T) then ĺım
|n|→∞

|f̂(n)| = 0
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We also prove the Uniqueness of Fourier Series, Theorem 2.1.7, and establish the first
theorem about convergence, with appropiate smoothness hypothesis on f .

In the same chapter we study the L2−theory about Fourier Series. We use important
Functional Analysis theorems that are developed in Appendix A.Then, in 2.2.2, we esta-
blish an important theorem about convergence

Let f ∈ L2(T) then the Fourier Series of f converge to f in ‖ · ‖2

Next, in chapter 3, we study the pointwise convergence of Fourier Series. To do so, we
have to define and study some properties of the Dirichlet Kernel. The N th Dirichlet
Kernel is a trigonometric polynomial whose expression is

DN (x) =
N∑

n=−N
einx

Besides, we can write

SNf(x) =
N∑

n=−N
f̂(n)einx = f ∗DN (x)

Nevertheless, the Dirichlet Kernel is not a Good Kernel so we can not apply the theory
that we have already developed in chapter 1. The SNf(x) convergence to f(x) is more
difficult. We need some extra hypothesis on f to obtain the pointwise convergence of its
Fourier Series. On the one hand, we find the Dini Criterion. We give two different proofs
in theorem 3.2.1 and theorem 3.2.7. After that, we extract some consequences. The Dini
criterion claims

Let f ∈ L1(T), if the function
|f(x0 − t)− f(x0)|

|t|
is locally integrable near x0 then the

Fourier Series of f converges to f(x0) at x0

We note that if f is differentiable at x0 then the hypothesis of Dini criterion is met. Even,
if f isn’t differentiable the Dini criterion hypothesis could hold. For example, the Fourier
Series of f(x) =

√
|x| converges to f at x = 0. Nevertheless,

√
|x| isn’t differentiable at

this point.
On the other hand we find the Dirichlet-Jordan Criterion, whose most general form
claims

Let f ∈ L1(T) with bounded variation on T. For all x0 ∈ T the Fourier Series of f

evaluated in x0 converges to
f(x+

0 ) + f(x−0 )

2

We note that the hypothesis of the Dirichlet-Jordan criterion are not related with the
differentiability or with the smoothness of the function. Therefore, it is possible to find
functions for which we cannot apply the Dini criterion to demonstrate pointwise conver-
gence and, yet, Dirichlet-Jordan criterion holds, and likewise, there will exist functions for
which we cannot apply the Dirichlet-Jordan criterion but we can apply the Dini criterion.
For example, let

f(x) =
1

log
π

|x|
we can’t apply Dini criterion at x0 = 0, but Dirichlet-Jordan criterion gives us the con-
vergence of the Fourier Serie in that point. To more information see example 3.3.4.
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Right after, in chapter 4, we continue with the study of the Fourier Series convergence,
this time in Lp-norm. We state and prove an importat result known as Marcel Riesz
theorem which claims

For 1 < p <∞, the Fourier Series of every f ∈ Lp(T) converges to f in ‖ · ‖p.

To show this result we need a series of previous lemmas, that we develop in the chapter,
and also use an important result known as Riesz-Thorin theorem. The development of
this result has been carried out in appendix C.

This concludes our study about the convergence of Fourier series, although we would
like to highlight here the Carleson-Hunt theorem because it is a fundamental result in
this theory. This theorem asserts that:

For 1 < p ≤ ∞, if f ∈ Lp(T), SNf(x) converges to f(x) for almost every x ∈ T.

The study of this theorem falls away from the contents of this work and its proof can be
seen in [10], which is entirely dedicated to it.

We move now to study some examples of divergent Fourier series, which are considered
in chapter 5.
On the one hand we develop the Du Bois Reymond counterexample that claims

There exists f ∈ Cper(T) such that ĺım sup
n→∞

Snf(0) =∞

In 5.1.1 we give a non-constructive proof based on the use of the Banach-Steinhauss
theorem. In 5.1.2 we also give an explicit proof, by providing an example of a continuous
and periodic function whose Fourier Series diverges at x = 0.
On the other hand we develop the Kolmogorov counterexample that claims

There exists f ∈ L1(T) whose Fourier Series diverges at almost every point.

To prove this counterexample we have to develop some previous lemmas. We also need a
result known as Kronecker theorem, 5.2.2, which is an important application of Fourier
Series.

Finally, in chapter 6, we work out some applications of Fourier Series. First we solve
the Isoperimetric problem. This problem, which dates from V II century B.C., tries
to determine a plane figure of the largest possible area whose boundary has minimum
length. After that, we solve a simple version of the heat equation to study the temperature
variation near the Earth’s crust from which we shall deduce the proper depth to install a
cellar. This second application is of a more divulgative nature, and is commonly known
as the “Fourier’s cellar problem”.
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Introducción histórica

En primer lugar hemos de señalar que las Series de Fourier, en cuya convergen-
cia y divergencia centraremos todo el desarrollo de nuestro trabajo, deben su nombre a
Jean-Baptiste Joseph Fourier, matemático y f́ısico francés nacido en Auxerre en 1768 que
falleció en Paŕıs en 1830. El desarrollo de las que hoy se conocen como Series de Fourier fue
realizado en 1807 por Fourier como una herramienta para tratar de resolver la ecuación
que rige la propagación del calor en un cuerpo. Es decir, para encontrar lo que hoy se
conoce como Ecuación del calor

Fourier afirmó que toda función se puede desarrollar como una serie trigonométrica,
y que este tipo de series son siempre convergentes. Sin embargo, en su obra Théorie
analytique de la chaleur Fourier no da una demostración precisa de dicha convergencia.
Además, no tiene en cuenta qué tipo de hipótesis debe imponer a la función para poder
definir correctamente los coeficientes de este tipo de series.

Una vez planteado el problema de la representación de funciones por series trigonométri-
cas, los intentos de probar la convergencia de la serie de Fourier aparecieron inmediata-
mente. Poisson y Cauchy fueron los primeros en publicar resultados de convergencia pero
sendas pruebas resultaron incompletas. Fue Dirichlet quien en 1829 inauguró una nueva
época ya que publicó el primer resultado correcto de convergencia. Para ello tuvo que
imponer algunas condiciones en f(x), en concreto que tuviera un número finito de máxi-
mos y mı́nimos. En 1881 Camille Jordan extendió el criterio de Dirichlet a las funciones
de variación acotada y llegamos aśı a lo que hoy en d́ıa se conoce como Criterio de
Dirichlet-Jordan que estudiaremos más adelante.
De forma complementaria Rudolph Lipschitz estableció en 1864 un nuevo criterio de con-
vergencia en términos de suavidad de la función. Más adelante, en 1880, Ulisse Dini es-
tableció un nuevo criterio más general que engloba al criterio de Lipschitz y que a veces
se denomina Criterio de Dini-Lipschitz o simplemente Criterio de Dini. Es más,
utilizando ambos se suelen introducir variantes adecuadas para estudiar los casos en los
que una función no sea continua.

Los criterios de Dirichlet-Jordan y de Lipschitz-Dini son los criterios de convergencia
más habituales en los libros que desarrollan la teoria de Series de Fourier. A veces se
suelen presentar otros de principios del siglo XX debidos a Lebesgue, de la Vallée-Poussin
y Young. Sin embargo, como ya hemos dicho los más habituales son los de Dirichlet-Jordan
y Dini-Lipschitz y son estos los que desarrollaremos posteriormente en nuestro trabajo.

Es prácticamente imposible tratar un tema de análisis del siglo XIX sin nombrar a
Bernhard Riemann. Una primera contribución a las series de Fourier fue un importante
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lema que afirmaba lo siguiente: Los coeficientes de Fourier de una función integrable tienen
a cero

Por otro lado, Cauchy hab́ıa afirmado que el ĺımite de una sucesión de funciones con-
tinuas es una función continua. Ante la evidencia de que no era cierto, se desarrolló el
concepto de convergencia uniforme. En 1870, Eduard Heine publicó un trabajo que comen-
zaba indicando cómo Weierstrass hab́ıa demostrado que la convergencia uniforme permit́ıa
integrar término a término una serie de funciones, lo que sin esa condición pod́ıa ser falso.
Por tanto quedaba aśı en entredicho la cuestión de la unicidad de una serie de Fourier.
Otra cuestión sugerida por el planteamiento de Heine era la de determinar condiciones pa-
ra la convergencia uniforme y a ello dedicó su art́ıculo. Su teorema principal probaba que
la serie de Fourier de una función continua con un número finito de máximos y mı́nimos
converge uniformemente. Sin embargo, en ese momento apareció otra pregunta destacable,
¿Qué ocurre si sólo se conoce la continuidad de f? Fue en 1873, sólo tres años después de
la publicación del art́ıculo de Heine, cuando Paul du Bois-Reymond anunció un contra-
ejemplo. Demostró que la serie de Fourier de una función continua puede ser divergente
en un punto. No sólo no era uniformemente convergente, ni siquiera puntualmente. Hoy
en d́ıa se le conoce como Contraejemplo de Du Bois-Reymond.

A partir de este momento empezaron a buscarse otros tipos de convergencia. En 1900,
Lipot Fejér publicó un trabajo en el que mostraba que una función continua converge
uniformemente si antes de pasar al ĺımite se toman los promedios de las sumas parciales.

El siglo XIX se cerraba con respuestas satisfactorias para las series de Fourier. Se hab́ıan
establecido varios criterios de convergencia. Sin embargo, lejos de haberse terminado el
problema siguió siendo un gran campo de actividad de las matemáticas en el siglo XX.
Las razones fueron el nacimiento de la teoŕıa de la medida e integración de Lebesgue y
del análisis funcional. El propio Henry Lebesgue estudió las series de Fourier con la nueva
herramienta que él hab́ıa desarrollado y extendió el Lema de Riemann a este nuevo tipo
de funciones integrables. Pasando éste a conocerse como Lema de Riemann-Lebesgue.
De esta forma, tanto el principio de localización como el criterio de convegencia de Dini,
por ejemplo, se extienden inmediatamente a la nueva clase de funciones integrables puesto
que la demostración de ambas está basada en dicho lema.

En los primeros años del siglo XX se desarrollaron los conceptos que condujeron al
desarrollo de los espacios de Hilbert. Frygies Riez elaboró la noción de distancia en los
espacios L2 y poco después llegó la convergencia de las series de Fourier sin más hipótesis
que que la función fuese de cuadrado integrable. Se establece como consecuencia de un
teorema más general de análisis funcional conocido como teorema de Riesz-Fischer.

La convergencia en L2 de la serie de Fourier sugeŕıa el estudio del problema análogo
para los espacios Lp para p finito. La primera repuesta vino en sentido negativo. Banach
y Steinhauss probaron en 1918 que no hay convergencia en L1.

Fue Marcel Riesz quien consiguió demostrar en 1923 que la convergencia en norma Lp

es afirmativa si 1 < p <∞. Se suele citar a menudo la fecha de 1927 pero ya antes hab́ıa
anunciado el resultado.

ix



Aparecieron también una serie de conjeturas sobre la convergencia de las Series de
Fourier. Cabe destacar la llamada Conjetura de Lusin. Nikolai Lusin postulaba que La
serie de Fourier de una función de L2 converge en casi todo punto.

Por otro lado, Andrei Kolmogorov demostró que existe una función integrable cuya
serie de Fourier diverge en casi todo punto. Fue en 1923. Más adelante, en 1926, fue
capaz de llevar la divergencia a todo punto. Esto es lo que se conoce hoy en d́ıa como
Contraejemplo de Kolmogorov.

Fue finalmente en 1965 cuando Lennart Carleson obtuvo un sorprendente resultado sobre
series de Fourier. Demostró que cualquier función de L2 converge en casi todo punto. El
propio Carleson afirmaba que comenzó buscando un contraejemplo y encontró una prueba,
es decir, demostró la conjetura de Lusin.

Poco después Richard Hunt extendió el resultado de Carleson hasta cubrir el rango de
todos los espacios Lp con p > 1. El teorema de Carleson con la extensión por Hunt
supuso la culminación de todo un estudio que hab́ıa empezado siglo y medio antes. En
cierto modo, las grandes cuestiones sobre la convergencia de las series de Fourier quedaban
resueltas.

Para más información puede consultarse [8] de donde ha sido extráıda esta introducción
histórica aśı como las fechas y citas que en ella aparecen.
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Caṕıtulo 1

Primeras definiciones y
preliminares a la convergencia

1.1. Definiciones y primeros ejemplos

Definición 1.1.1. Sea f una función integrable definida en un intervalo [a, b] de longitud
L = b− a. Para cada n ∈ Z se define el n-ésimo coeficiente de Fourier de f como

f̂(n) := 1
L

∫ b

a
f(x)e−2πinx/Ldx

y la serie de Fourier asociada a f viene dada formalmente como

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
f̂(n)e2πinx/L (1)

Notación. Cabe destacar el caso en el que [a, b] = [−π, π] pues desarrollaremos la mayor
parte de nuestro trabajo en este intervalo. A lo largo de todo el trabajo, escribiremos
en numerosas ocasiones T en lugar de [−π, π]. Es decir, en todo el desarrollo siguiente,
tendremos que T = [−π, π].
Además, si denotamos con f a una función definida en T = (−π, π], continuaremos deno-
tando por f a cualquier extensión 2π-periódica de la misma. Es decir, al uso tendremos
que para todo k

f(x) = f(x− k) ∀ x ∈ (k − π, k + π)

Con esta notación observemos que

f̂(n) :=
1

2π

∫ b

a
f(x)e−inxdx ∀ n ∈ Z

para cualquier intervalo [a, b] de longitud 2π.

Definición 1.1.2. Sea f ∈ L1(T). Se define la N-ésima suma parcial asociada a f
para cualquier N ∈ N como

SN (f)(x) :=

N∑
n=−N

f̂(n)einx

Observación. La N-ésima suma parcial asociada a cualquier función f es un polinomio
trigonométrico.
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Nota. Como consecuencia de esta definición observamos que el estudio de la convergencia
de la series de Fourier será equivalente al estudio del ĺımite cuando N tiende a infinito de
este tipo de sumas.

Es decir, el objetivo será encontrar condiciones sobre f para que

∃ ĺım
N→∞

SNf(x) = f(x)

en un punto x ∈ [−π, π].

Nota. Cuando la función f ∈ L1(T) es real, es habitual utilizar su expansión en serie
trigonométrica real

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)) (2)

Utilizando la fórmula de Euler eiθ = cos(θ) + i sin(θ) es fácil ver que (1) implica (2).
Tomamos

an = f̂(n) + f̂(−n) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(nx)dx

y

bn = i(f̂(n) + f̂(−n)) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin(x)dx

para n = 0, 1, 2, . . . y se obtiene el resultado.

Ejemplo 1.1.3. Cálculo de la serie de Fourier (formal) asociada a la función f : [−π, π]→
R dada por f(t) = t.

Resolución. En primer lugar vamos a calcular los coeficientes de Fourier asociados a f.
Con tal objetivo, vamos a distinguir dos casos:

n = 0

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
tdt =

1

2π

[
t2

2

]π
−π

= 0

n 6= 0

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
te−intdt =

1

2π

[
te−int

−in

]π
−π

+
1

2π

∫ π

−π

e−int

in
dt

=
1

2π

[
te−int

−in

]π
−π

=
1

2π
2π

cos(nπ)

−in
=

cos(nπ)

−in
=

(−1)n+1

in

Una vez calculados los coeficientes de Fourier, vemos que la serie de Fourier asociada a f
viene dada formalmente como∑
n 6=0

(−1)n+1

in
eint =

−1∑
n=−∞

(−1)n+1

in
[cos(nt) + i sin(nt)] +

∞∑
n=1

(−1)n+1

in
[cos(nt) + i sin(nt)]

=

∞∑
n=1

(
(−1)n+1

−in
[cos(nt)− i sin(nt)] +

(−1)n+1

in
[cos(nt) + i sin(nt)]

)

= 2

∞∑
n=1

(−1)n+1

in
i sin(nt) = 2

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sin(nt)

Veamos gráficamente cómo convergen las aproximaciones.
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Figura 1.1: En el gráfico aparecen representadas la función, f y las aproximaciones me-
diante las series de Fourier asociadas con n = 5 y n = 10, S5(f) y S10(f)

Ejemplo 1.1.4. Cálculo de la serie de Fourier (formal) asociada a la función f : [0, 2π] −→
K dada por f(t) = 1

4(π − t)2.

Resolución. En primer lugar, al igual que en el ejemplo anterior, vamos a calcular los
coeficientes de Fourier asociados a f. Para ello, de nuevo hemos de distinguir dos casos:

n = 0

f̂(0) =
1

2π

∫ 2π

0

1

4
(π − t)2dt =

1

8π

∫ 2π

0
(π − t)2dt

=
1

8π

∫ π

−π
u2du =

π2

12

n 6= 0

f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0

1

4
(π − t)2e−intdt =

1

8π

∫ 2π

0
(π − t)2e−intdt

=
1

8π

∫ π

−π
x2ein(x−π)dx = − 1

4π

1

in

∫ π

−π
xein(x−π)dx

=
1

4π

1

n2

[
xein(x−π)

]π
−π

=
1

2n2
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Veamos entonces que la serie de Fourier asociada a f viene dada formalmente por

π2

12
+
∑
n6=0

1

2n2
eint =

π2

12
+

−1∑
n=−∞

1

2n2
[cos(nt) + i sin(nt)] +

∞∑
n=1

1

2n2
[cos(nt) + i sin(nt)]

=
π2

12
+
∞∑
n=1

(
1

2n2
[cos(nt)− i sin(nt)] +

1

2n2
[cos(nt) + i sin(nt)]

)

=
π2

12
+

∞∑
n=1

cos(nt)

n2

Observemos ahora, que si pudiésemos comprobar que

ĺım
N→∞

SNf(t) = f(t) 0 < t < 2π

tendŕıamos que
∞∑
n=1

cos(nt)

n2
=

1

4
(π − t)2 − π2

12
∀ 0 < t < 2π

En particular, para t = π
∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=
π2

12

y para t = 0
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

Finalmente, veamos gráficamente cómo convergen las aproximaciones.

Figura 1.2: En el gráfico aparecen representadas la función, f y las aproximaciones me-
diante las series de Fourier asociadas con n = 3, n = 5 y n = 10, S3, S5 y S10.

Ejemplo 1.1.5 (Núcleo de Dirichlet). Aunque más tarde volveremos sobre este con-
cepto mucho más ampliamente, vamos a introducir ahora su definición y a demostrar una
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importante propiedad del mismo.
El polinomio trigonométrico dado por

DN (x) :=
N∑

n=−N
einx x ∈ R

para todo x ∈ [−π, π], se conoce como N-ésimo núcleo de Dirichlet. La propiedad a
demostrar es que puede escribirse en forma cerrada como

DN (x) =
sin((N + 1

2)x)

sin(x2 )
∀ N ∈ N

Resolución. En primer lugar hagámonos una idea de cómo es gráficamente un núcleo de
Dirichlet para algunos valores de N

Consideramos ω = eix y utilizando la fórmula de sumación de una progresión geométrica
veamos que

DN (x) =

N∑
n=−N

einx =

N∑
n=−N

ωn =
ωN+1 − ω−N

ω − 1

Por consiguiente

DN (x) =
ei(N+1)x − e−iNx

eix − 1
=
e
ix
2

(
ei(N+ 1

2
)x − e−i(N+ 1

2
)x
)

e
ix
2

(
e
ix
2 − e

−ix
2

)

=

(
ei(N+ 1

2
)x − e−i(N+ 1

2
)x
)
/2i(

e
ix
2 − e

−ix
2

)
/2i

=
sin((N + 1

2)x)

sin(x2 )

1.2. Convoluciones

Sean f, g : R→ K dos funciones integrables cualesquiera, se define la convolución de
f y g, que denotamos por f ∗ g, como la función dada por

f ∗ g(x) =

∫
R
f(t)g(x− t)dt
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para todo x ∈ R tal que la integral existe. En nuestro trabajo sin embargo, necesitaremos
adaptar esta definición a funciones definidas en T.

Definición 1.2.1. Sean f, g : T→ K funciones integrables y 2π-periódicas. Establecemos

f ∗ g (x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)g(x− t)dt x ∈ R

Proposición 1.2.2 (Propiedades de la convolución). Sean f, g, h : T→ K funciones
integrables y 2π-periódicas. Se verifican las siguientes propiedades:

i) f ∗ g(x) existe en casi todo punto x ∈ R y es 2π-periódica.

ii) f ∗ (g + h) = (f ∗ g) + (f ∗ h)

iii) (cf) ∗ g = c(f ∗ g) = f ∗ (cg) para todo c ∈ K

iv) f ∗ g = g ∗ f

v) (f ∗ g) ∗ h) = f ∗ (g ∗ h).

vi) Si g es continua entonces f ∗ g es continua.

vii) f̂ ∗ g (n) = f̂(n)ĝ(n).

Demostración. i) En primer lugar recordemos que

f ∗ g(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)g(x− t)dt

Veamos entonces utilizando el Teorema de Fubini que∫ π

−π
|f ∗ g|(x)dx =

∫ π

−π

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
f(t)g(x− t)dt

∣∣∣∣ dt ≤ ∫ π

−π
|f(t)|

(∫ π

−π
|g(x− t)|dx

)
dt

=

(∫ π

−π
|f(t)|dt

)(∫ π

−π
|g(u)|du

)
<∞

Por consiguiente, para casi todo punto x ∈ T la integral que define f ∗ g(x) es finita y por
consiguiente la convolución existe en dichos puntos. Por otro lado, la 2π-periodicidad es
inmediata por ser f y g 2π-periódicas.

Tanto ii) como iii) son totalmente inmediatas a partir de la definición dada de la convo-
lución y utilizando propiedades elementales de las integrales.

iv) En este caso, nos servimos de la 2π-periodicidad. Mediante un cambio de variable,
x− t = u, y usando dicha 2π-periodicidad obtenemos el resultado. Veamos:

f ∗ g (x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)g(x− t)dt = − 1

2π

∫ x−π

x+π
f(x− u)g(u)du

=
1

2π

∫ x+π

x−π
f(x− u)g(u)du =

1

2π

∫ π

−π
f(x− u)g(u)du

= g ∗ f (x)
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v) Procediendo de manera análoga a los apartados anteriores, veamos que

(f ∗ g) ∗ h (x) =
1

2π

∫ π

−π
(f ∗ g)(t)h(x− t)dt =

1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π
f(s)g(t− s)ds

)
h(x− t)dt

=
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π
f(s)g(t− s)h(x− t)ds

)
dt

por lo que utilizando Fubini

(f ∗ g) ∗ h (x) =
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π
f(s)g(t− s)h(x− t)dt

)
ds

=
1

2π

∫ π

−π
f(s)

(
1

2π

∫ π

−π
g(t− s)h(x− t)dt

)
ds

=
1

2π

∫ π

−π
f(s)

(
1

2π

∫ π

−π
g(u)h(x− s− u)du

)
ds

=
1

2π

∫ π

−π
f(s)(g ∗ h(x− s))ds = f ∗ (g ∗ h)(x)

luego efectivamente (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) tal y como queŕıamos ver.

vi) En primer lugar observemos que para cualesquiera x1, x2 se tiene que

f ∗ g (x1)− f ∗ g (x2) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)g(x1 − t)dt−

1

2π

∫ π

−π
f(t)g(x2 − t)dt

=
1

2π

∫ π

−π
f(t) [g(x1 − t)− g(x2 − t)] dt

Una vez visto esto, por ser g continua, sabemos que en todo intervalo cerrado y acotado g es
uniformemente continua, pero, como g es 2π-periódica, esto implica que g es uniformemente
continua en todo R. Por consiguiente, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que si |s− t| < δ
entonces |g(s)−g(t)| < ε. Pues bien, como |x1−x2| < δ implica |(x1−t)−(x2−t)| < δ, ∀ t
entonces tenemos que

|f ∗ g (x1)− f ∗ g (x2)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(t)||g(x1 − t)− g(x2 − t)|dt ≤

1

2π
ε

∫ π

−π
|f(t)|dt = εB

donde B =
1

2π
‖f‖1 = cte. Deducimos entonces que efectivamente, si g es continua entonces

f ∗ g es continua tal y como queŕıamos demostrar.

vii) Procediendo de nuevo de manera directa utilizando las definiciones y diferentes pro-
piedades de las integrales, como son el cambio de variable y el teorema de Fubini, veamos
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que

f̂ ∗ g (n) =
1

2π

∫ π

−π
f ∗ g(x)e−inxdx =

1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π
f(t)g(x− t)dt

)
e−inxdx

=
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π
f(t)g(x− t)e−inxdt

)
dx

=
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π
f(t)g(x− t)e−inxdx

)
dt

=
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−int

(
1

2π

∫ π

−π
g(x− t)e−in(x−t)dx

)
dt

=
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−int

(
1

2π

∫ π

−π
g(u)e−inudu

)
dt

=

(
1

2π

∫ π

−π
g(u)e−inudu

)(
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt

)
= f̂(n)ĝ(n)

Ejemplo 1.2.3. Continuando con el N-ésimo núcleo de Dirichlet, DN , definido en
el ejemplo 1.1.5, vamos a demostrar que

SN (f)(x) = f ∗DN (x)

Resolución. Directamente establecemos la siguiente cadena de igualdades para ∀ x ∈
[−π, π]

SN (f)(x) =
N∑

n=−N
f̂(n)einx =

N∑
n=−N

(
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt

)
einx

=
1

2π

∫ π

−π

(
N∑

n=−N
ein(x−t)

)
f(t)dt =

1

2π

∫ π

−π
f(t)DN (x− t)dt

= f ∗DN (x)

1.3. Núcleos de sumabilidad

Definición 1.3.1. Un núcleo de sumabilidad es una sucesión de funciones, {Kn}∞n=1,
definidas T que toman valores en R o C y verifican las siguientes propiedades:

a)
1

2π

∫ π

−π
Kn(x)dx = 1

b) ∃ M > 0 tal que

∫ π

−π
| Kn(x) | dx ≤M ∀ n ≥ 1

c) ∀ δ > 0 se verifica que ĺım
n→∞

∫
δ<|x|<π

| Kn(x) | dx = 0
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Nota. Los núcleos de sumabilidad también son conocidos como aproximación de la iden-
tidad regular.

Antes de enunciar y demostrar el siguiente lema, vamos a añadir la definición de un
“tipo”de funciones que utilizaremos en dicho lema.

Definición 1.3.2. Sea f una función 2π-periódica en R, definimos para cada t ∈ R la
función trasladada ft : R −→ K dada, para todo x ∈ R, por ft(x) = f(x− t).

Lema 1.3.3. Sea 1 ≤ p <∞ y sea f ∈ Lp(T). Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que si | t |< δ
entonces ‖ft − f‖p < ε. Es decir, se tiene que

ĺım
t→0
‖ft − f‖p = 0

Demostración. En primer lugar, en virtud de la densidad de las funciones continuas en las
funciones Lp para todo 1 < p <∞, podemos escoger g ∈ C(T) y 2π-periódica tal que

‖f − g‖p <
ε

3

lo que implica a su vez que

‖ft − gt‖p <
ε

3

donde definimos gt de manera análoga a ft. Además, por ser g ∈ C(T), en virtud de la
2π-periodicidad podemos afirmar que g ∈ UC(T). Existirá entonces δ > 0 tal que si |t| < δ
entonces

|g(x− t)− g(x)| < ε

3
∀ x ∈ [−π, π]

lo que implica que

‖gt − g‖p ≤ ‖gt − g‖∞ <
ε

3

Pues bien, juntando todas estas desigualdades podemos concluir que si |t| < δ

‖ft − f‖p = ‖ft − gt + gt − g + g − f‖p

≤ ‖ft − gt‖p + ‖gt − g‖p + ‖g − f‖p

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε
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Teorema 1.3.4. Sea {Kn}∞n=1 un núcleo de sumabilidad y sea f definida en T una función
integrable y acotada. Se verifican:

a) Si f es continua en x0 entonces ĺım
n→∞

f ∗Kn (x0) = f(x0)

b) Si f ∈ Cper(T) entonces ĺım
n→∞

f ∗Kn (x) = f(x) uniformemente en x ∈ T.

c) Para todo 1 ≤ p <∞, si f ∈ Lp(T) entonces f ∗Kn → f en (Lp(T), ‖.‖p)

Demostración. a) En primer lugar, por ser f continua en x0 , podemos afirmar que para
todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si |y| < δ entonces

|f(x0 − y)− f(x0)| < ε

Por otro lado, como por hipótesis f es acotada, también podemos afirmar que

|f(t)| ≤ B ∀ t ∈ T

Seguidamente, establecemos la siguiente cadena de igualdades

f ∗Kn (x0)− f(x0)

=
1

2π

∫ π

−π
f(t)Kn(x0 − t)dt− f(x0)

=
1

2π

∫ π

−π
f(t)Kn(x0 − t)dt−

(
1

2π

∫ π

−π
Kn(u)du

)
f(x0)

=
1

2π

∫ x0+π

x0−π
f(x0 − y)Kn(y)dy − 1

2π

∫ π

−π
f(x0)Kn(y)dy

=
1

2π

∫ π

−π
[f(x0 − y)− f(x0)]Kn(y)dy

Entonces se tiene que

| f ∗Kn(x0)− f(x0) | ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(x0 − y)− f(x0)||Kn(y)|dy

=
1

2π

∫ δ

−δ
|f(x0 − y)− f(x0)||Kn(y)|dy

+
1

2π

∫
δ≤|x|≤π

|f(x0 − y)− f(x0)||Kn(y)|dy = (∗)

Aprovechando entonces las propiedades de la definición de un núcleo de sumabilidad po-
demos afirmar que existe nεδ = n(ε, δ) tal que para todo n ≥ nεδ

(∗) ≤ 1

2π
ε

∫ δ

−δ
|Kn(y)|dy +

1

2π
2B

∫
δ≤|x|≤π

|Kn(y)|dy ≤ 1

2π
εM +

1

2π
2Bε

= ε

(
1

2π
(M + 2B)

)
= εC
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para una cierta constante C. Deducimos entonces que, tal y como queŕıamos probar

ĺım
n→∞

f ∗Kn (x0) = f(x0)

b) La manera de proceder es totalmente análoga solo que en este caso se utilizaŕıa la
definición de continuidad uniforme pues sabemos que por ser f ∈ C(T) en virtud de la
2π-periodicidad se verifica que f ∈ UC(T).

c) En primer lugar, razonando como lo haćıamos en el apartado a) observamos que para
cualquier x ∈ [−π, π] se tiene que

f ∗Kn (x)− f(x) =
1

2π

∫ π

−π
[f(x− t)− f(x)]Kn(t)dt

Veamos entonces, en virtud de la desigualdad triangular, que ∀ x ∈ T

‖f ∗Kn (x)− f(x)‖p =

∥∥∥∥ 1

2π

∫ π

−π
[f(x− t)− f(x)]Kn(t)dt

∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥ 1

2π

∫ δ

−δ
[f(x− t)− f(x)]Kn(t)dt

∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥ 1

2π

∫
δ≤|x|≤π

[f(x− t)− f(x)]Kn(t)dt

∥∥∥∥∥
p

= (∗)

Aplicando entonces la desigualdad de Minkowski

(∗) ≤ 1

2π

∫ δ

−δ
‖f(x− t)− f(x)‖p|Kn(t)|dt+

1

2π
2‖f‖p

∫
δ≤|x|≤π

|Kn(t)|dt = (∗∗)

y finalmente, en virtud del lema 1.3.3 y de las propiedades de los núcleos de sumabilidad
1.3.1, podemos afirmar que existe nεδ = n(ε, δ) tal que para todo n ≥ nεδ

(∗∗) ≤ 1

2π

∫ δ

−δ
ε|Kn(t)|dt+

1

2π
2ε‖f‖p ≤ Cε

para una cierta constante C. Deducimos entonces que

f ∗Kn → f en (Lp(T), ‖.‖p)

tal y como queŕıamos demostrar.

Ejemplo 1.3.5. Como consecuencia del teorema 1.3.4, y en virtud de la igualdad probada
en el ejemplo 1.2.3, es natural preguntarse si el núcleo de el núcleo de Dirichlet, {Dn}∞n=1,
es un núcleo de sumabilidad. La respuesta es que no ya que falla la segunda de las condi-
ciones impuestas en la definición. Para demostrar que es aśı nos servimos de la siguiente
desigualdad ∫ π

−π
|DN (x)|dx ≥ 4

π2

N∑
k=1

1

k

de donde se deduce que

ĺım
N→∞

∫ π

−π
|DN (x)|dx =∞

11



Resolución. La haremos más adelante, cuando estudiemos más en profundidad el núcleo
de Dirichlet.

Ejemplo 1.3.6. Denominamos Núcleo de Féjer a la sucesión {FN}∞N=1 donde para
cada N ∈ N y todo y ∈ T viene dado por

FN (y) :=
D0(y) + . . .+DN−1(y)

N
=

1

N

N−1∑
n=0

Dn(y)

Gráficamente

Veamos ahora un importante resultado relacionado con los núcleos de Féjer.

Teorema 1.3.7. Consideramos {FN}∞N=1 el núcleo de Féjer. Se verifican entonces:

i) FN (x) =
1

N

sin2(Nx2 )

sin2(x2 )

ii) {FN}∞N=1 es un núcleo de sumabilidad.

Demostración. i) En primer lugar recordemos que, tal y como los defińıamos en el ejemplo
1.1.5, para cada N ∈ N

DN (x) =
sin((N + 1

2)x)

sin(x2 )

Tomando entonces ω = eix veamos que

NFN (x) =
N−1∑
n=0

Dn(x) =
N−1∑
n=0

(
n∑

k=−n
ωk

)
=

N−1∑
n=0

ωn+1 − ω−n

ω − 1

=
1

ω − 1

(
N−1∑
n=0

ωn+1 −
N−1∑
n=0

ω−n

)
=

1

ω − 1

(
ωN+1 − ω
ω − 1

− 1− ω−N

1− ω−1

)

=
1

ω − 1

(
ωN+1 − ω
ω − 1

+
ω−N+1 − ω
ω − 1

)
=

1

(ω − 1)2

(
ωN+1 − 2ω + ω−N+1

)

=
ei(N+1)x − 2eix + ei(−N+1)x

(eix − 1)2
=

(
eiNx − 2 + e−iNx

)(
e
ix
2 − e

−ix
2

)2 =

(
e
iNx
2 − e

−iNx
2

)2

(
e
ix
2 − e

−ix
2

)2 =
sin2(Nx2 )

sin2(x2 )

12



luego efectivamente ∀ N ∈ N

FN (x) =
1

N

sin2(Nx2 )

sin2(x2 )

tal y como queŕıamos demostrar.

ii) Para demostrar esta afirmación tendremos que comprobar que se verifican las tres
condiciones de la definición de núcleo de sumabilidad:

1.

1

2π

∫ π

−π
FN (x)dx =

1

2π

∫ π

−π

1

N

(
N−1∑
n=0

Dn(x)

)
dx =

1

2π

1

N

N−1∑
n=0

∫ π

−π
Dn(x)dx

=
1

2π

1

N

N−1∑
n=0

2π =
1

2π

1

N
2πN = 1

ya que∫ π

−π
Dn(x)dx =

∫ π

−π

(
n∑

k=−n
eikx

)
dx =

∫ π

−π
dx+

∑
k 6=0

∫ π

−π
cos(kx)dx = 2π

2. Como FN (x) ≥ 0 para todo N ∈ N y todo x ∈ [−π, π]∫ π

−π
|FN (x)|dx =

∫ π

−π
FN (x)dx = 2π ∀ N ∈ N

luego para M = 2π ∫ π

−π
|FN (x)|dx ≤M ∀ N ∈ N

3. Veamos que para todo δ > 0

0 ≤ ĺım
N→∞

∫
δ≤|x|≤π

|FN (x)|dx = ĺım
N→∞

∫
δ≤|x|≤π

1

N

sin2(Nx2 )

sin2(x2 )
= (∗)

Aprovechando entonces que | sin(x/2)| ≥ | sin(δ/2)| para δ/2 ≤ |x|/2 ≤ π/2

(∗) ≤ ĺım
N→∞

∫
δ≤|x|≤π

1

N

1

sin2( δ2)
dx = ĺım

N→∞

1

N

1

sin2( δ2)

∫
δ≤|x|≤π

dx

≤ ĺım
N→∞

1

N

1

sin2( δ2)

∫ π

−π
dx = ĺım

N→∞

1

N

1

sin2( δ2)
2π = 0

de donde se deduce que

ĺım
N→∞

∫
δ≤|x|≤π

|FN (x)|dx = 0

Se verifican las tres condiciones de la definición 1.3.1 por lo que podemos afirmar que
{FN}∞N=1 es un núcleo de sumabilidad tal y como queŕıamos demostrar.
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Proposición 1.3.8. Para cada N ∈ N se tiene que

FN ∗ f (x) =
∑
|n|<N

N − |n|
N

f̂(n)einx

.

Demostración. Directamente veamos que

FN ∗ f (x) =
1

N

N−1∑
n=0

Snf(x) =
1

N

N−1∑
n=0

n∑
j=−n

f̂(j)eijx =
1

N

N−1∑
j=−N+1

N−1∑
n=|j|

f̂(j)eijx

=
1

N

∑
|n|<N

(N − |n|)f̂(n)einx =
∑
|n|<N

N − |n|
N

f̂(n)einx
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Caṕıtulo 2

Primeros resultados sobre
convergencia

2.1. Sumabilidad Césaro. Aplicación a las series de Fourier

2.1.1. Teorema de Féjer

Definición 2.1.1. Dada una sucesión c0, c1, . . . de números complejos se define la N-
ésima media de Césaro, también conocida como N-ésima suma de Césaro, como

σN :=
c0 + · · ·+ cN−1

N

Nota. Se puede demostrar que si una sucesión converge a un determinado elemento en-
tonces las medias de Césaro convergen al mismo elemento. Sin embargo, el rećıproco no
es cierto. Por ejemplo la sucesión dada por sn = (−1)n no converge pero

σN =


0 N par

1
N N impar

verifica que
ĺım
N→∞

σN = 0

Definición 2.1.2. Dada una función f : T → K continua y 2π-periódica se define la
N-ésima media de Césaro de la serie de Fourier como

σN (f) :=
S0 + · · ·+ SN−1(f)

N

Por lo que véıamos en el ejemplo 1.2.3 sabemos que ∀ N ∈ N

SN (f)(x) = f ∗DN (x)
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donde DN es el N-ésimo núcleo de Dirichlet. Pues bien, veamos ahora que

σN (f)(x) =
1

N
[S0(f)(x) + · · ·+ SN−1(f)(x)]

=
1

N
[f ∗D0 (x) + · · ·+ f ∗DN−1 (x)]

=
1

N
f ∗ [D0 + · · ·+DN−1] (x)

= f ∗
[
D0 + · · ·+DN−1

N

]
(x)

= f ∗ FN (x)

Podemos entonces establecer el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 2.1.3. Sea f definida en T una función integrable y acotada. Se verifican las
siguientes afirmaciones:

a) Si f es continua en x0 entonces ĺım
N→∞

σN (f)(x0) = f(x0)

b) Si f ∈ Cper(T) entonces ĺım
N→∞

σN (f)(x) = f(x) uniformemente en x ∈ T.

c) Para todo 1 ≤ p <∞, si f ∈ Lp(T) entonces σN (f)→ f en (Lp(T), ‖.‖p)

Demostración. En el teorema 1.3.7 vimos que el núcleo de Féjer, {FN}∞N=1, es un núcleo
de sumabilidad. Aprovechando entonces que

σN (f)(x) = f ∗ FN (x) ∀ N ∈ N

podemos concluir, en virtud del teorema 1.3.4, que las tres afirmaciones dadas son ciertas.

2.1.2. Consecuencias

Corolario 2.1.4 (Teorema de Weierstrass). El conjunto de los polinomios trigo-
nométricos

T :=

 ∑
|k|≤N

ake
ikt : N = 0, 1, 2 . . . ; ak ∈ C;


es denso en (Cper(T), ‖ · ‖∞).

Demostración. En primer lugar observemos que

σN (f)(x) =
1

N

N−1∑
n=0

Sn(f)(x) y Sn(f)(x) =
∑
|k|≤N

f̂(k)eikx

de donde inmediatamente deducimos que σN (f) ∈ T para cualquier N . Por consiguiente,
como en el teorema anterior (2.1.3) hemos visto que

ĺım
N→∞

σN (f)(x) = f(x)

uniformemente en x ∈ T para toda f ∈ Cper(T), podemos concluir que T es denso en
(Cper(T), ‖ · ‖∞) tal y como queŕıamos probar.
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Corolario 2.1.5. Para todo 1 ≤ p <∞, el conjunto de los polinomios trigonométricos

T :=

 ∑
|k|≤N

ake
ikt : N = 0, 1, 2 . . . ; ak ∈ C;


es denso en (Lp(T), ‖.‖p).

Demostración. La demostración es totalmente análoga a la del corolario anterior utilizando
en este caso el tercer apartado del teorema 2.1.3.

Corolario 2.1.6 (Unicidad de las series de Fourier, I). Sea f una función en L1(T)
que verifica que f̂(n) = 0 ∀ n ∈ Z. Entonces f(x) = 0 en casi todo punto.

Demostración. En primer lugar observemos que si f̂(n) = 0 ∀ n ∈ Z entonces se tiene que
σN (f) = 0 ∀ N ∈ N. Por consiguiente, este resultado es consecuencia inmediata del tercer
apartado del teorema 2.1.3 (con p = 1).

Corolario 2.1.7 (Unicidad de las series de Fourier, II). Sean f y g funciones en
L1(T) tales que f̂(n) = ĝ(n) ∀ n ∈ Z. Entonces f(x) = g(x) en casi todo punto.

Demostración. Es consecuencia inmediata de aplicar el corolario anterior (2.1.6) a la fun-
ción f − g pues por las propiedades de la integral se tiene que

f̂ − g(n) = f̂(n)− ĝ(n) ∀ n ∈ Z

y por consiguiente que f −g(x) = 0 ∀ x ∈ T, o lo que es equivalente, que f(x) = g(x) para
todo x ∈ T.

Corolario 2.1.8 (Lema de Riemann-Lebesgue). Si f ∈ L1(T) entonces se verifica
que ĺım

|n|→∞
|f̂(n)| = 0

Demostración. En primer lugar, en virtud del corolario 2.1.5 podemos afirmar que existe
p ∈ T tal que

‖f − p‖1 < ε

Además, veamos que para todo n ∈ Z

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt =

1

2π

∫ π

−π
[f(t)− p(t)]e−intdt+

1

2π

∫ π

−π
p(t)e−intdt

luego

f̂(n) = (f̂ − p)(n) + p̂(n)

Por consiguiente

|f̂(n)| ≤ |(f̂ − p)(n)|+ |p̂(n)|

y como

|(f̂ − p)(n)| ≤ ‖f − p‖1 < ε y |p̂(n)| = 0 ∀ |n| > grado(p)

podemos concluir entonces que
ĺım
|n|→∞

|f̂(n)| = 0

tal y como queŕıamos demostrar.
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Lema 2.1.9. Sea f ∈ Ckper(T) entonces para cualquier n ∈ Z se verifica que

f̂(n) =
1

(ik)n
f̂ (k)(n)

Demostración. Probaremos solamente el caso en el que k = 1 pues el caso general se
obtiene de manera inmediata mediante inducción. Distinguimos para ello dos opciones:

n = 0

f̂ ′(0) =
1

2π

∫ π

−π
f ′(t)dt =

1

2π
[f(t)]π−π =

1

2π
[f(π)− f(−π)] = 0

= (i0)f̂(0)

n 6= 0

f̂ ′(n) =
1

2π

∫ π

−π
f ′(t)e−intdt =

1

2π

[
f(t)e−int

]π
−π +

1

2π
in

∫ π

−π
f(t)e−intdt

= in
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt = (in)f̂(n)

En ambos casos se llega al resultado esperado.

A continuación deducimos un criterio de convergencia uniforme para SNf(x), al menos
cuando f es suficientemente suave.

Corolario 2.1.10. Sea f : T→ K una función 2π-periódica. Entonces:

a) Si f es continua y
∞∑

n=−∞
|f̂(n)| <∞ entonces SN (f)

N→∞−−−−→ f en ‖ · ‖∞

b) Si f ∈ C1
per(T) entonces SN (f)

N→∞−−−−→ f en ‖ · ‖∞

Demostración. a) En primer lugar, como por hipótesis
∑∞

n=−∞ |f̂(n)| <∞, en virtud del
criterio de Weirestrass sobre convergencia de Series podemos afirmar que

∞∑
n=−∞

f̂(n)einx = g(x)

converge uniformemente para todo x ∈ [−π, π] a una cierta función g continua y 2π-
periódica. Observemos entonces que, como para todo n,

ĝ(n) =
1

2π

∫ π

−π
g(x)e−inxdx = (conv.unif) =

∑
m

1

2π
f̂(n)

∫ π

−π
eimxe−inxdx = f̂(n)

en virtud del corolario 2.1.7 podemos concluir que f(x) = g(x) en casi todo punto. Es
más, por ser f y g continuas, f(x) = g(x) para todo x ∈ T, de donde deducimos que

SN (f)
N→∞−−−−→ f en ‖ · ‖∞

tal y como queŕıamos demostrar.
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b) Para demostrar el segundo apartado nos serviremos de la siguiente cadena de desigual-
dades. En virtud de la Identidad de Parseval, que veremos en 2.2.3, sabemos que

∑
n6=0

|f̂(n)| =
∑
n6=0

|nf̂(n)| 1

|n|
≤

∑
n 6=0

|nf̂(n)|2
1/2∑

n6=0

1

|n|2

1/2

≤ L

∑
n6=0

|f̂ ′(n)|2
1/2

= L

(∫ π

−π
|f ′|2dt

)1/2

<∞

lo que demuestra que
∞∑

n=−∞
|f̂(n)| <∞

y en virtud del apartado anterior que

SN (f)
N→∞−−−−→ f en ‖ · ‖∞

tal y como queŕıamos demostrar.

2.2. Teoŕıa de Series de Fourier en L2

Nos serviremos de los resultados de Análisis Funcional sobre Espacios de Hilbert que desa-
rrollamos en el Apéndice A.
Pero antes de establecer ningún resultado, hemos de observar que L2([−π, π]) con el pro-
ducto escalar dado por

〈f, g〉 :=

∫ π

−π
f(t)g(t)dt

es un espacio de Hilbert. Establecemos a continuación un importante resultado, y sir-
viéndonos del teorema A.9 podremos entonces establecer importantes resultados de con-
vergencia para las series de Fourier.

Teorema 2.2.1.
{

1√
2π
eint : n ∈ Z

}
es una base ortonormal de L2([−π, π]).

Demostración. En primer lugar vamos a demostrar que
{

1√
2π
eint : n ∈ Z

}
es un conjunto

ortonormal en L2([−π, π]). Por un lado veamos que

‖ 1√
2π
eint‖22 =

1

2π

∫ π

−π
einte−intdt =

1

2π
2π = 1 ∀ n ∈ Z

y por otro lado que para todo n 6= m

〈 1√
2π
eint,

1√
2π
eimt〉 =

1

2π

∫ π

−π
einte−imtdt =

1

2π

∫ π

−π
ei(n−m)tdt

=
1

2π

[
ei(n−m)t

i(n−m)

]π
−π

=
ei(n−m)π − e−i(n−m)π

2πi(n−m)

=
sin((n−m)π)

π(n−m)
= 0
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luego efectivamente se tiene que
{

1√
2π
eint : n ∈ Z

}
es un conjunto ortonormal.

A continuación, observemos que

span

{
1√
2π
eint : n ∈ Z

}
=

 ∑
|k|≤N

ake
ikt : N = 0, 1, 2 . . . ; ak ∈ C; t ∈ [−π, π]

 =: T

Por consiguiente, como en virtud del corolario 2.1.5, sabemos que T es denso en (L2([−π, π]), ‖·
‖2), podemos afirmar que

span

{
1√
2π
eint : n ∈ Z

}
= L2([−π, π])

y por consiguiente, en virtud del teorema A.9, que
{

1√
2π
eint : n ∈ Z

}
es una base Hilber-

tiana de L2([−π, π]) tal y como queŕıamos demostrar.

Corolario 2.2.2 (Convergencia en L2). Sea f ∈ L2([−π, π]), se tiene que SN (f)
N→∞−−−−→

f en (L2([−π, π]), ‖ · ‖2).

Demostración. En primer lugar observemos que para todo N ∈ N

SN (f)(t) =
N∑

n=−N
f̂(n)eint =

N∑
n=−N

(
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt

)
eint

=
N∑

n=−N

(∫ π

−π
f(t)

1√
2π
e−intdt

)
1√
2π
eint

=

N∑
n=−N

〈f, 1√
2π
eint〉 1√

2π
eint

Por consiguiente, como en virtud del teorema anterior, 2.2.1, sabemos que
{

1√
2π
eint : n ∈ Z

}
es una base de Hilbert de L2([−π, π]), en virtud del teorema A.9 podemos concluir que

SN (f)
N→∞−−−−→ f en (L2([−π, π]), ‖ · ‖2)

tal y como queŕıamos demostrar.

Corolario 2.2.3 (Identidad de Parseval). Sea f ∈ L2([−π, π]), se verifica que

1

2π
‖f‖22 =

∑
n∈Z
|f̂(n)|2

Demostración. En primer lugar veamos que ∀ n ∈ Z

|〈f, 1√
2π
eint〉|2 = |

∫ π

−π
f(t)

1√
2π
e−intdt|2 = | 2π√

2π

1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt|2

= |
√

2πf̂(n)|2 = 2π|f̂(n)|2

Aplicando entonces el teorema A.9 obtenemos que

‖f‖22 =
∑
n∈Z
|〈f, 1√

2π
eint〉|2 =

∑
n∈Z

2π|f̂(n)|2 = 2π
∑
n∈Z
|f̂(n)|2
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o equivalentemente que
1

2π
‖f‖22 =

∑
n∈Z
|f̂(n)|2

tal y como queŕıamos demostrar.
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Caṕıtulo 3

Criterios de convergencia puntual

3.1. Núcleo de Dirichlet

Aunque a lo largo de los caṕıtulos anteriores ya hemos trabajado con este núcleo y hemos
mencionado algunas de sus propiedades, vamos a realizar en esta sección un estudio más
riguroso del mismo.

Definición 3.1.1. Se denomina N-ésimo núcleo de Dirichlet al polinomio trigo-
nométrico DN : [−π, π] −→ K dado por

DN (x) :=
N∑

n=−N
einx

para todo x ∈ [−π, π].

Proposición 3.1.2. Con respecto a los núcleos de Dirichlet se tiene que:

i) DN (x) =
sin((N + 1/2)x)

sin(x/2)
para todo N ∈ N y cualquier x ∈ [−π, π]

ii) DN (x) = DN (−x) para todo N ∈ N y cualquier x ∈ [−π, π]

iii)
1

2π

∫ π

−π
DN (t) dt = 1 para todo N ∈ N

iv) SN (f)(x) = f ∗DN (x) para todo N ∈ N y cualquier x ∈ [−π, π]

v) Para todo N ∈ N se tiene que DN (0) = 2N + 1

Demostración. i) Realizamos la prueba del primer apartado en el ejemplo 1.1.5.

ii) Aplicando directamente la definición para un N cualquiera y un x ∈ [−π, π] arbitrario
veamos que

DN (x) =

N∑
n=−N

einx = e−iNx + · · ·+ e−ix + 1 + eix + · · ·+ eiNx

= eiNx + · · ·+ eix + 1 + e−ix + · · ·+ e−iNx =
N∑

n=−N
e−inx = DN (−x)
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iii) Realizamos la demostración de este apartado dentro de la prueba del teorema 1.3.7,
concretamente en el segundo apartado del mismo.

iv) Realizamos la prueba de este apartado en el ejemplo 1.2.3

v) Sea N ∈ N arbitrario, veamos que

DN (0) =
N∑

n=−N
ein0 =

N∑
n=−N

1 = 2N + 1

Observación. Para todo x ∈ (−π/2, π/2) se tiene que

2

π
|x| ≤ | sin(x)| ≤ |x|

como se aprecia en la siguiente gráfica

Proposición 3.1.3. Para todo N ∈ N se verifica que∫ π

−π
|DN (x)|dx ≥ 4

π2

N∑
k=1

1

k

Demostración. Directamente establecemos la siguiente cadena de desigualdades sirviéndo-
nos de algunas de las propiedades que demostrábamos en la proposición anterior, (3.1.2),
y utilizando que en (0, π/2), | sin(x)| ≤ x tal y como véıamos anteriormente:

1

2π

∫ π

−π
|DN (x)|dx =

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣sin((N + 1/2)x)

sin(x/2)

∣∣∣∣ dx =
1

π

∫ π

0

∣∣∣∣sin((N + 1/2)x)

sin(x/2)

∣∣∣∣ dx
=

2

π

∫ π
2

0

∣∣∣∣sin((2N + 1)x)

sin(x)

∣∣∣∣ dx ≥ 2

π

∫ π
2

0

∣∣∣∣sin((2N + 1)x)

x

∣∣∣∣ dx
=

2

π

∫ 2N+1
2

0

∣∣∣∣sin(πu)

u

∣∣∣∣ du > 2

π

∫ N

0

∣∣∣∣sin(πu)

u

∣∣∣∣ du ≥ 2

π

N−1∑
k=0

∫ k+1

k

∣∣∣∣sin(πu)

u

∣∣∣∣ du = (∗)
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Aprovechando entonces que | sin(π(u+ k))| = | sin(πu)| se tiene que

(∗) =
2

π

N−1∑
k=0

∫ 1

0

sin(πu)

u+ k
du ≥ 2

π

N−1∑
k=0

∫ 1

0

sin(πu)

1 + k
du =

2

π

(
N∑
k=1

1

k

)∫ 1

0
sin(πu)du

=
2

π

2

π

(
N∑
k=1

1

k

)
=

4

π2

(
N∑
k=1

1

k

)

Corolario 3.1.4. Para todo N ∈ N se verifica que∫ π

−π
|DN (x)|dx ≥ 4

π2
log(N)

Demostración. En primer lugar observemos que

log(N) =

∫ N

1

1

x
dx =

N∑
k=1

∫ k+1

k

dx

x
≤

N∑
k=1

1

k

Aplicando entonces la proposición anterior podemos afirmar que para todo N ∈ N∫ π

−π
|DN (x)|dx ≥ 4

π2
log(N)

tal y como queŕıamos demostrar.

Corolario 3.1.5. El núcleo de Dirichlet no es un núcleo de sumabilidad.

Demostración. Es consecuencia inmediata de cualquiera de los dos resultados anteriores
y de la definición de núcleo de sumabilidad. La veracidad de cualquiera de estos dos
resultados implica que no se verifique la segunda de las condiciones de la definición de
núcleo de sumabilidad.

Lema 3.1.6. Sea SI : R −→ R la función dada por

SI(x) :=

∫ x

0

sin(t)

t
dt

Se tiene que:

i) SI ∈ C∞(R)

ii) ĺım
x→∞

SI(x) =
π

2
y ĺım

x→−∞
SI(x) = −π

2

Demostración. En primer lugar observemos que, por el Teorema Fundamental del Cálculo
es inmediato que SI ∈ C∞(R). Por consiguiente, nos vamos a centrar en la demostración
del segundo apartado. Observemos que

SI(−x) =

∫ −x
0

sin(t)

t
dt = −

∫ x

0

sin(−u)

−u
du = −

∫ x

0

sin(u)

u
du = −SI(x)

Por consiguiente, lo único que tendremos que demostrar es que∫ ∞
0

sin(t)

t
dt =

π

2

Con tal objetivo, nos serviremos del teorema de Cauchy, D.2. Consideramos la función
f : C→ C dada por f(z) = eiz

z y consideramos la siguiente región
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Veamos entonces que∫
γ1

eiz

z
dz =

∫ R

r

eit

t
dt =

∫ R

r

cos(t)

t
dt+ i

∫ R

r

sin(t)

t
dt

∫
γ3

eiz

z
dz =

∫ −r
−R

eit

t
dt = −

∫ R

r

cos(t)

t
dt+ i

∫ R

r

sin(t)

t
dt

luego como por el citado teorema de Cauchy sabemos que∫
γ
f(z)dz = 0

siendo γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4 podemos afirmar que

2i

∫ R

r

sin(t)

t
dt = −

∫
γ4

eiz

z
dz −

∫
γ2

eiz

z
dz

A continuación, veamos que cambiando la orientación de γ4 se tiene que

−
∫
γ4

eiz

z
dz =

∫ π

0

eire
it

reit
rieitdt = i

∫ π

0
eir(cos(t)+i sin(t))dt = i

∫ π

0
eir cos(t)e−r sin(t)dt

Observemos ahora, que si denotamos con fn(t) = eirn cos(t)e−rn sin(t), donde rn converge a 0
cuando n tiende a infinito, en virtud del teorema de convergencia dominada, D.1, podemos
concluir que

ĺım
rn→0

∫ π

0
fn(t)dt =

∫ π

0
ĺım
rn→0

fn(t)dt =

∫ π

0
dt = π

ya que para todo 0 ≤ t ≤ π

|fn(t)| ≤ 1 ∀ n y ĺım
rn→0

fn(t) = 1

Por consiguiente, podemos afirmar que

ĺım
r→0

∫
γ4

eiz

z
dz = iπ

Razonando de manera totalmente análoga a como lo hab́ıamos para γ4 llegamos a que∫
γ2

eiz

z
dz = i

∫ π

0
eiR cos(t)e−R sin(t)dt

Tomamos en este caso gn(t) = eiRn cos(t)e−Rn sin(t), donde Rn converge a∞ cuando n tiende
a ∞, y observemos que
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|gn(t)| ≤ 1 ∀ n y ∃ ĺım
n→∞

gn(t) = 0 si t ∈ (0, π)

Podemos afirmar entonces que

ĺım
r→0

∫
γ2

eiz

z
dz = 0

Por consiguiente, llegamos a que

2i

∫ ∞
0

sin(t)

t
dt = iπ

de donde inmediatamente se deduce que

ĺım
n→∞

SI(x) =
π

2

tal y como queŕıamos probar. Aplicando entonces el razonamiento que haćıamos al prin-
cipio de la demostración podemos afirmar también que

ĺım
n→∞

SI(x) = −π
2

lo que concluye la demostración.

A continuación, damos una definición que nos será útil más adelante. Aunque no es la
definición más general posible de este concepto, es la que nos interesa para el desarrollo
de este trabajo y será ésta la que vamos a utilizar.

Definición 3.1.7. Sea f : T −→ C. Decimos que f(t) = O(tα) cuando t → 0 si se
verifican:

i) f ∈ C∞(−π, π)

ii) Existe una constante C > 0 tal que |f(t)| ≤ C|t|α ∀ t ∈ T

Proposición 3.1.8. Existe una constante C > 0 tal que para todo N ∈ N y todo intervalo
[a, b] ⊂ [−π, π] se verifica que ∣∣∣∣∫ b

a
DN (x)dx

∣∣∣∣ ≤ C
Demostración. En primer lugar, por lo probado en el primer apartado de la proposición
3.1.2 sabemos que para todo N ∈ N y todo x ∈ [−π, π]

DN (x) =
sin((N + 1/2)x)

sin(x/2)

Por consiguiente∫ b

a
DN (x)dx =

∫ b

a

sin((N + 1/2)x)

sin(x/2)
dx

=

∫ b

a

sin((N + 1/2)x)

x/2
dx+

∫ b

a
sin((N + 1/2)x)

(
1

sin(x/2)
− 1

x/2

)
dx

Veamos entonces por un lado que∣∣∣∣∫ b

a

sin((N + 1/2)x)

x/2
dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣2
∫ (N+ 1

2
)b

(N+ 1
2

)a

sin(u)

u
du

∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣SI[(N +
1

2
)b]− SI[(N +

1

2
)a]

∣∣∣∣
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donde

SI(x) =

∫ x

0

sin(t)

t
dt

Pero por lo probado en el lema anterior (lema 3.1.6) sabemos que SI es continuo y converge
a ±π

2 cuando x −→ ±∞ luego∣∣∣∣∫ b

a

sin((N + 1/2)x)

x/2
dx

∣∣∣∣ ≤ K1

para una cierta constante K1. Veamos ahora por otro lado que∣∣∣∣∫ b

a
sin((N + 1/2)x)

(
1

sin(x/2)
− 1

x/2

)
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣∣∣ 1

sin(x/2)
− 1

x/2

∣∣∣∣ dx
=

∫ b/2

a/2

∣∣∣∣ 1

sin(u)
− 1

u

∣∣∣∣ du =

∫ b/2

a/2

∣∣∣∣u− sin(u)

u sin(u)

∣∣∣∣ du = (∗)

Realizando entonces el desarrollo de Taylor de la función seno tenemos que

(∗) =

∫ b/2

a/2

∣∣∣∣∣u− (u− u3

3! +O(u5))

u sin(u)

∣∣∣∣∣ du
=

∫ b/2

a/2

∣∣∣∣∣u( 1
3! +O(u2))

sin(u)
u

∣∣∣∣∣ du ≤
∫ b/2

a/2
K2du = K3

ya que, por estar u
sin(u) acotado cuando −π/2 < a/2 ≤ u ≤ b/2 < π/2, tenemos que∣∣∣∣∣u( 1

3! +O(u2))
sin(u)
u

∣∣∣∣∣ ≤ K2

para una cierta constante K2. Juntando entonces ambas acotaciones concluimos que∣∣∣∣∫ b

a
DN (x)dx

∣∣∣∣ ≤ K1 +K3 =: C

tal y como queŕıamos probar.

3.2. Criterio de Dini

Directamente establecemos el siguiente criterio. Para ello, nos serviremos de algunos
resultados anteriores. Cabe destacar el Lema de Riemann-Lebesgue (2.1.8) que fue
demostrado como un corolario anteriormente.

Teorema 3.2.1 (Criterio de Dini, I). Sea f ∈ L1([−π, π]) y sea x0 ∈ [−π, π]. Si existe
δ > 0 tal que ∫

|t|<δ

∣∣∣∣f(x0 − t)− f(x0)

t

∣∣∣∣ dt <∞
entonces ĺım

N→∞
SN (f)(x0) = f(x0).
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Demostración. En primer lugar, consideramos {DN}∞N=1 el núcleo de Dirichlet y aprove-
chando que en la proposición 3.1.2 demostrábamos que

1

2π

∫ π

−π
Dn(t)dt = 1 y SN (f)(x) =

1

2π
f ∗DN (x) ∀ x ∈ [−π, π] ∀ N ∈ N

podemos establecer la siguiente cadena de igualdades razonando de manera análoga a
como lo hab́ıamos en el teorema 1.3.4

SN (f)(x0)− f(x0) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)DN (x0 − t)dt− f(x0)

=
1

2π

∫ π

−π
f(t)DN (x0 − t)dt−

(
1

2π

∫ π

−π
DN (t)dt

)
f(x0)

=
1

2π

∫ π

−π
[f(x0 − t)− f(x0)]DN (t)dt

=
1

2π

∫ δ

−δ
[f(x0 − t)− f(x0)]DN (t)dt+

∫
δ≤|t|≤π

[f(x0 − t)− f(x0)]DN (t)dt

=: AN (f)(x0) +BN (f)(x0)

Por consiguiente, nuestro objetivo será demostrar que

ĺım
N→∞

AN (f)(x0) = ĺım
N→∞

BN (f)(x0) = 0

Comenzaremos entonces estudiando que ocurre con BN (f)(x0). Para ello, observemos que

BN (f)(x0) =
1

2π

∫
δ≤|t|≤π

[f(x0 − t)− f(x0)]DN (t)dt

=
1

2π

∫
δ≤|t|≤π

[f(x0 − t)− f(x0)]
sin((N + 1/2)t)

sin(t/2)
dt

=
1

2π

∫
δ≤|t|≤π

[f(x0 − t)− f(x0)]
ei(N+1/2)t − e−i(N+1/2)t

2i sin(t/2)

=
1

2π

∫ π

−π
B+(t)eiNtdt− 1

2π

∫ π

−π
B−(t)e−iNtdt = B̂+(−N) + B̂−(N)

donde

B+(t) := [f(x0 − t)− f(x0)]
eit/2

2i sin(t/2)
χ{y:δ≤|y|≤π}(t)

B−(t) := [f(x0 − t)− f(x0)]
e−it/2

2i sin(t/2)
χ{y:δ≤|y|≤π}(t)

Observemos entonces que B+, B− son medibles y además∫ π

−π
|B±(t)|dt =

∫
δ≤|t|≤π

∣∣∣∣f(x0 − t)− f(x0)

2 sin(t/2)

∣∣∣∣ dt ≤ ∫
δ≤|t|≤π

∣∣∣∣f(x0 − t)− f(x0)

2 sin(δ/2)

∣∣∣∣ dt
=

1

2 sin(δ/2)

∫
δ≤|t|≤π

|f(x0 − t)− f(x0)|dt < +∞
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ya que f ∈ L1([−π, π]) por hipótesis. Deducimos entonces que B+, B− ∈ L1([−π, π]) y por
consiguiente en virtud del Lema de Riemann-Lebesgue que

ĺım
N→∞

B̂+(−N) = ĺım
N→∞

B̂−(N) = 0

y por consiguiente que

BN (f)(x0)
N→∞−−−−→ 0 (1)

Pasamos ahora a estudiar AN (f)(x0). De manera análoga a como proced́ıamos anterior-
mente observemos que

AN (f)(x0) =
1

2π

∫ π

−π
A+(t)eiNtdt− 1

2π

∫ π

−π
A−(t)e−iNtdt

= Â+(−N) + Â−(N)

donde

A+(t) := [f(x0 − t)− f(x0)]
eit/2

2i sin(t/2)
χ{y:0≤|y|≤δ}(t)

A−(t) := [f(x0 − t)− f(x0)]
e−it/2

2i sin(t/2)
χ{y:0≤|y|≤δ}(t)

Claramente A+, A− son medibles, es más veamos que son integrables. Para ello nos servi-

remos de la siguiente desigualdad que se cumple para todo t ∈ [−π, π], sin(t/2) ≥ 2

π

t

2
=
t

π∫ π

−π
|A±(t)|dt =

∫ δ

−δ

∣∣∣∣f(x0 − t)− f(x0)

2 sin(t/2)

∣∣∣∣ dt ≤ ∫ δ

−δ

∣∣∣∣f(x0 − t)− f(x0)

2(t/π)

∣∣∣∣ dt
=

π

2

∫ δ

−δ

∣∣∣∣f(x0 − t)− f(x0)

t

∣∣∣∣ dt < +∞

pues por hipótesis f ∈ L1([−π, π]) y
∫
|t|<δ

∣∣∣f(x0−t)−f(x0)
t

∣∣∣ dt < ∞. Podemos afirmar en-

tonces que A+, A− ∈ L1([−π, π]) y de nuevo en virtud de Lema de Riemann-Lebesgue
concluimos que

ĺım
N→∞

Â+(−N) = ĺım
N→∞

Â−(N) = 0

de donde se deduce en este caso que

AN (f)(x0)
N→∞−−−−→ 0 (2)

Podemos concluir entonces juntando (1) y (2) que

ĺım
N→∞

SN (f)(x0) = f(x0)

tal y como queŕıamos demostrar.

Definición 3.2.2. Sea 0 < α ≤ 1, una función f : [a, b] −→ K se dice que es Hölder-
continua de orden α en [a, b], f ∈ Cα[a, b], si existe una constante C > 0 tal que para
cualesquiera x, y ∈ (a, b)

|f(x)− f(y)| < C|x− y|α

Diremos que f es Hölder-continua de orden α en un punto x0, f ∈ Cα(x0), si existe
δ > 0 tal que si |x− x0| < δ entonces

|f(x)− f(x0)| < C|x− x0|α
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Nota. Un caso particular de las funciones Hölder-continuas son las funciones Lipschit-
zianas. Una función decimos que es Lipschitziana en [a, b] si es Hölder-continua de orden
1 en [a, b].

Ejemplo 3.2.3. La función dada por f(x) =
√
|x| es Hölder-continua de orden 1/2 en

x0 = 0 y sin embargo, no es derivable en dicho punto. Es más, cualquier función de la
forma g(x) = |x|α con 0 < α ≤ 1 es Hölder-continua de orden α en el origen y no son
derivables en el origen. Gráficamente, veamos cómo son algunas de estas funciones, por
ejemplo, para α = 1/2, 1/5, 2/3.

Corolario 3.2.4. Sea 0 < α ≤ 1 y sea f ∈ L1([−π, π]). Si f es Hölder-continua de orden
α en x0 ∈ (−π, π) entonces

ĺım
N→∞

SN (f)(x0) = f(x0)

Demostración. En primer lugar, por ser f Hölder-continua de orden α podemos afirmar
que existe una constante C > 0 tal que

|f(x0 − t)− f(x0)| < C|t|α ∀ t ∈ (−δ, δ)

Veamos entonces que∫
|t|<δ

∣∣∣∣f(x0 − t)− f(x0)

t

∣∣∣∣ dt ≤ C ∫
|t|<δ

|t|α

|t|
dt = 2C

∫ δ

0
tα−1dt =

2

α
δα < +∞

Podemos entonces aplicar el criterio de Dini I, teorema 3.2.1, y aśı concluir que

ĺım
N→∞

SN (f)(x0) = f(x0)

tal y como queŕıamos demostrar

Corolario 3.2.5. Sea f ∈ L1([−π, π]), si f es Lipschitziana en x0 ∈ (−π, π) entonces

ĺım
N→∞

SN (f)(x0) = f(x0)

Demostración. No es más que un caso particular del corolario anterior. Concretamente
con α = 1

Corolario 3.2.6. Sea f ∈ L1([−π, π]), si f es derivable en x0 ∈ (−π, π) entonces

ĺım
N→∞

SN (f)(x0) = f(x0)
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Demostración. Supongamos que f es derivable en x0 ∈ (−π, π) entonces es inmediato
observar que f es Lipschitziana en un entorno de dicho punto y por consiguiente en virtud
del corolario anterior tenemos que

ĺım
N→∞

SN (f)(x0) = f(x0)

tal y como queŕıamos ver.

Teorema 3.2.7 (Criterio de Dini, II). Sea f ∈ L1([−π, π]) y sea x0 ∈ (−π, π). Si
existen f ′(x+

0 ) y f ′(x−0 ) entonces se tiene que

ĺım
N→∞

SN (f)(x0) =
1

2
[f(x+

0 ) + f(x−0 )]

Demostración. En primer lugar, sirviéndonos de las propiedades del núcleo de Dirichlet
demostradas en la proposición 3.1.2 veamos que

1

2π

∫ 0

−π
DN (x)dx =

1

2π

∫ π

0
DN (x)dx =

1

2

y por consiguiente

1

2
f(x+

0 ) =
1

2π

∫ 0

−π
f(x+

0 )DN (t)dt y
1

2
f(x−0 ) =

1

2π

∫ π

0
f(x−0 )DN (t)dt

Veamos entonces que

SN (f)(x0)− 1

2
[f(x+

0 ) + f(x−0 )] =
1

2π

∫ 0

−π
[f(x0 − t)− f(x+

0 )]DN (t)dt

+
1

2π

∫ π

0
[f(x0 − t)− f(x−0 )]DN (t)dt

=
1

2π

∫ π

−π
g(t)[ei(N+1)t − e−iNt]dt

=
1

2π

∫ π

−π
g(t)ei(N+1)tdt− 1

2π

∫ π

−π
g(t)e−iNtdt

= ĝ(−(N + 1))− ĝ(N)

donde la función g viene dada por

g(t) =


f(x0 − t)− f(x+

0 )

eit − 1
− π < t < 0

f(x0 − t)− f(x−0 )

eit − 1
0 < t < π

Obviamente se observa que g ∈ L1([−π, π]), salvo quizás en t = 0, pero observemos que

ĺım
t→0−

g(t) =
−f ′(x+

0 )

i
y ĺım

t→0+
g(t) =

−f ′(x−0 )

i
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luego, como por hipótesis hemos supuesto la existencia de dichas derivadas laterales, pode-
mos afirmar que g ∈ L1([−π, π]), lo que en virtud de lema de Riemann-Lebesgue, implica
que

ĺım
N→∞

ĝ(−(N + 1)) = ĺım
N→∞

ĝ(N) = 0

y por tanto que

ĺım
N→∞

SN (f)(x0) =
1

2
[f(x+

0 ) + f(x−0 )]

como queŕıamos demostrar.

Corolario 3.2.8. Sea f ∈ L1([−π, π]). Si f es de clase C1 a trozos, para todo x ∈ [−π, π]
se verifica que

ĺım
N→∞

SN (f)(x) =
1

2
[f(x+) + f(x−)]

Demostración. Se trata de una consecuencia inmediata del teorema anterior.

3.3. Criterio de Dirichlet-Jordan

Teorema 3.3.1 (Criterio de Dirichlet-Jordan). Sea f ∈ L1[−π, π] una función cre-
ciente en un entorno de un punto x0 ∈ [−π, π]. Entonces se verifica que

ĺım
n→∞

SN (f)(x0) =
f(x+

0 ) + f(x−0 )

2

Demostración. Sea δ > 0, supongamos que f es creciente en (x0 − δ, x0 + δ). Veamos
entonces que

SNf(x0)− f(x+
0 ) + f(x−0 )

2
=

1

2π

∫ π

−π
f(t)DN (x0 − t)dt−

f(x+
0 ) + f(x−0 )

2

=
1

2π

∫ π

−π
f(x0 − t)DN (t)dt− f(x+

0 ) + f(x−0 )

2

=
1

2π

∫ π

−π
f(x0 + t)DN (t)dt− f(x+

0 ) + f(x−0 )

2

=
1

2π

∫ π

0
[f(x0 + t)− f(x+

0 )]DN (t)dt+
1

2π

∫ 0

−π
[f(x0 + t)− f(x−0 )]DN (t)dt

= I + II

Por un lado veremos qué ocurre con I y por otro lado qué ocurre con II. Observemos que

|I| ≤
∣∣∣∣∫ δ

0
[f(x0 + t)− f(x+

0 )]DN (t)dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ π

δ
[f(x0 + t)− f(x+

0 )]DN (t)dt

∣∣∣∣
= |A|+ |B|

En primer lugar, de manera inmediata, razonando como en la demostración del criterio
de Dini, en virtud del lema de Riemann-Lebesgue (lema 2.1.8), podemos afirmar que si
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N −→∞ entonces |B| −→ 0.
Por otro lado, si aplicamos el lema B.3, podemos escoger η ∈ (0, δ) tal que∣∣∣∣∫ δ

0
[f(x0 + t)− f(x+

0 )]DN (t)dt

∣∣∣∣ =
∣∣f(x0 + δ)− f(x+

0 )
∣∣ ∣∣∣∣∫ δ

η
DN (t)dt

∣∣∣∣
y en virtud de la proposición 3.1.8 podemos afirmar entonces que∣∣f(x0 + δ)− f(x+

0 )
∣∣ ∣∣∣∣∫ δ

η
DN (t)dt

∣∣∣∣ ≤ C|f(x0 + δ)− f(x+
0 )|

De esta manera, nos basta con escoger δ de manera que

|f(x0 + δ)− f(x+
0 )| < ε

2C

y tendremos que cuando N −→∞, |A| −→ 0 y por consiguiente |I| −→ 0. El razonamiento
con II es totalmente análogo por lo que no lo vamos a desarrollar.

Aunque existen otras definiciones de función de variación acotada daremos aqúı la que nos
interesa para poder enunciar un corolario consecuencia del Criterio de Dirichlet-Jordan.

Definición 3.3.2. Diremos que una función f : [a, b] −→ R es de variación acotada si la
podemos escribir como diferencia de dos funciones es crecientes. Es decir, si f = g−h con
g y h funciones crecientes en [a, b]. En caso de que f sea de variación acotada escribiremos
f ∈ BV [a, b].

Corolario 3.3.3. Sea f ∈ L1[−π, π]. Si f ∈ BV [−π, π] entonces para todo x0 ∈ [−π, π]
se verifica que

ĺım
n→∞

SN (f)(x0) =
f(x+

0 ) + f(x−0 )

2

Es más, si f ∈ BV [−π, π] y es continua y periódica en T entonces

ĺım
n→∞

SN (f)(x) = f(x) ∀ x ∈ T

Demostración. Es consecuencia inmediata del criterio de Dirichlet-Jordan, 3.3.1, y de la
definición dada de función de variación acotada.

Ejemplo 3.3.4. Veamos en este ejemplo que habrá funciones a las que no podremos
aplicarles el criterio de Dini y sin embargo śı podremos aplicarles el criterio de Dirichlet-
Jordan y de igual forma, existirán funciones a las que no podremos aplicarle el criterio de
Dirichlet-Jordan y śı el de Dini.

Demostración.

i) Consideramos la función

f(x) =
1

log π
|x|

y observemos que en x0 = 0 no le podemos aplicar el criterio de Dini pues∫ δ

0

dt

t log(π/t)
=

∫ δ

0

dt

t(log(π)− log(t))
= −

∫ log π/δ

−∞

du

u

=
[
− log |u|

]log π/δ

−∞ = − log | log π/δ|+ log | −∞| = +∞

Sin embargo, f ∈ BV [−π, π] (pues f decrece en (−π, 0) y crece en (0, π)) por lo que
el criterio de Dirichlet-Jordan nos asegura que en x0 = 0 la serie de Fourier asociada
converge a la función f .
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ii) Consideramos ahora la función

g(t) =


x sin( 1

x) |x| ≤ π

0 x0 = 0

y observemos que g es una función Lipschitziana en x0 = 0 ya que

|f(x)− f(0)| ≤
∣∣∣∣x sin

1

x

∣∣∣∣ ≤ |x|
Por consiguiente, podemos aplicar el criterio de Dini. Sin embargo, no se puede
aplicar el criterio de Dirichlet-Jordan pues g /∈ BV [−π, π]. Para demostrarlo, basta
con encontrar una partición −π = x0 < · · · < xn = π tal que

n∑
k=1

|g(xk)− g(xk−1)| n→∞−−−→∞

Consideramos entonces xk =
1

(2k + 1)

2

π
y veamos que g(xk) =

2/π

2k + 1
(−1)k luego

n∑
k=1

|g(xk)− g(xk−1)| =
n∑
k=1

4

π

1

2k + 1
≈ log n

n→∞−−−→∞

Podemos afirmar entonces que efectivamente g no es de variación acotada.

Nota. En este ejemplo hemos utilizado la siguiente propiedad

g ∈ BV (T)⇔ ∃M > 0 :

n∑
k=1

|g(xk)− g(xk−1)| ≤M

para cada partición −π < x0 < · · · < xn < π. Para más información consultar [6].
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Caṕıtulo 4

Teorema de Marcel Riesz

4.1. Introducción y resultados previos

Nuestro objetivo en este caṕıtulo será demostrar que, si 1 < p <∞, para cualquier función
f ∈ Lp(T), cuando N −→∞, se verifica que

SNf
‖·‖p−−→ f

Con tal objetivo, tendremos que desarrollar una serie de resultados previos que nos lle-
varán a alcanzar la demostración de este teorema. En primer lugar, definimos las siguientes
funciones que se verán involucradas en la prueba del teorema

SNf(x) =
N∑

k=−N
f̂(k)eikx

Pf(x) =
∞∑
k=0

f̂(k)eikx

f̃(x) =
1

i

∞∑
k=1

f̂(k)eikx − 1

i

−1∑
k=−∞

f̂(k)eikx =
∞∑

k=−∞

sign(k)

i
f̂(k)eikx

Enunciamos y demostramos entonces los siguientes lemas pero antes recordemos que T
denota al conjunto de los polinomio trigonométricos. Además, en el corolario 2.1.5, de-
mostramos que los polinomios trigonométricos son densos en Lp lo que nos será de gran
utilidad en este caṕıtulo.

Lema 4.1.1. Sea f ∈ T un polinomio trigonométrico. Se verifica que:

i) Para todo N SNf = e−iNx P(eiNxf)− ei(N+1)x P(e−i(N+1)xf).

ii) Para N suficientemente grande Pf = e−iNx S2N (eiNxf)− e−iNx SN−1(eiNxf).

Demostración. i) En primer lugar, sin pérdida de generalidad, escribimos

f(x) =
L∑

k=−L
f̂(k)eikx

para L > N y observemos que para

eiNxf(x) =

L∑
k=−L

f̂(k)ei(k+N)x =

L+N∑
l=−L+N

f̂(l −N)eilx
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por lo que

P(eiNxf(x)) =

L+N∑
l=0

f̂(l −N)eilx

y

e−iNx P(eiNxf(x)) =
L+N∑
l=0

f̂(l −N)ei(l−N)x =
L∑

k=−N
f̂(k)eikx

De manera totalmente análoga llegamos a que

ei(N+1)x P(e−i(N+1)xf(x)) =
L∑

k=N+1

eikx

por lo que efectivamente

e−iNx P(eiNxf)−ei(N+1)x P(e−i(N+1)xf) =
L∑

k=−N
f̂(k)eikx−

L∑
k=N+1

f̂(k)eikx =
N∑

k=−N
f̂(k)eikx = SNf

tal y como queŕıamos demostrar.

ii) En primer lugar observemos que para cualquier N

êiNxf(k) =
1

2π

∫ π

−π
eiNtf(t)e−iktdt =

1

2π

∫ π

−π
f(t)e−i(k−N)tdt = f̂(k −N)

Por consiguiente

e−iNx S2N (eiNxf) =

2N∑
k=−2N

f̂(k −N)ei(k−N)x =

N∑
l=−3N

f̂(l)eilx

y

e−iNx SN−1(eiNxf) =
N−1∑

k=−N+1

f̂(k −N)ei(k−N)x =

−1∑
l=−2N+1

f̂(l)eilx

Eligiendo entonces N suficientemente grande para que f̂(r) = 0 para todo r con |r| >
2(N + 1), lo cual es posible ya que f ∈ T , tendremos que

e−iNx S2N (eiNxf)− e−iNx SN−1(eiNxf) =
N∑
l=0

f̂(l)eilx = Pf

tal y como queŕıamos demostrar.

Lema 4.1.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) ‖SNf‖p ≤ Cp‖f‖p ∀ f ∈ T , ∀ N = 1, 2, . . .

ii) ‖Pf‖p ≤ C ′p‖f‖p ∀ f ∈ T

iii) ‖f̃‖p ≤ C ′′p‖f‖p ∀ f ∈ T
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Demostración. Tendremos que demostrar por un lado que ii) ⇔ iii) y por otro lado que
i)⇔ ii). Observemos en primer lugar que f+if̃ = 2Pf−f̂(0) y utilizando esto probaremos
ii)⇔ iii).

”iii) ⇒ ii)”Supongamos en primer lugar que ‖f̃‖p ≤ C ′′p‖f‖p ∀ f ∈ T . Observemos
entonces despejando en la igualdad anterior que

Pf =
f + if̃

2
+
f̂(0)

2

de donde se obtiene la siguiente cadena de desigualdades

‖Pf‖p ≤
‖f‖p

2
+
|f̂(0)|

2
+
‖f̃‖p

2
= (∗)

Aprovechando entonces que por la desigualdad de Hölder

|f̂(0)| = | 1

2π

∫ π

−π
f(t)dt| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f(t)|dt ≤

(
1

2π

∫ π

−π
|f(t)|pdt

)1/p

se tiene que

(∗) ≤ 1

2
(‖f‖p + ‖f‖p + C ′′p‖f‖p)

=

(
1 +

C ′′p
2

)
‖f‖p = C ′p‖f‖p

”ii)⇒ iii)” De manera análoga, supongamos que ‖Pf‖p ≤ C ′p‖f‖p ∀ f ∈ T y veamos que

f̃ =
1

i
(2Pf − f − f̂(0))

de donde se deduce que

‖f̃‖p ≤ 2‖Pf‖p + ‖f‖p + |f̂(0)|

≤ 2‖Pf‖p + 2‖f‖p

≤ 2Cp‖f‖p + 2‖f‖p

= 2(1 + C ′p)‖f‖p = C ′′p‖f‖p

ii) ⇒ i) Suponemos ahora que ‖Pf‖p ≤ C ′p‖f‖p ∀ f ∈ T . Aprovechando entonces lo
probado en el primer apartado del lema anterior

SNf = e−iNx P(eiNxf)− ei(N+1)x P(e−i(N+1)xf)

de manera inmediata se obtiene que

‖SNf‖p ≤ 2C ′p‖f‖p = Cp‖f‖p
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tal y como queŕıamos ver.

i) ⇒ ii) Finalmente, supongamos que ‖SNf‖p ≤ Cp‖f‖p ∀ f ∈ T , ∀ N = 1, 2, . . . y
utilizando en este caso el segundo apartado del mismo lema, lema 4.1.1

Pf =

N∑
k=0

f̂(k)eikx = e−iNx S2N (eiNxf)− e−iNx SN−1(eiNxf)

veamos que
‖Pf‖p ≤ 2Cp‖f‖p = C ′p‖f‖p

Queda aśı demostrado que las tres afirmaciones son equivalentes.

Corolario 4.1.3. Supongamos que ‖SNf‖p ≤ Cp‖f‖p ∀ f ∈ T y ∀ N = 1, 2, . . . Entonces

‖SNf‖p ≤ Cp‖f‖p ∀ f ∈ Lp(T)

Demostración. En primer lugar, utilizando la densidad de T en Lp(T) y la definición de
norma del operador SN , observemos que

‖SN‖p = sup{‖SNf‖p : f ∈ Lp(T), ‖f‖p = 1}

= sup{‖SNf‖p : f ∈ T , ‖f‖p = 1} ≤ Cp

Por consiguiente, de manera inmediata se obtiene que para cualquier función f ∈ Lp(T)
se verifica que

‖SNf‖p ≤ Cp‖f‖p
tal y como queŕıamos demostrar.

4.2. Convergencia en Lp

Proposición 4.2.1. Supongamos que se verifican las siguientes afirmaciones:

i) SNf
Lp−→ f ∀ f ∈ T

ii) ‖SNf‖p ≤ Cp‖f‖p ∀ f ∈ Lp(T)

Entonces se tiene que SNf
Lp−→ f ∀ f ∈ Lp(T).

Demostración. Dados f ∈ Lp(T) y ε > 0 sabemos que existe g ∈ T tal que ‖f−g‖p < ε. Es
más, por i), sabemos que existe N0 := N0(ε, g) tal que si N ≥ N0 entonces ‖g−SNg‖p < ε.
Establecemos entonces la siguiente cadena de desigualdades

‖f − SNf‖p ≤ ‖f − g‖p + ‖g − SNg‖p + ‖SN (g − f)‖p

≤ ε+ ‖g − SNg‖p + εCp ≤ (Cp + 2)ε

con lo que se concluye la demostración.

Recopilando entonces toda la información que tenemos,observemos, que la demostración
del teorema de Marcel Riesz, ha quedado reducida a la demostración del siguiente enun-
ciado.
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Teorema 4.2.2. Si 1 < p <∞ entonces existe Cp > 0 tal que

‖f̃‖p ≤ Cp‖f‖p ∀ f ∈ T

Observación. Realizaremos primero la prueba para p par y a continuación, utilizando el
teorema de interpolación de Riesz-Thorin y la dualidad de los espacios Lp la extenderemos
al resto de casos.

Demostración. En primer lugar, sin pérdida de generalidad suponemos que f(t) ∈ R y
que f̂(0) = 0. Consideramos entonces

F (t) := f(t) + if̃(t) = 2
∞∑
k=1

f̂(k)eikt

Como podemos observar, F (t) solamente tiene frecuencias positivas y lo mismo ocu-

rrirá con F (t)2m para cualquier m, de donde deducimos que F̂ 2m(0) = 0 ∀ m = 1, 2, . . ..
Por consiguiente

0 =

∫ π

−π
(f(t) + if̃(t))2mdt =

2m∑
j=0

(
2m

j

)∫ π

−π
f(t)j [if̃(t)]2m−jdt

y su parte real será también nula, es decir, podemos quedarnos solamente con los ı́ndices
j que sean pares y tendremos que

0 =
m∑
j=0

(
2m

2j

)
(−1)m−j

∫ π

−π
f(t)2j f̃(t)2(m−j)dt

Despejando entonces el caso en el que j = 0 obtenemos que

‖f̃‖2m2m ≤
m∑
j=1

(
2m

2j

)∫ π

−π
f(t)2j f̃(t)2(m−j)dt = (∗)

y aplicando la desigualdad de Hölder con p = m
j , q = m

m−j

(∗) ≤
m∑
j=1

(
2m

2j

)
‖f‖2j2m ‖f̃‖

2(m−j)
2m

A continuación, llamamos R :=
‖f̃‖2m
‖f‖2m

y multiplicando en ambos lados de la desigualdad

anterior por
1

‖f‖2m2m
obtenemos que

R2m ≤
m∑
j=1

(
2m

2j

)
R2(m−j)

Denotamos entonces P2m(x) = x2m −
m∑
j=1

(
2m

2j

)
x2(m−j), que es un polinomio que verifica

que P2m(0) = −1 y ĺımx→∞ P2m(x) = ∞ por lo que tendrá alguna ráız real. Llamamos
entonces C2m := máx{x : P2m(x) = 0} y tendremos que

R ≤ C2m
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de donde deducimos la siguiente desigualdad

‖f̃‖2m ≤ C2m‖f‖2m

que concluye la demostración para p ∈ 2Z. Aplicando entonces el teorema de interpolación
de Riesz-Thorin (apéndice C) inductivamente podemos afirmar que para todo 2 ≤ p <∞
se verifica que

‖f̃‖p ≤ Cp‖f‖p ∀ ∈ T

Finalmente, mediante un argumento de análisis funcional, por dualidad demostraremos
que para 1 < p < 2 también se verifica y podremos aśı concluir la demostración del teore-
ma.

Sea p ∈ (1, 2) directamente veamos que

‖f̃‖p = sup{|〈f̃ , g〉| : g ∈ (Lp)∗, ‖g‖(Lp)∗ = 1} = (1)

Aplicando entonces el teorema de Frigyes Riesz, es decir, que (Lp)∗ = Lp
′

con
1

p
+

1

p′
= 1,

y utilizando la densidad de T en los espacios Lp para cualquier p tenemos que

(1) = sup{|〈f̃ , g〉| : g ∈ Lp′ , ‖g‖Lp′ = 1} = sup{|〈f̃ , g〉| : g ∈ T , ‖g‖Lp′ = 1}

= sup{|〈f, g̃〉| : g ∈ T , ‖g‖Lp′ = 1} = (2)

ya que

〈f̃ , g〉 =
∑
n

̂̃
f(n)ĝ(n) =

∑
n

sign(n)

i
f̂(n)ĝ(n)

= −
∑
n

f̂(n)

(
sign(n)

i
ĝ(n)

)
= −

∑
n

f̂(n)̂̃g(n) = −〈g, g̃〉

A continuación, aplicando la desigualdad de Hölder, se obtiene que

(2) ≤ sup{‖f‖p ‖g̃‖p′ : g ∈ T , ‖g‖Lp′ = 1} = (3)

y finalmente, aprovechando que 2 < p′ <∞, por lo probado anteriormente, tenemos que

(3) ≤ Cp′ sup{‖f‖p ‖g‖p′ : g ∈ T , ‖g‖Lp′ = 1} = Cp′‖f‖p
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Caṕıtulo 5

Series de Fourier Divergentes

5.1. Contraejemplo de Du Bois Reymond

5.1.1. Contraejemplo de Du Bois Reymond. Versión I

Teorema 5.1.1. Existe una función f ∈ Cper(T) tal que no existe

ĺım
N
SNf(0)

Demostración. Supongamos mediante reducción al absurdo que para cualquier f ∈ Cper(T)

∃ ĺım
N→∞

SNf(0) (∗)

Definimos entonces el operador

SN0 : Cper(T) −→ C
f −→ SNf(0)

que obviamente es un operador lineal. Además, veamos que

|SN0f(0)| =

∣∣∣∣∣
N∑

n=−N
f̂(n)

∣∣∣∣∣ ≤ 2π(2N + 1)‖f‖∞

ya que

|f̂(n)| ≤
∫ π

−π
|f(t)|dt ≤

∫ π

−π
‖f‖∞dt = 2π‖f‖∞

Por consiguiente, podemos afirmar que SN0 es un operador lineal y continuo. Utilizando
entonces (∗) observamos que para cualquier f fijo se verifica que

sup
N
|SNf(0)| = Cf <∞

por lo que aplicando el teorema de Banach-Steinhauss, teorema A.11, a la familia de
operadores SN0, N = 1, 2, . . . , podemos afirmar que existe una constante C <∞ tal que,
para cualquier f ∈ Cper(T) y cualquier N ∈ N, se verifica que

|SNf(0)| ≤ C‖f‖∞

Aprovechando entonces que

SNf(0) =

∣∣∣∣∫ π

−π
f(t)DN (t)dt

∣∣∣∣
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lo que tenemos es que ∣∣∣∣∫ π

−π
f(t)DN (t)dt

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖∞
Tomamos entonces para cada N , fN (t) = sin((2N + 1)πt) ∈ Cper(T) y veamos que por la
definición dada del núcleo de Dirichlet se tiene que

SNfN (0) =

∫ π

−π

sin2((2N + 1)πt)

sin(πt)
dt

Razonando entonces como en la proposición 3.1.3 llegamos a que

SNfN (0) =
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣sin2((N + 1/2)x)

sin(x/2)

∣∣∣∣ dx =
1

π

∫ π

0

∣∣∣∣sin2((N + 1/2)x)

sin(x/2)

∣∣∣∣ dx
=

2

π

∫ π
2

0

∣∣∣∣sin2((2N + 1)x)

sin(x)

∣∣∣∣ dx ≥ 2

π

∫ π
2

0

∣∣∣∣sin2((2N + 1)x)

x

∣∣∣∣ dx
=

2

π

∫ 2N+1
2

0

∣∣∣∣sin2(πu)

u

∣∣∣∣ du > 2

π

∫ N

0

∣∣∣∣sin2(πu)

u

∣∣∣∣ du ≥ 2

π

N−1∑
k=0

∫ k+1

k

∣∣∣∣sin2(πu)

u

∣∣∣∣ du
=

2

π

N−1∑
k=0

∫ 1

0

sin2(πu)

u+ k
du ≥ 2

π

N−1∑
k=0

∫ 1

0

sin2(πu)

1 + k
du =

2

π

(
N∑
k=1

1

k

)∫ 1

0
sin2(πu)du

=
2

π

1

2

(
N∑
k=1

1

k

)
=

1

π

(
N∑
k=1

1

k

)

por lo que
ĺım
N→∞

SNfN (0) =∞

entrando en contradicción con que

|SNfN (0)| ≤ C‖fN‖∞ ≤ C

Queda aśı demostrada la existencia de una serie de Fourier continua y periódica que diverge
en un punto.

5.1.2. Contraejemplo de Du Bois Reymond. Versión II

A continuación, desarrollaremos en esta sección una demostración del contraejemplo de
Du Bois Reymond que realiza una construcción expĺıcita de una función f ∈ Cper(T) cuya
serie de Fourier diverge en un punto. Desarrollaremos antes de pasar a la demostración
propiamente una serie de lemas que nos serán necesarios.

Lema 5.1.2. Sea hN (s) = sign(DN (−s)) donde DN es el N-simo núcleo de Dirichlet.
Entonces

i) hN es constante en los intervalos de la forma

(
rπ

2N + 1
,
(r + 1)π

2N + 1

)
para todo |r| ≤ N .

ii) |hN (s)| ≤ 1 ∀ s ∈ T.

iii) SNhN (0) ≥ C log(N) para N suficientemente grande.
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Demostración. Tanto i) como ii) son totalmente inmediatas a partir de la fórmula obte-
nida en el ejemplo 1.1.5. Por consiguiente, demostraremos solamente iii). Directamente,
sirviéndonos de la simetŕıa del núcleo de Dirichlet y de la acotación dada por el corolario
3.1.4, veamos que

SNhN (0) =
1

2π

∫ π

−π
hN (x)DN (−x)dx =

1

2π

∫ π

−π
|DN (−x)|dx

=
1

2π

∫ π

−π
|DN (x)|dx ≥ C logN

Lema 5.1.3. Sean f, g ∈ L1(T) entonces

i) |ĝ(r)− ĥ(r)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|g(t)− h(t)|dt ∀ r.

ii) |SNg(x)− SNh(x)| ≤ 2N + 1

2π

∫ π

−π
|g(t)− h(t)|dt ∀ n ≥ 0.

Demostración. i) Directamente observemos que

|ĝ(r)− ĥ(r)| =

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
(g(t)− h(t))e−irtdt

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ π

−π
|(g(t)− h(t))e−irt|dt

=
1

2π

∫ π

−π
|g(t)− h(t)|dt

ii) Sirviéndonos del apartado anterior veamos que

|SNg(x)− SNh(x)| =

∣∣∣∣∣
N∑

r=−N
(ĝ(r)− ĥ(r))eirx

∣∣∣∣∣ ≤
N∑

r=−N
|(ĝ(r)− ĥ(r))eirx|

=
N∑

r=−N
|ĝ(r)− ĥ(r)| ≤

N∑
r=−N

1

2π

∫ π

−π
|g(t)− h(t)|dt

=
2N + 1

2π

∫ π

−π
|g(t)− h(t)|dt

Lema 5.1.4. Para cada n ≥ 2 existe una función continua gn : T −→ R tal que

i) |gn(s)| ≤ 1 ∀ s

ii) |Sngn(0)| ≥ C log n

Demostración. Solamente construimos una función gn continua tal que |gn(s)| ≤ 1 para
todo s y

1

2π

∫ π

−π
|gn(s)− hn(s)|ds ≤ 1

4(2n+ 1)

Gráficamente, una función de la forma
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Es más, en virtud del segundo apartado del lema anterior, sabemos que podemos escoger
gn de forma que

‖Sngn − Snhn‖∞ ≤
2n+ 1

2π
‖gn − hn‖1 ≤

1

4

de donde deducimos que

|Sngn(0)| ≥ |Snhn(0)| − |Sngn(0)− Snhn(0)| ≥ C log n− 1

4
≥ C ′ log n

lo que concluye la demostración.

Lema 5.1.5. Para cada n ≥ 2 existe un polinomio trigonométrico Gn : T −→ C tal que

i) |Gn(s)| ≤ 2 ∀ s ∈ T

ii) |SnGn(0)| ≥ C log n− 1

Demostración. En virtud del corolario 2.1.4 sabemos que el conjunto de los polinomios
trigonométricos, T , es denso en las funciones continuas por lo que podemos encontrar un
polinomio trigonométrico Gn de manera que

|Gn(s)− gn(s)| ≤ 1

2n+ 1
∀ s ∈ T

Veamos entonces que

|Gn(s)| ≤ |Gn(s)− gn(s)|+ |gn(s)| ≤ 2 ∀ s ∈ T

luego efectivamente se verifica i). Pasamos ahora a ver ii). Veamos que

1

2π

∫ π

−π
|Gn(s)− gn(s)|ds ≤ 1

2n+ 1

por lo que en virtud de los lemas anteriores

|SnGn(0)| ≥ |Sngn(0)| − |SnGn(0)− Sngn(0)| ≥ C log n− 1

tal y como queŕıamos ver.

Recopilando todo lo anterior y simplificando el resultado para que nos sea más útil tenemos
el siguiente lema

Lema 5.1.6. Dados M1,M2 > 0 existen un polinomio trigonométrico G : T −→ C y un
número N := N(M1,M2) con N > M1 y tal que
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i) |G(s)| ≤ 1 ∀ s ∈ T

ii) |SNG(0)| ≥M2

Demostración. Es inmediato a partir del resultado anterior.

Una vez enunciados todos estos lemas, vamos a desarrollar propiamente el enunciado y la
construcción del contraejemplo de Du Bois Reymond.

Teorema 5.1.7. Existe una función f ∈ Cper(T) tal que no existe

ĺım
N
SNf(0)

Demostración. En primer lugar, en virtud del lema anterior, lema 5.1.6, podemos encon-
trar una sucesión de polinomios trigonométricos H1, H2, . . . y una sucesión creciente de
enteros positivos n(1), n(2), . . . tales que

i) |Hk(s)| ≤ 1 ∀ s ∈ T

ii) |Sn(k)Hk(0)| ≥ 22k

Denotamos ahora con q(k) el grado de Hk. De esta forma,

Hk(t) =

q(k)∑
r=−q(k)

akre
irt

y obviamente q(k) > n(k) pues de lo contrario |Sn(k)Hk(0)| = |Hk(0)| ≤ 1 y esto entraŕıa
en contradicción con ii). Supondremos entonces sin pérdida de generalidad que n(k+1) >
q(k), tomamos p(k) =

∑k
j=1(2q(j) + 1) y definimos

fm(t) :=
m∑
k=1

2−keip(k)tHk(t)

Observemos entonces que (para m ≥ n+ 1)

|fm(t)− fn(t)| =

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

2−keip(k)tHk(t)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=n+1

|2−keip(k)tHk(t)|

=
m∑

k=n+1

|2−kHk(t)| ≤
m∑

k=n+1

2−k ≤ 2−n
n→∞−−−→ 0

Aplicando entonces el M-test de Weierstrass podemos afirmar que fm convergen unifor-
memente a una función f que vendrá dada por

f(t) :=

∞∑
k=1

2−keip(k)tHk(t)

y, por ser las fm continuas sabemos que f será también continua. Es más, tendremos que

e−irtfm(t) −→ e−irtf(t)

uniformemente por lo que
f̂m(r) −→ f̂(r)
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A continuación, observemos que

eipk(t)Hk(t) =

qk∑
r=−qk

akre
i(pk+r)t (1)

tiene frecuencias entre [pk − qk, pk + qk] y por la elección realizada de los pk éstas serán
disjuntas con las frecuencias de

eipk+1(t)Hk+1(t) =

qk+1∑
r=−qk+1

a(k+1)re
i(pk+1+r)t (2)

En efecto veamos que la frecuencia mayor de (1) que es

pk + qk ≤ pk + qk+1 =
k∑
j=1

(2qj + 1) + qk+1 = pk+1 − qk+1 − 1 < pk+1 − qk+1

que es la frecuencia menor de (2). Por consiguiente, para |u| ≤ qk se tiene que

f̂(p(k) + u) = 2−kĤk(u)

Mediante un argumento similar llegamos a que

f̂(r) = 0 ∀ r < 0

Veamos entonces que

|Sp(k)+n(k)f(0)− Sp(k)−n(k)f(0)| =

∣∣∣∣∣∣
n(k)∑

u=−n(k)

2−kĤk(u)

∣∣∣∣∣∣
= 2−k|Sn(k)Hk(0)| ≥ 2k

k→∞−−−→∞

luego
ĺım sup
k→∞

(máx(|Sp(k)+n(k)f(0)|, |Sp(k)−n(k)f(0)|)) =∞

de donde se deduce que ĺım sup
n→∞

Snf(0) =∞ y por tanto que

@ ĺım
n→∞

Snf(0)

tal y como queŕıamos demostrar.

5.2. Contraejemplo de Kolmogorov

El objetivo en esta sección será demostrar que existe una función f ∈ L1(T) cuya serie
de Fourier no es convergente. Demostraremos el siguiente enunciado.

Existe f ∈ L1(T) tal que ĺım sup
n→∞

|Snf(x)| =∞ para casi todo x ∈ T

Sin embargo, para abordar la demostración de este teorema tendremos que trabajar en
una serie de resultados previos. Dividiremos la prueba en tres secciones:

Sección 1: Teorema de Kronecker.

Sección 2: Resultados previos.

Sección 3: Contraejemplo.
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5.2.1. Teorema de Kronecker.

Lema 5.2.1. Supongamos que {π, θ1, . . . , θd} son linealmente independientes sobre Q. Es
decir, supongamos que si q0π + q1θ1 + · · · qdθd = 0 con q1, . . . , qd ∈ Q entonces q1 = · · · =
qd = 0. Entonces para cualquier f ∈ C(Td)

1

N

N∑
n=1

f(nθ1, . . . , nθd)
N→∞−−−−→ −

∫
Td
f(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd

Demostración. Para abordar esta demostración distinguiremos tres casos posibles:
En primer lugar consideramos que f viene dada por

f(x1, . . . , xd) = ei(k1x1+···kdxd) con k1, . . . , kd ∈ Z

y distinguimos dos opciones. En primer lugar consideramos (k1, . . . , kd) = (0, . . . , 0) y en
ese caso tendremos que

1

N

N∑
n=1

f(nθ1, . . . , nθd) =
1

N

N∑
n=1

1 = 1

y

−
∫
Td
f(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd = −

∫
Td

1 dx1 . . . dxd = 1

por lo que efectivamente el enunciado se verifica.

Supongamos entonces que (k1, . . . , kd) 6= (0, . . . , 0). Sin pérdida de generalidad supon-
gamos por ejemplo que kd 6= 0. Veamos entonces que

−
∫
Td
ei(k1x1+···kdxd)dx1 . . . dxd = −

∫
T
· · · −
∫
T
eik1x1 · · · eikdxddx1 . . . dxd

= −
∫
T
· · · −
∫
T
eik1x1 · · · eikd−1xd−1

(
−
∫
T
eikdxddxd

)
dx1 . . . dxd−1 = 0

ya que para cualquier k no nulo

−
∫
T
eikxdx =

1

2π

∫ π

−π
eikxdx =

1

2π

[
eikx

ik

]π
−π

=
1

2π
(eiπx − e−iπx) = 0

Por otro lado se tiene que

1

N

N∑
n=1

ei(nk1θ1+···nkdθd) =
1

N

N∑
n=1

(
ei(k1θ1+···kdθd)

)n
=

1

N

ei(N+1)(k1θ1+···kdθd) − ei(k1θ1+···kdθd)

ei(k1θ1+···kdθd) − 1

luego∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

ei(nk1θ1+···nkdθd) −−
∫
Td
ei(k1x1+···kdxd)dx1 . . . dxd

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

ei(nk1θ1+···nkdθd) − 0

∣∣∣∣∣
≤ 1

N

∣∣∣∣∣ei(N+1)(k1θ1+···kdθd) − ei(k1θ1+···kdθd)

ei(k1θ1+···kdθd) − 1

∣∣∣∣∣ ≤ 1

N

2∣∣ei(k1θ1+···kdθd) − 1
∣∣ N−→∞−−−−−→ 0
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tal y como queŕıamos demostrar. Pues por ser {π, θ1, . . . , θd} linealmente independientes
y (k1, . . . , kd) 6= (0, . . . , 0), k1θ1 + · · · + kdθd /∈ 2πZ y por tanto el denominador es una
constante no nula.

A continuación, si suponemos que f es un polinomio trigonométrico en d dimensiones
tenemos que la demostración se extiende de manera inmediata por la linealidad del ope-
rador SN .

Finalmente, supongamos que f ∈ Cper(Td). Por la densidad de los polinomios trigonométri-

cos en las funciones continuas y periódicas sabemos que existe g ∈ T d tal que ‖f−g‖∞ <
ε

3
Veamos entones que∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

f(nθ1, . . . , nθd)−−
∫
Td
f(x1, . . . , xd)dx1 · · · dxd

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

f(nθ1, . . . , nθd)−
1

N

N∑
n=1

g(nθ1, . . . , nθd) +
1

N

N∑
n=1

g(nθ1, . . . , nθd)

− −
∫
Td
g(x1, . . . , xd)dx1 · · · dxd +−

∫
Td
g(x1, . . . , xd)dx1 · · · dxd − −

∫
Td
f(x1, . . . , xd)dx1 · · · dxd

∣∣∣∣
≤ 1

N

N∑
n=1

|f − g|(nθ1, . . . , nθd) +

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

g(nθ1, . . . , nθd)−−
∫
Td
g(x1, . . . , xd)dx1 · · · dxd

∣∣∣∣∣+ ‖f − g‖1

≤ 2‖f − g‖∞ +

∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

g(nθ1, . . . , nθd)−−
∫
Td
g(x1, . . . , xd)dx1 · · · dxd

∣∣∣∣∣ = (∗)

Sirviéndonos entonces de que g ∈ T d tenemos que existe N0 := N0(g, ε) tal que para
N > N0 ∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

g(nθ1, . . . , nθd)−−
∫
Td
g(x1, . . . , xd)dx1 · · · dxd

∣∣∣∣∣ < ε

3

Por consiguiente tendremos que

(∗) < 2
ε

3
+
ε

3
= ε

lo que concluye la demostración.

Teorema 5.2.2 (Teorema de Kronecker). Supongamos que {π, θ1, . . . , θd} son lineal-
mente independientes sobre Q. Entonces {(nθ1, . . . , nθd)mod Zd : n ∈ N} ⊂ Td es denso
en Td.

Demostración. Supongamos mediante reducción al absurdo que {π, θ1, . . . , θd} son lineal-
mente independientes sobre Q pero que

A = {(nθ1, . . . , nθd)mod Zd : n ∈ N}

no es denso en Td. Existirá entonces un abierto U ⊂ Td tal que A ∩ U = ∅. Definimos
entonces una función f ∈ Cper(Td) no nula con f ≥ 0 tal que sop(f) ⊂ U y aplicando el
lema previo tendremos que

1

N

N∑
n=1

f(nθ1, · · · , nθd) = 0
N→∞−−−−→ −

∫
Td
f(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd
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por lo que

−
∫
Td
f(x1, . . . , xd)dx1 · · · dxd = 0

lo cual es una contradicción pues hab́ıamos supuesto f ≥ 0 y no nula.

Corolario 5.2.3. Supongamos que {π, θ1, . . . , θd} son linealmente independientes sobre
Q. Entonces {einθ1 , . . . , einθd}∞n=1 es denso en S1 × · · · × S1.

Demostración. En virtud del teorema de Kronecker, teorema 5.2.2, sabemos que si {π, θ1, . . . , θd}
son linealmente independientes sobre Q entonces {(nθ1, . . . , nθd)mod Zd : n ∈ N} ⊂ Td es
denso en Td. Aprovechando entonces que

Φ : T −→ S1

t 7−→ eikt

es un homeomorfismo se deduce de manera inmediata que, bajo estas hipótesis, {einθ1 , . . . , einθd}∞n=1

es denso en S1 × · · · × S1.

Corolario 5.2.4. Supongamos que {π, θ1, . . . , θd} son linealmente independientes sobre
Q. Entonces {ei(n+1/2)θ1 , . . . , ei(n+1/2)θd}∞n=1 es denso en S1 × · · · × S1.

Demostración. Sea (eix1 , . . . , eixd) ∈ S1 × · · · × S1 un punto arbitrario. Consideramos
(ei(x1−θ1/2), . . . , ei(xd−θd/2)) ∈ S1 × · · · × S1 y por el corolario anterior, sabemos que existe
n ∈ N tal que

d∑
j=1

∣∣∣ei(xj−θj/2) − einθj
∣∣∣ < ε

Veamos entonces que

d∑
j=1

∣∣∣ei(xj−θj/2) − einθj
∣∣∣ =

d∑
j=1

∣∣∣eixj − ei(n+1/2)θj
∣∣∣ < ε

de donde se deduce que
{ei(n+1/2)θ1 , . . . , ei(n+1/2)θd}∞n=1

es denso en S1 × · · · × S1 tal y como queŕıamos demostrar.

Corolario 5.2.5. Si θ /∈ πQ existen infinitos n tales que sin(θ(n+ 1/2)) ≥ 1/2.

Demostración. En virtud de los corolarios obtenidos a partir del teorema de Kronecker sa-
bemos que, bajo estas hipótesis, {ei(n+1/2)θ}∞n=1 es denso en S1. Existirán entonces infinitos
n tales que

Im(ei(n+1/2)θ) ≥ 1

2

luego como Im(ei(n+1/2)θ) = sin((n+ 1/2)θ) existen infinitos n tales que

sin((n+ 1/2)θ) ≥ 1

2

tal y como queŕıamos demostrar.

Corolario 5.2.6. Supongamos que {π, θ1, . . . , θd} son linealmente independientes sobre
Q. Entonces existen infinitos n tales que sin(θj(n+ 1/2)) ≥ 1/2 para cualquier j.

Demostración. Se trata simplemente de una generalización del corolario anterior para d
dimensiones. La demostración es totalmente análoga.
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5.2.2. Resultados previos.

Lema 5.2.7. Sea a una constante positiva. Para todo u ∈ [−π, π] se tiene que

sin(au)

sin(u)
=

sin(a|u|)
| sin(u)|

Demostración. Distinguimos dos posibilidades:

i) u ∈ [0, π]: Por un lado

sin(u) ≥ 0⇒ | sin(u)| = sin(u)

y por otro lado

u ≥ 0⇒ u = |u| ⇒ au = a|u| ⇒ sin(au) = sin(a|u|)

luego efectivamente, en este caso, tendremos que

sin(au)

sin(u)
=

sin(a|u|)
| sin(u)|

ii) u ∈ [−π, 0]: Por un lado se tiene que

sin(u) ≤ 0⇒ | sin(u)| = − sin(u)

y por otro lado que

u ≤ 0⇒ u = −|u| ⇒ sin(au) = sin(−a|u|) = − sin(a|u|)

luego tendremos que

sin(au)

sin(u)
=
− sin(a|u|)
−| sin(u)|

=
sin(a|u|)
| sin(u)|

En ambos casos se verifica luego el resultado es cierto.

Lema 5.2.8. Sean {xj,N}Nj=−N ⊂ R tales que {π, x−N,N , . . . , xN,N} son linealmente inde-
pendientes sobre Q. Entonces para casi todo x ∈ R existe n := n(x) tal que

sin((n+ 1/2)|x− xj,N |) ≥
1

2

para todo j = −N, . . . , N .

Demostración. En primer lugar consideramos los conjuntos

AN := {x ∈ [−π, π] : {π} ∪ {x− xj,N}Nj=−N l.dep. en Q}

⊆ {x = q̃0π +
∑
|j|≤N

qjxj,N : q̃0, qi ∈ Q}

que son numerables para cada N y elegimos

A :=

∞⋃
N=1

AN
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que será también numerable. Tomamos entonces x ∈ T−A y tendremos que

{π} ∪ {|x− xj,N |}Nj=−N

son linealmente independientes sobre Q, para todo N = 1, 2, . . . Por consiguiente, fijado
N arbitrario, en virtud del corolario 5.2.6, tendremos que existe n := n(x) tal que, para
todo j = −N, . . . , N

sin((n+ 1/2)|x− xj,N |) ≥
1

2

tal y como queŕıamos demostrar.

Teorema 5.2.9. Para cada N = 1, 2 . . . existen medidas µN ≥ 0 tales que

i) ‖µN‖ = 1

ii) Para casi todo x ∈ T se tiene que sup
n∈N
|SnµN (x)| > C0 log(N) donde C0 es una

constante positiva.

Demostración. En primer lugar definimos

µN =
1

2N + 1

N∑
j=−N

δ{xj,N}

donde escogemos los xj,N de manera que {π, x−N,N , . . . , xN,N} son linealmente indepen-
dientes y

|xj,N −
jπ

N
| < π

4N

para todo j = −N, . . . , N lo que implicará que para todo j 6= l

|xj − xl| ≤ C
|j − l|
N

(∗)

Observemos entonces que, para cada N = 1, 2, . . ., µN ≥ 0 y

‖µN‖ = −
∫
T

1

2N + 1

N∑
j=−N

dδ{xj,N} =
1

2N + 1

N∑
j=−N

−
∫
T

1 dδ{xj,N}

=
1

2N + 1

N∑
j=−N

1 = 1

luego solamente nos faltará demostrar el segundo apartado. Veamos que

SnµN (x) = Dn ∗ µN (x) =
1

2N + 1

N∑
j=−N

Dn ∗ δ{xj,N} (x) =
1

2N + 1

N∑
j=−N

−
∫
T
Dn(x− t)dδ{xj,N}(t)

=
1

2N + 1

N∑
j=−N

Dn(x− xj,N ) =
1

2N + 1

N∑
j=−N

sin((n+ 1/2)(x− xj,N ))

sin
(

1
2(x− xj,N )

) = (1)

aplicando entonces el lema 5.2.7 tenemos que

(1) =
1

2N + 1

N∑
j=−N

sin((n+ 1/2)|x− xj,N |)∣∣sin (1
2(x− xj,N )

)∣∣ = (2)
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y, si x ∈ A, en virtud del lema 5.2.8 sabemos que existe n := n(x) tal que

(2) ≥ 1

2N + 1

N∑
j=−N

1/2∣∣sin (1
2(x− xj,N )

)∣∣ = (3)

Aprovechando entonces que | sin(u)| ≤ |u|

(3) ≥ 1

2N + 1

N∑
j=−N

1/2
1
2 |x− xj,N |

= (4)

y por la elección realizada de los {xj,N}, en virtud de (∗) tenemos que, para el n elegido
anteriormente,

(4) ≥ 1

2N + 1

N∑
l=1

1

l/N
≥ N

3N

N∑
l=1

1

l
≥ C0 log(N)

de donde deducimos que, tal y como queŕıamos demostrar

sup
n≥1
|SnµN (x)| ≥ C0 log(N) x ∈ A

5.2.3. Contrajemplo.

Lema 5.2.10. Para cada N = 1, 2, . . . existen EN ⊆ T y kN ∈ N tales que

i) |EN | ≥ 2π − 1
N

ii) Para todo punto x ∈ EN se tiene que sup
1≤n≤kN

|SnµN (x)| ≥ C0 log(N) donde C0 es

una constante positiva.

Demostración. En primer lugar tomamos

UN := {x ∈ T : sup
1≤n≤∞

|SnµN (x)| > C0 log(N)}

y en virtud del teorema 5.2.9 se tiene que |UN | = 2π. Consideramos ahora para cada k

UN,k := {x ∈ T : sup
1≤n≤k

|SnµN (x)| > C0 log(N)}

y obsevemos que

UN =
∞⋃
k=1

UN,k

Además, como obviamente UN,1 ⊂ UN,2 ⊂ . . . , se tiene que

2π = |UN | = ĺım
k→∞

|UN,k|

Existirá por tanto kN (dependiente de N) tal que

|UN,k| ≥ 2π − 1

N
∀ k ≥ kN

Nos basta entonces con definir EN := UN,kN para concluir la demostración del lema.
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Definición 5.2.11. Sea FM el M -ésimo núcleo de Féjer, para cada M ∈ N se define el
M-ésimo núcleo de la Vallée-Poussin como VM (x) = 2F2M (x)− FM (x).

Lema 5.2.12. Para cada M ∈ N se tiene que VM (x) =
∑
|m|<M

eimx+ 2
∑

M≤|m|<2M

(
1− |m|

2M

)
eimx

Demostración. Por definición sabemos que VM (x) = 2F2M (x) − FM (x) y en virtud de la
proposición 1.3.8 tendremos que

2F2M (x)− FM (x) = 2
∑
|m|<2M

(
1− |m|

2M

)
eimx −

∑
|m|<M

(
1− |m|

M

)
eimx = (1)

Veamos entonces que

(1) = 2
∑
|m|<2M

eimx −
∑
|m|<2M

|m|
M

eimx −
∑
|m|<M

eimx +
∑
|m|<M

|m|
M

eimx

= 2
∑
|m|<M

eimx + 2
∑

M≤|m|<2M

eimx −
∑
|m|<M

|m|
M

eimx −
∑

M≤|m|<2M

|m|
M

eimx

−
∑
|m|<M

eimx +
∑
|m|<M

|m|
M

eimx =
∑
|m|<M

eimx + 2
∑

M≤|m|<2M

(
1− |m|

2M

)
eimx

luego efectivamente

VM (x) =
∑
|m|<M

eimx + 2
∑

M≤|m|<2M

(
1− |m|

2M

)
eimx

tal y como queŕıamos demostrar.

Lema 5.2.13. Para cada N ∈ N se tiene que fN := µN ∗ VkN , donde VkN es el kN -ésimo
núcleo de la Vallée-Poussin, cumple que

fN =
∑
|m|<kN

µ̂N (m)eimx + 2
∑

kN≤|m|<2kN

µ̂N

(
1− |m|

2M

)
eimx

Demostración. De nuevo establecemos directamente una cadena de igualdades

fN = µN ∗

 ∑
|m|<M

eimx + 2
∑

M≤|m|<2M

(
1− |m|

2M

)
eimx


= µN ∗

∑
|m|<M

eimx + 2µN ∗
∑

M≤|m|<2M

(
1− |m|

2M

)
eimx

=
∑
|m|<M

µN ∗ eimx + 2
∑

M≤|m|<2M

µN ∗
(

1− |m|
2M

)
eimx

=
∑
|m|<M

−
∫
T
eim(x−t)dµN (t) + 2

∑
M≤|m|<2M

−
∫
T
eim(x−t)

(
1− |m|

2M

)
dµN (t)

=
∑
|m|<M

eimx−
∫
T
e−imtdµN (t) + 2

(
1− |m|

2M

)
eimx−

∫
T
e−imtdµN (t)

=
∑
|m|<kN

µ̂N (m)eimx + 2
∑

kN≤|m|<2kN

µ̂N

(
1− |m|

2M

)
eimx
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Lema 5.2.14. Continuando con la notación del lema 5.2.10, para cada N = 1, 2, . . . existe
fN ∈ T tal que

i) ‖fN‖1 ≤ 3

ii) Para todo punto x ∈ EN se tiene que sup
1≤n≤kN

|SnfN (x)| ≥ C0 log(N) donde C0 es

una constante positiva.

Demostración. En primer lugar consideramos el núcleo de la Vallée-Poussin y en virtud
del 5.2.12 se tiene que

VM (x) =
∑
|m|<M

eimx + 2
∑

M≤|m|<2M

(
1− |m|

2M

)
eimx ∈ T2M

Cumpliéndose además que

‖VM‖1 ≤ 2‖FM‖1 + ‖FM‖1 = 3

Consideramos entonces fN := µN ∗ VkN y en virtud del lema 5.2.13

fN =
∑
|m|<kN

µ̂N (m)eimx + 2
∑

kN≤|m|<2kN

µ̂N (m)

(
1− |m|

2M

)
eimx

Observemos entonces que

f ∈ T2kN

‖fN‖1 ≤ ‖µN‖1‖VkN ‖1 ≤ 3 pues ‖µN‖1 = 1 y ‖VkN ‖1 ≤ 3.

luego solamente nos faltará demostrar el segundo apartado, pero observemos que, para
n ≤ kN se tiene que

SnfN = SnµN

luego en virtud del lema 5.2.10 podemos afirmar que se verifica también el segundo apar-
tado.

Estamos ya en disposición de abordar la demostración del contraejemplo de Kolmogorov.

Teorema 5.2.15. Existe f ∈ L1(T) tal que ĺım sup
n→∞

|Snf(x)| =∞ para casi todo x ∈ T.

Demostración. En primer lugar definimos

f :=
∞∑
N=1

eiνNx

N2
f

2N3

donde f
2N3 , definido en el lema 5.2.14, es un polinomio trigonométrico de grado dN = 2k

2N3

y elegimos los {νN}∞N=1 de manera que

νN + dN < νN+1 − dN+1

es decir, de manera que los bloques de frecuencia de cada sumando de f sean disjuntos
dos a dos. Observemos entonces que

‖f‖1 ≤
∞∑
N=1

1

N2
‖f

2N3‖1 ≤ 3

∞∑
N=1

1

N2
<∞
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luego f ∈ L1(T). A continuación, veamos que si |n| ≤ dN entonces

|SνN+nf(x)− SνN−nf(x)| = 1

N2
|Snf2N3 (x)|

Tomando entonces el supremo sobre n con |n| ≤ k
2N3 ≤ dN veamos que para todo x ∈ E

2N3

existe nN := nN (x) tal que

|SνN+nN f(x)− SνN−nN f(x)| ≥ 1

N2
C0 log(2N

3
) = C0N

por lo que al menos uno de los términos será mayor que C0
N
2 . Tendremos entonces que

ĺım sup
n→∞

|Snf(x)| =∞ para todo x ∈
∞⋂
j=1

⋃
N≥j

E
2N3 =: E

pero observemos que

|E| = ĺım
j→∞

|
⋃
N≥j

E
2N3 | ≥ ĺım

j→∞
|E

2j3
| = 2π

luego podemos afirmar que
ĺım sup
n→∞

|Snf(x)| =∞

para casi todo x ∈ T tal y como queŕıamos demostrar.
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Caṕıtulo 6

Aplicaciones

6.1. La desigualdad isoperimétrica

Sea Γ una curva cerrada en el plano sin autointersecciones y sean l la longitud de dicha
curva y A el área de la región de R2 encerrada por Γ. El objetivo del problema isope-
rimétrico es encontrar, para una longitud dada l la curva Γ que maximice A.

A simple vista somos capaces de intuir que la solución debe ser un ćırculo. Sin embar-
go, la demostración no es tan sencilla. Antes de pasar a demostrar que efectivamente la
solución es un ćırculo hemos de definir algunos conceptos, lo haremos todo en R2 pues es
el caso que nos interesa pero se pueden generalizar más. Véase [11].

Definición 6.1.1. Una curva parametrizada diferenciable en el plano es una aplica-
ción α : [a, b] −→ R2 que es de clase C1[a, b]. La imagen de α es un conjunto de puntos en
el plano a los que llamaremos curva y los denotaremos por Γ.

Definición 6.1.2. Se dice que una curva parametrizada α : [a, b] −→ R2 es regular si su
vector derivada verifica que α′(t) 6= 0 ∀ t ∈ [a, b].

Definición 6.1.3. Si α : [a, b] −→ R2 es una curva parametrizada, se denomina cambio
de parámetro a cualquier aplicación biyectiva y de clase C1, h : [c, d] −→ [a, b]. La curva
β := α ◦ h : [c, d] −→ R2 se llama reparametrización de α.

Definición 6.1.4. Sea α : [a, b] −→ R2 una curva parametrizada. Se define la longitud
de α entre α(a) y α(b) como

Lba(α) =

∫ b

a
|α′(t)|dt

Definición 6.1.5. Se dice que una curva parametrizada α : [a, b] −→ R2 está parame-
trizada por la longitud de arco si |α′(t)| = 1 ∀ t ∈ [a, b].

Definición 6.1.6. Una curva parametrizada α : [a, b] −→ R2 se dice que es simple si
no posee autointersecciones y se dice que es cerrada si α(a) = α(b) y α(s) 6= α(t) para
cualesquiera s, t ∈ (a, b) distintos.

Lema 6.1.7 (Desigualdad de Wirtinger). Sea f : [−π, π] −→ C una función periódica
de periodo 2π y de clase C1 que verifica que∫ π

−π
f(t)dt = 0
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entonces ∫ π

−π
|f(t)|2dt ≤

∫ π

−π
|f ′(t)|2dt

Demostración. En primer lugar, por la condición integral que verifica f , observemos que
f̂(0) = 0. Considerando entonces la serie de Fourier formal asociada a f y a f ′, en virtud
de la identidad de Parseval, 2.2.3, tendremos que

1

2π

∫ π

−π
|f(t)|2dt =

∑
n6=0

|f̂(n)|2

y como consecuencia del lema 2.1.9 tendremos que

1

2π

∫ π

−π
|f ′(t)|2dt =

∑
n 6=0

|f̂ ′(n)|2 =
∑
n6=0

n2|f̂(n)|2

Por consiguiente, como ∑
n6=0

|f̂(n)|2 ≤
∑
n 6=0

n2|f̂(n)|2

podemos afirmar que
1

2π

∫ π

−π
|f(t)|2dt ≤ 1

2π

∫ π

−π
|f ′(t)|2dt

de donde se deduce que ∫ π

−π
|f(t)|2dt ≤

∫ π

−π
|f ′(t)|2dt

tal y como queŕıamos demostrar.

Corolario 6.1.8. Sea f : [a, b] −→ C una función periódica de periodo b − a y de clase
C1 que verifica que ∫ b

a
f(t)dt = 0

entonces ∫ b

a
|f(t)|2dt ≤ (b− a)2

4π2

∫ b

a
|f ′(t)|2dt

Demostración. En primer lugar definimos la biyección

γ : [−π, π] −→ [a, b]

s 7−→ a+ (b− a)
s+ π

2π

y observemos que la función g dada por g(s) = f(γ(s)) es 2π-periódica y verifica las
hipótesis del lema 6.1.7 por lo que∫ π

−π
|g(s)|2dt ≤

∫ π

−π
|g′(s)|2dt (∗)

Planteando entonces el cambio de variable t = γ(s) observemos que∫ π

−π
|g(s)|2dt =

2π

b− a

∫ b

a
|f(t)|2dt
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Por otro lado veamos que

g′(s) =
d

ds
(f(γ(s))) = f ′(γ(s))γ′(s) = f ′(t)

b− a
2π

por lo que utilizando el mismo cambio de variable llegamos a que∫ π

−π
|g′(s)|2dt =

2π

b− a

∫ b

a

∣∣∣∣f ′(t)b− a2π

∣∣∣∣2 dt
luego en virtud de (∗) podemos concluir que∫ b

a
|f(t)|2dt ≤ (b− a)2

4π2

∫ b

a
|f ′(t)|2dt

tal y como queŕıamos demostrar.

Una vez introducidos todos estos conceptos previos, estamos en condiciones de proceder
a la resolución del problema isoperimétrico.

Teorema 6.1.9 (Desigualdad Isoperimétrica). Sea Γ una curva parametrizada dife-
renciable, simple y cerrada de longitud l y sea A el área del recinto C encerrado por dicha
curva. Entonces se tiene que

A ≤ l2

4π

Dándose la igualdad śı, y sólo śı Γ es una circunferencia.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que la curva cerrada Γ : [a, b] −→
R2 dada por Γ(s) = (x(s), y(s)) es una curva parametrizada por la longitud de arco y
orientada positivamente, pues por el teorema D.4 sabemos que toda curva se puede re-
parametrizar por la longitud de arco. Además, sin pérdida de generalidad, suponemos
también que (tras realizar una traslación si fuese necesario) por ser cerrada∫ b

a
x(s)ds =

∫ b

a
y(s)ds = 0

Pues bien, en primer lugar, observemos como consecuencia del teorema de Green (teorema
D.5) que

A =

∣∣∣∣∫∫
C
dxdy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣12
∫ b

a
(x(t)y′(t)− x′(t)y(t))dt

∣∣∣∣
Aplicando entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz, A.3, veamos que

A =

∣∣∣∣12
∫ b

a
(x(t)y′(t)− x′(t)y(t))dt

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣Im(∫ b

a
(x(t) + iy(t))(x′(t) + iy′(t))dt

)∣∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣∣∫ b

a
(x(t) + iy(t))(x′(t) + iy′(t))dt

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣〈x+ iy, x′ + iy′〉L2

∣∣
≤ 1

2
‖x+ iy‖L2‖x′ + iy′‖L2 =

1

2

(∫ b

a
x2(t) + y2(t)dt

)1/2(∫ b

a
x′2(t) + y′2(t)dt

)1/2

=
l1/2

2

(∫ b

a
(x2(t) + y2(t))dt

)1/2
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o lo que es equivalente
(2A)2

l
≤
∫ b

a
(x2(t) + y2(t))dt

Aplicando entonces el corolario de la desigualdad de Wirtinger (6.1.8) tenemos que

(2A)2

l
≤ l2

4π2

∫ b

a
(x′2(t) + y′2(t))dt =

l3

4π2

o equivalentemente que

A ≤ l2

4π

tal y como queŕıamos demostrar. Nos faltará demostrar a continuación que efectivamente
se de la igualdad en el caso en el que Γ sea una circunferencia.
En primer lugar veamos que la igualdad en la desigualdad de Wirtinger, 6.1.7, se dará en
el caso en el que solamente sean no nulos f̂(1) y f̂(−1) por lo que la curva ha de ser de la
forma

Γ(t) = x(t) + iy(t) := aeit + be−it con a, b ∈ C

Por otro lado, para que la desigualdad de Cauchy-Schwarz sea una igualdad necesitamos
que

x(t) + iy(t) = k(x′(t) + iy′(t))

Por consiguiente, juntando ambas cosas tendremos que

a = iak y b = −ikb

Distinguimos entonces dos opciones:

a 6= 0 =⇒ k =
1

i
=⇒ b = −b =⇒ b = 0 =⇒ Γ(t) = aeit

a = 0 =⇒ Γ(t) = be−it

En ambos casos llegamos a que Γ ha de ser necesariamente una circunferencia. Podemos
concluir por tanto que la desigualdad isoperimétrica será una igualdad si, y sólo si, Γ es
una circunferencia.

6.2. La ecuación del calor: El sótano de Fourier

El problema de la difusión del calor atrajo la atención de Fourier aśı como la otros muchos
matemáticos de la época. No era un problema solamente interesante desde un punto de
vista teórico, relativo por ejemplo al cálculo de la temperatura en el interior de la tierra,
sino también desde un punto de vista práctico, como por ejemplo para el trabajo con
metales.

Para ilustrar este problema de manera sencilla vamos a resolver el siguiente problema que
es parte del trabajo original de Fourier. Supongamos que queremos construir un sótano,
es lógico preguntarse a qué profundidad debemos situarlo para que las variaciones de
temperatura en la corteza terrestre afecten lo menos posible.
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Nos planteamos entonces el siguiente problema. En él u(t, h) representa la temperatura a
profundidad h en tiempo t y los datos que tenemos proceden del tiempo en el exterior y
vendrán dados por

u(t, 0) = T0 + Te cos(2πt) + Td cos(2π365t)

donde T0 representa la temperatura media anual, Te la variación media de la temperatura
al cambio estacional y Td representa la variación media de la temperatura en un d́ıa. El
problema que nos planteamos entonces es el siguiente

(∗) ≡
{
ut(t, h) = kuhh(t, h)
u(t, 0) = T0 + Te cos(2πt) + Td cos(2π365t)

siendo k la conductividad térmica del medio, una constante que dependerá del suelo en el
que nos encontremos.

Buscamos la solución a este problema mediante separación de variables, es decir, bus-
camos una solución de la forma

u(t, h) = A(t)B(h)

Supongamos primero que el dato de frontera es u(t, 0) = eitω, es decir, que A(t)B(0) = eitω.
Tendremos entonces que

A′(t)B(h) = kA(t)B′′(h)

o equivalentemente que
A′(t)

A(t)
= k

B′′(h)

B(h)
= cte

Deducimos entonces que
A(t) = A0 e

cte t

pero como A(t) =
eitω

B(0)
necesariamente cte = iω por lo que

A(t) = A0e
iωt

y

k
B′′(h)

B(h)
= iω
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de donde se deduce que

B(h) = αe

√
iω
k
h

+ βe
−
√
iω
k
h

= (∗∗)

Es más, aprovechando que
√
i = 1√

2
+ i√

2
llegamos a que

(∗∗) = αe(1+i)
√

ω
2k
h + βe−(1+i)

√
ω
2k
h

A continuación, como se tiene que |αe(1+i)
√

ω
2k
h| h→∞−−−→ ∞ descartamos esta parte de la

solución y concluimos que para cualquier ω la solución de este problema será de la forma

u(t, h) = αωe
iωte−(1+i)

√
ω
2k
h = αωe

−
√

ω
2k
hei(ωt−

√
ω
2k
h)

Además, como u(t, 0) = eiωt deducimos que αω = 1. Tomando entonces partes reales
obtenemos que

u(t, h) = e−
√

ω
2k
hcos(ωt−

√
ω

2k
h)

es solución de {
ut(t, h) = kuhh(t, h)
u(t, 0) = cos(tω)

Finalmente, procediendo de manera análoga y utilizando la linealidad de las Ecuaciones
Diferenciales y el dato de frontera adecuado obtenemos que la solución de (∗) debe ser

u(t, h) = T0 + Te cos

(
2πt−

√
π

k
h

)
e−
√

π
k
h + Td cos

(
2πt365−

√
365π

k
h

)
e
−
√

365π
k
h

Veamos algunos ejemplos en los que aplicamos este desarrollo. Supongamos que queremos
calcular la profundidad h0 a la que las fluctuaciones diarias de la temperatura dejan de
notarse. Si escogemos h0 tal que

e
−
√

365π
k
h0 = 0,01

las fluctuaciones diarias de temperatura solamente se notarán a esa profundidad en un
1 %. Obviamente esto dependerá de k que a su vez depende del medio. Supongamos por
ejemplo que k = 5,67648 que es la constante de conductividad térmica en m2 por año para
un suelo de tipo arenoso. Tendremos entonces que

h0 = − log(0,01)

√
5,67648

365π
= 0,32 m

Es decir, que las variaciones diarias de temperatura en un suelo arenoso dejarán de no-
tarse a 32 cm. Trabajando de manera totalmente análoga con diferentes constantes de
conductividad térmica para diferentes superficies obtenemos los siguientes resultados

Suelo arenoso Suelo arcilloso Roca Nieve perpetua

k(m2 por año) 5,67648 3,15 45,09648 1,5765

h0 0,32 m 0,23 m 0,92 m 0,18 m

Por otro lado, trabajando de manera totalmente análoga con el otro término veamos que
las fluctuaciones anuales en la temperatura dejan de notarse a las siguientes profundidades
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Suelo arenoso Suelo arcilloso Roca Nieve perpetua

k(m2 por segundo) 5,67648 3,15 45,09648 1,5765

h0 6,348 m 4,6 m 17,434 m 3,26 m

Supongamos ahora que queremos encontrar la profundidad a la que debemos construir un
sótano para que se produzca un desfase estacional con respecto a la temperatura en la
superficie. Es decir, buscamos cuál es la profundidad adecuada para que en el momento
en el que la temperatura sea mayor en la superficie en el sótano sea menor y viceversa.
Necesitaremos entonces h1 tal que √

π

k
h1 = π

pues el término de la variación de temperatura diaria prácticamente no tiene influen-
cia cuando descendamos. Además, en este caso la variación estacional de la temperatura
solamente afectará en un 4 %. Pues bien, tendremos que

h1 =
√
kπ

Pongamos que el suelo es arcilloso y las temperaturas “mediterráneas”. Por ejemplo:

T0 = 20 grados

Te = 12 grados

Td = 5 grados

En verano, t = 0, la temperatura máxima en la superficie, h = 0, es

u(0, 0) = T0 + Te + Td = 37 grados

mientras en el sótano, h = h1 =
√
kπ = 3,146 m, la temperatura es

u(0, h1) = T0 − Te e−π + cos

(
−
√

365π

3,15
h1

)
e
−h1

√√√√365π

3,15 ≈ 19,48 grados

Por tanto, el sótano está más fresco que el exterior (de hecho, casi medio grado más fresco
que la temperatura media anual T0 = 20).
En invierno, 6 meses después (t = 1/2) tendremos en la superficie una temperatura mı́nima
de

u(1/2, 0) = T0 − Te − Td = 3 grados

Sin embargo, en el sótano, la temperatura será

u(1/2, h1) = T0 + Te e
−π + cos

(
365π −

√
365π

3,15
h1

)
e
−h1

√√√√365π

3,15 ≈ 20,52 grados.

Por tanto, en el sótano se está más cálido (de hecho, medio grado por encima de la media
anual).

Nota. Los datos para las constantes de conductividad térmica han sido obtenidos de [12].
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Apéndice A

Espacios de Hilbert

En este caṕıtulo no demostraremos ninguno de los resultados que enunciamos pues se
considera que son resultados conocidos pues se han estudiado con anterioridad. Concreta-
mente en la asignatura de Análisis Funcional correspondiente al cuarto curso del Grado
en Matemáticas. La información sobre Espacios de Hilbert ha sido extráıda de [1].

Definición A.1. Sea H un espacio vectorial sobre C. Un producto escalar sobre H es
una aplicación 〈·, ·〉 : H ×H → K que verifica:

i) 〈ax+ by, z〉 = a〈x, z〉+ b〈y, z〉 ∀ x, y, z ∈ H y ∀ a, b ∈ K

ii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉

iii) 〈x, x〉 ≥ 0 ∀ x ∈ H y 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0

Definición A.2. Se llama espacio prehilbertiano a un espacio vectorial H dotado de
un producto escalar. Lo denotaremos por (H, 〈·, ·〉) o simplemente por H.

Teorema A.3. Si H es un espacio prehilbertiano entonces:

i) |〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉 ∀ x, y ∈ H [Desigualdad de Cauchy-Schwarz]

ii) La función ‖x‖ = +
√
〈x, x〉 define una norma en H.

Definición A.4. Sea H un espacio prehilbertiano, decimos que H es un espacio de
Hilbert si (H, ‖ · ‖) es un espacio completo, es decir, si toda sucesión de Cauchy en H es
convergente en H.

Definición A.5. Sea H un espacio prehilbertiano:

i) Dos vectores x, y ∈ H se dice que son ortogonales si 〈x, y〉 = 0.

ii) Una familia de vectores {xi}i∈I se dice que es ortogonal si xi⊥xj para todo i 6= j.
Diremos que es una familia ortonormal si es una familia ortogonal y además
‖xi‖ = 1 ∀ i ∈ I.

Proposición A.6. Sea H un espacio prehilbertiano:

i) Sean x, y ∈ H, si x⊥y entonces ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 [Regla de Pitágoras]

ii) Si {xi}i∈I es una familia ortonormal y xi 6= 0 ∀i ∈ I entonces {xi}i∈I es un conjunto
linealmente independiente.
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Proposición A.7 (Desigualdad de Bessel). Sea (H, 〈 , 〉) un espacio prehilbertiano y
sea (en)∞n=1 un conjunto ortonormal en H. Para cada x ∈ H se tiene que

m∑
n=1

|〈x, en〉|2 ≤ ‖x‖2 ∀ m ∈ N

y por consiguiente se verifica que

∞∑
n=1

|〈x, en〉|2 ≤ ‖x‖2

Definición A.8. Sea H un espacio de Hilbert. Un subconjunto S de H se dice que es total
si spanS = H

Teorema A.9. Sea H un espacio de Hilbert y sea (en)∞n=1 un conjunto ortonormal en H.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) (en)∞n=1 es un conjunto ortonormal maximal.

ii) (en)∞n=1 es total.

iii) Si x ∈ H verifica que 〈x, en〉 = 0 ∀ n ∈ N entonces x = 0.

iv) Para cada x ∈ H se tiene que

x =
∞∑
n=1

〈x, en〉en [Desarrollo de Fourier]

v) Para cada x, y ∈ H se tiene que

〈x, y〉 =

∞∑
n=1

〈x, en〉〈y, en〉

vi) Para cada x ∈ H se tiene que

‖x‖2 =
∞∑
n=1

|〈x, en〉|2 [Identidad de Parseval]

Definición A.10. Sea H un espacio de Hilbert. Un conjunto ortonormal (en)∞n=1 se dice
que es una base ortonormal ó base de Hilbert si verifica cualquiera de las condiciones
equivalentes del teorema anterior.

Aunque no coincide en su totalidad con el contenido que hemos desarrollado en este
caṕıtulo enunciamos aqúı el siguiente importante resultado de análisis funcional.

Teorema A.11 (Banach-Steinhauss). Sea (SN )N una sucesión de aplicaciones linea-
les y continuas de un espacio de Banach X en C tal que para todo x ∈ X verifica que
sup
N
|SN (x)| <∞. Existe entonces una constante C tal que

sup
N
‖SN‖ ≤ C
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Apéndice B

Un teorema de valor medio para
Integrales

Introducimos primero el concepto de Integral de Riemann-Stieltjes, que nos será ne-
cesaria en la demostración de un resultado que se conoce como segundo teorema del valor
medio para integrales, el cuál enunciamos y demostramos en este apéndice.

Definición B.1. Sea α una función monótona creciente en [a, b], es decir, si x < y =⇒
α(x) ≤ α(y). Correspondiéndose a cada partición P, a = x0 < · · · < xn = b, del intervalo
[a, b] escribimos

∆αi = α(xi)− α(xi−1) ≥ 0

A continuación, para cualquier función f acotada en [a, b] definimos

U(P, f, α) =
n∑
i=1

Miαi

L(P, f, α) =

n∑
i=1

miαi

donde

Mi = sup f(x) (xi−1 ≤ x ≤ xi)
mi = ı́nf f(x) (xi−1 ≤ x ≤ xi)

Consideramos entonces ∫ b

a
f(x)dα(x) = ı́nf

P
U(P, f, α)∫ b

a

f(x)dα(x) = sup
P
L(P, f, α)

para cada una de las particiones P. Si ambos valores coinciden entonces decimos que
f ∈ R(α) y denotaremos a dicha integral como∫ b

a
f(x)dα(x)

que es lo que se conoce como Integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto a α
en el intervalo [a, b]. Cuando una función f sea integrable en este sentido escribiremos
f ∈ R(α).
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Teorema B.2 (Regla de integración por partes). Sean f, g : [a, b] −→ R se tiene que∫ b

a
f(x)dg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−

∫ b

a
g(x)df(x)

Para más información, consúltese [15] caṕıtulo 6.

Teorema B.3 (Segundo teorema del valor medio para integrales). Sean φ, ψ :
[a, b] −→ R. Supongamos que φ es monótona creciente en [a, b] y que ψ es continua en
[a, b]. Existe entonces una constante η ∈ [a, b] tal que∫ b

a
φ(x)ψ(x)dx = φ(a+)

∫ η

a
ψ(x)dx+ φ(b−)

∫ b

η
ψ(x)dx

Demostración. En primer lugar observemos que si en la expresión∫ b

a
φ̃(x)ψ(x)dx = φ̃(b−)

∫ b

η
ψ(x)dx

reemplazamos φ̃ por φ− φ(a+) entonces obtenemos que∫ b

a
φ(x)ψ(x)dx− φ(a+)

∫ b

a
ψ(x)dx = φ(b−)

∫ b

η
ψ(x)dx− φ(a+)

∫ b

η
ψ(x)dx

de donde despejando se obtiene∫ b

a
φ(x)ψ(x)dx = φ(a+)

∫ η

a
ψ(x)dx+ φ(b−)

∫ b

η
ψ(x)dx

que es lo que queremos demostrar. Por consiguiente, nos limitaremos a demostrar que∫ b

a
φ̃(x)ψ(x)dx = φ̃(b−)

∫ b

η
ψ(x)dx

Es decir, vamos a suponer que φ(a+) = 0. Consideramos

Ψ(x) =

∫ b

x
ψ(t)dt

y observemos que Ψ es derivable y se verifica que Ψ′(x) = −ψ(x). Aplicando entonces
integración por partes para la integral de Riemann-Stieltjes obtenemos que∫ b

a
φ(x)ψ(x)dx = [−φ(x)Ψ(x)]ba +

∫ b

a
Ψ(x)dφ(x) =

∫ b

a
Ψ(x)dφ(x)

puesto que φ(a+) = Ψ(b) = 0. Consideramos entonces m y M el mı́nimo y el máximo
respectivamente que toma Ψ en [a, b] y tendremos que

mφ(b−) ≤
∫ b

a
Ψ(x)dφ(x) ≤Mφ(b−)

Aplicando entonces el teorema del valor medio para la función continua Ψ podemos ase-
gurar que existe η ∈ [a, b] tal que∫ b

a
Ψ(x)dφ(x) = φ(b−)Ψ(η)

de donde se sigue que∫ b

a
φ(x)ψ(x)dx =

∫ b

a
Ψ(x)dφ(x) = Ψ(η)φ(b−) = φ(b−)

∫ b

η
ψ(x)dx

tal y como queŕıamos demostrar.
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Apéndice C

Teorema de interpolación de
Riesz-Thorin

Lema C.1 (Lema de las tres ĺıneas). Sea F : S −→ C una función continua y acotada
donde S := {z ∈ C : 0 ≤ <z ≤ 1}. Supongamos que F es holomorfa en Int(S). Para
0 ≤ θ ≤ 1 consideramos

Mθ := sup
y∈R
|F (θ + iy)|

se verifica entonces que
Mθ ≤M1−θ

0 M θ
1

Demostración. Para la demostración del teorema vamos a distinguir dos casos. En un
primer caso consideraremos M0,M1 ≤ 1 y en un segundo caso consideraremos M0,M1

arbitrarias.

Caso 1. En primer lugar, como ya hemos dicho, consideramos M0,M1 ≤ 1 y vamos a
probar que |F (z0)| ≤ 1 para todo z0 = x0 + iy0 ∈ Int(S) y sea ε > 0. Definimos

Fε(z) :=
F (z)

1 + εz

Observemos que esta función es también continua y acotada en S y holomorfa en Int(S).
Además, observemos que

|Fε(x+ iy)| |y|→∞−−−−→ 0

uniformemente para todo x ∈ [0, 1] ya que

|Fε(x+ iy)| ≤ |F (x+ iy)|
ε|y| − 1

y F es acotada.

Consideramos ahora r > |y0| de manera que |Fε(x + iy)| ≤ 1 ∀ x ∈ [0, 1] y todo y con
|y| = r. Sea entonces R el rectángulo compacto [0, 1]× i[−r, r], como |Fε(z)| ≤ 1 para todo
z ∈ ∂R, aplicando el principio del máximo para funciones holomorfas podemos afirmar
que |Fε(z)| ≤ 1 ∀ z ∈ R. En particular, |Fε(z0)| ≤ 1 y por tanto

|F (z0)| = ĺım
ε→0
|Fε(z0)| ≤ 1
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lo que concluye con el primer caso.

Caso 2. Consideramos ahora M0,M1 arbitrarios y tomamos

G(z) :=
F (z)

α1−zβz

donde α := M0 + ε y β := M1 + ε. Observemos que de nuevo G es continua, acotada y
holomorfa en Int(S). Además, por la definición dada de α y β tenemos que en ∂S

|F (z)| < α si <z = 0

y
|F (z)| < β si <z = 1

luego en ∂S tenemos que
|G(z)| < 1

Aplicando entonces el caso anterior tenemos que Mθ ≤ α1−θβθ de donde se deduce que

Mθ ≤M1−θ
0 M θ

1

tal y como queŕıamos demostrar.

Teorema C.2 (Riesz-Thorin). Sean 1 < p0, p1 <∞ y 0 < θ < 1. Consideramos p y tal
que

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

Si T es una aplicación lineal tal que

T : Lp0 −→ Lp0 con ‖T‖Lp0→Lp0 = N0

y

T : Lp1 −→ Lp1 con ‖T‖Lp1→Lp1 = N1

Entonces se tiene que
‖Tf‖p ≤ N1−θ

0 N θ
1 ‖f‖p

para cualquier f ∈ Lp0 ∩ Lp1. En particular, el operador T se puede extender a una
aplicación lineal y continua T : Lp → Lp con

‖T‖ ≤ N1−θ
0 N θ

1

Demostración. En primer lugar, aprovechando que el conjunto de las funciones simples,
D, es denso en todos los espacios Lp, observemos que será suficiente con demostrar el
resultado para funciones simples. Tomamos p′ tal que 1

p + 1
p′ = 1 y sean

f =

J∑
j=1

aj1Aj y g =
K∑
k=1

bk1Bj
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funciones tales que

‖f‖pp =

∫
|f |pdµ =

J∑
j=1

|aj |pµ(Aj) = 1

y

‖g‖p
′

p′ =

∫
|g|p′dµ =

K∑
k=1

|bk|p
′
µ(Bk) = 1

donde µ es la medida de Lebesgue y Aj y Bk son disjuntos dos a dos. Tendremos que ver
que

‖Tf‖p ≤ Cp‖f‖ ∀ f ∈ D

lo que mediante densidad nos permitirá demostrar que

‖Tf‖p ≤ C ′p‖f‖ ∀ f ∈ Lp

Puesto que ‖Tf‖p = sup{〈Tf, g〉 : g ∈ D, ‖g‖Lp′} , en realidad lo que hemos de demostrar
es que para cualesquiera funciones f, g ∈ D con ‖f‖p = 1 y ‖g‖p′ = 1 se tiene que∣∣∣∣∫ (Tf)g dµ

∣∣∣∣ ≤ Cp
Para cada z ∈ C tomamos p(z) definido como

1

p(z)
=

1− z
p0

+
z

p1

y observemos que p(0) = p0, p(θ) = p y p(1) = p1. A continuación, consideramos

fz := |f |
p
p(z)

f

|f |
y gz := |g|

p′
p′(z)

g

|g|
y veamos que ambas son funciones simples e integrables. Observemos que fz ∈ Lp1 lo cual
implica que T fz está bien definida. Finalmente, tomamos F : C −→ C dada por

F (z) =

∫
(Tfz)gzdµ

y veamos que

F (z) =

∫
(Tfz)gzdµ =

∫
T

 J∑
j=1

|aj |p/p(z)
aj
|aj |

1Aj

( K∑
k=1

|bk|p
′/p′(z) bk

|bk|
1Bk

)
dµ

=

J∑
j=1

K∑
k=1

|aj |p/p(z)|bk|p
′/p′(z) ajbk

|aj ||bk|

∫
T (1Aj )1Bkdµ

=

J∑
j=1

K∑
k=1

|aj |p/p(z)|bk|p
′/p′(z) ajbk

|aj ||bk|

∫
Bk

T (1Aj )dµ

por lo que podemos afirmar que F holomorfa en Int(S), continua en S y acotada. A
continuación, tomamos z = iy y veamos que

|F (z)| =

∣∣∣∣∫ Tfiy giydµ

∣∣∣∣ ≤ ‖Tfiy‖p0‖giy‖p′0
≤ N0‖fiy‖p0‖giy‖p′0 = N0‖giy‖p′0 = (∗)
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ya que
|fiy|p0 = |f |<(p/p(iy))p0 = |f |p

y por consiguiente

‖fiy‖p0p0 =

∫
|fp0iy |dµ =

∫
|f |pdµ = 1

De igual forma se obtiene que

‖giy‖
p′0
p′0

= 1

luego
(∗) ≤ N0

Consideramos ahora z = 1 + iy y veamos que

|F (z)| =

∣∣∣∣∫ Tf1+iyg1+iydµ

∣∣∣∣ ≤ ‖Tf1+iy‖p1‖g1+iy‖p′1

≤ N1‖f1+iy‖p1‖g1+iy‖p′1 = N1

ya que, en general, |az| = a<z. Aplicando entonces el lema de la 3 lineas, lema anterior,
tenemos que

|F (z)| ≤ N1−<z
0 N<z1

Finalmente, si tomamos z = θ tenemos que

fθ = |f |p/p(θ) f
|f |

= |f | f
|f |

= f

y
gθ = g

por lo que como

F (θ) =

∫
Tfθgθdµ =

∫
Tfgdµ

podemos concluir que ∣∣∣∣∫ Tfgdµ

∣∣∣∣ ≤ N1−θ
0 N θ

1 = Cp

tal y como queŕıamos demostrar.
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Apéndice D

Resultados Auxiliares

Comenzaremos enunciando algunos resultados clásicos del análisis que hemos utilizado
en la memoria. Al igual que en el apéndice anterior, no realizaremos ninguna demostración
pues son resultados vistos en el Grado que no pertenecen estrictamente al desarrollo de
nuestro trabajo.

Teorema D.1 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea F ∈ L1(R) y sea (fn)n
una sucesión de funciones tales que |fn(t)| ≤ F (t) ∀ t y existe ĺım

n→∞
fn(t) para casi todo

punto t. Entonces

ĺım
n→∞

∫
R
fn(t)dt =

∫
R

ĺım
n→∞

fn(t)dt

Para más información consúltese [6].

Aunque no desarrollamos la teoŕıa de residuos y sólo enunciamos el teorema que vamos a
utilizar, asumimos que el lector tiene conocimiento sobre Análisis Complejo y simplemente
citamos el resultado que utilizamos.

Teorema D.2 (Teorema de Cauchy). Sean Γ y ∆ ciclos regulares a trozos, Ω-homólogos
en un abierto Ω ⊂ C. Entonces se verifica que∫

Γ
f(z)dz =

∫
∆
f(z)dz

para cada f ∈ H(Ω). En particular, si Γ es Ω-homólogo a 0 se cumple que∫
Γ
f(z)dz = 0

para cada f ∈ H(Ω).

Para más información consúltese [5] caṕıtulo 5.

Con respecto al problema de la desigualdad isoperimétrica, estudiado en el caṕıtulo 4,
necesitamos una serie de resultados que enunciamos a continuación.

Proposición D.3. La longitud de una curva parametrizada es independiente de su para-
metrización

Teorema D.4. Toda curva parametrizada regular admite una reparametrización por la
longitud de arco con un cambio de parámetro que conserva la orientación.
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Para más información consúltese [11] caṕıtulo 1.

Teorema D.5 (Teorema de Green). Sea C una curva cerrada simple, positivamente
orientada y diferenciable a trozos que da frontera a la región A. Si P y Q son funciones
reales de clase C1 en un conjunto abierto que contiene a A entonces∫∫

A

(
∂Q

∂x
(x, y)− ∂P

∂y
(x, y)

)
dxdy =

∫
C
P (x, y)dx+Q(x, y)dy

Para más información sobre este teorema consúltese [9] página 208.

Nota. Bajo las hipótesis del teorema de Green sabemos que el área encerrada por la curva
C se calcula como ∫∫

A
dxdy

Pues bien, en virtud de dicho teorema, si la región A viene delimitada por una curva
parametrizada α : I −→ R2 con α(t) = (x(t), y(t)), tendremos que el área de A viene dada
por

1

2

∫ b

a
(x(t)y′(t)− x′(t)y(t))dt

En efecto, basta con aplicar el teorema de Green con P (x, y) = −y y Q(x, y) = x. Es-
ta fórmula que hemos obtenido nos será muy útil en la demostración de la desigualdad
isoperimétrica.
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