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Continuación única para el operador de Schrödinger
Naiara Arrizabalaga1, Miren Zubeldia 2

La propiedad de continuación única se considera una herramienta muy útil en ecuaciones en derivadas
parciales, por ejemplo, para probar la unicidad de solución. En esta charla, presentamos varios teoremas de
continuación única para el operador de Schrödinger con potenciales electromagnéticos con fuertes singula-
ridades en el origen y cierto decaimiento en el infinito. Estos resultados se prueban mediante estimaciones
de tipo Carleman, que pueden entenderse como desigualdades con peso. Las estimaciones que utilizamos
tienen un peso polinomial o exponencial dependiendo de la singularidad del potencial considerado.
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Self-similar solutions to Smoluchowski coagulation equation
G. Breschi1, M. A. Fontelos1

The aim of this talk is to present recent contributions in collaboration with Marco A. Fontelos: the
study of self-similarity in coagulation and fragmentation models. Smoluchowski’s coagulation equation is
a mean field model describing cluster growth by binary aggregation that has been used in a very wide set
of applications, ranging from physical chemistry to astrophysics and population dynamics. Let the function
c(x, t) represent the mean amount ofx−mass polymers per unit volume at a given time. Then, the evolution
of c is expressed by the non linear, integrodifferential equation:

∂tc (x, t) =
1
2

x∫
0

K (x− y, y) c (x− y, t) c (y, t) dy − c (x, y)

∞∫
0

K (x, y) c (y, t) dy.

The dynamical properties depend on the integration kernelK (x, y), which determines the reactivity
between couples of masses. It is known that, for certain kernels such asK∗ = xy, a singularity in finite
time occurs: the solution develops a heavy tail in finite time and the total mass is no longer conserved. This
phenomenon is called gelation and represents the formation of a cluster with infinite density that drains
mass from the coagulating system.

We will consider homogeneous kernelsK (x, y) = (xy)λ with λ ≤ 1 and present some results about
self-similar solutions both in singular and non singular cases. Such self-similar solutions depend on a free
exponent that cannot be determined from dimensional considerations -self-similar solution of the second
kind-; instead it must be determined imposing the behavior at the origin and infinity.
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Clasificación de supersoluciones y teoremas de Liouville para
ecuaciones elípticas con términos gradiente

M. Á. Burgos-Pérez1, J. García-Melián1, A. Quaas2

El clásico resultado de [5] establece que no hay soluciones positivas (clásicas) del problema

−∆u = up enRN (1)

paraN ≥ 3 y 1 < p < N+2
N−2 . Además, como consecuencia de [4], el problema (1) tampoco admite

supersoluciones positivas si1 < p ≤ N
N−2 . Este último resultado sigue siendo válido cuandoRN es

reemplazado por un dominio exteriorRN \ BR0 (ver [2], donde se tiene en cuenta una amplia clase de
operadores elípticos y no linealidades).

Importantes investigaciones han continuado con el trabajo pionero [5] para obtener resultados de no
existencia (teoremas de Liouville) más generales. En ellos, generalmente se estudia la ecuación (1) donde
el Laplaciano es sustituido por otro operador elíptico y el lado derecho por otras funciones, las cuales se
comportan básicamente como una potencia.

Un ejemplo de este tipo de ecuaciones fue considerado en [1], donde el laplaciano es perturbado con un
término gradiente, es decir:

−∆u + |∇u|q ≥ λf(u) enRN \BR0 ,

dondeN ≥ 3, q > 1 y λ > 0. La funciónf es positiva y está controlada por una potenciaup cerca de cero.
Se obtienen algunas regiones de no existencia en términos deN , q, p y λ.

Nuestro interés en este trabajo es conocer cómo cambian los teoremas de no existencia cuando (1) es
perturbada con un término gradiente pero de diferente naturaleza. De forma más precisa, nuestro objetivo
es analizar la existencia y no existencia de supersoluciones positivas para la ecuación

−∆u ≥ f(u)|∇u|q enRN \BR0 , (2)

dondeN ≥ 3, q > 0 y f es una fución positiva y continua.
Notemos que las constantes positivas son siempre supersoluciones de (2). Por lo tanto, queremos en-

contrar condiciones que nos garanticen la existencia de supersoluciones positivas no triviales o, por el lado
contrario, condiciones bajo las cuales las únicas supersoluciones positivas de (2) sean las constantes. El
caso dondef(u) = up, con algunos operadores más generales en lugar del laplaciano, ya fue tratado en [3].

Es posible clasificar las supersoluciones positivas no triviales en términos de ciertas propiedades sobre
la monotonía de estas funciones. Con esta clasificación, la ecuación (2) admite hasta tres tipos distintos de
supersoluciones positivas no triviales. Además, se dan condiciones que caracterizan la existencia de super-
soluciones de cada uno de los tipos. Como consecuencia de esta caracterización, obtenemos el siguiente
teorema de Liouville:

Theorem.Si0 < q < 1 y existeδ > 0 tal que
∫ δ

0

f(t)

t
(2−q)(N−1)

N−2

dt = +∞, entonces las únicas supersolucio-

nes positivas de(2) son las constantes.
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Flatness of nonlocal phase transition in low dimensions

Eleonora Cinti1, Joaquim Serra2, Enrico Valdinoci1

We consider nonlocal functionals, like fractional perimeter or the energy functional associated to the
fractional Allen-Cahn equation, in dimensionsn = 2 andn = 3. It is known that nonlocal minimal surfaces
are flat in dimension 2, and that the level sets of minimizers for the s-fractional Allen-Cahn equation in the
all space are flat in dimension 2 for anys and in dimension 3 for any1/2 ≤ s < 1. We give a quantitative
version of these results, in the following sense: we prove that the level sets of minimizers in a ball of radius
R are nearly flat inB1, whenR is large enough. More precisely, we establish a quantitative estimate on
how çlose"these surfaces are (in theL1-sense and in theL∞-sense) to be a plane, depending onR. Our
approach does not use the Caffarelli -Silvestre extension, and can be applied to more general nonlocal
functional, like, for example, the anisotropic fractional perimeter. This is a joint work with Joaquim Serra
and Enrico Valdinoci.
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Transmission eigenvalues for higher-order operators and
higher-order perturbations

A. García1, E. V. Vesalainen2, M. Zubeldia3

We extend the theory of transmission eigenvalues for higher-order main terms on three fronts. First,
we extend the techniques of Serov and Sylvester to prove discreteness and existence results for transmis-
sion eigenvalues for higher-order main terms with singular and degenerate potentials. Second, we extend
Sylvester’s approach via upper triangular operators to establish the discreteness of transmission eigenva-
lues for higher-order main terms and higher-order perturbations. Finally, we extend Sylvester’s approach to
establish discreteness for some magnetic Schrödinger operators.
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New results on the large time behavior for some nonlinear diffusion
equations with absorption

Razvan Gabriel Iagar1, Said Benachour2, Philippe Laurençot3

In this talk, we report on recent advances in the understanding of the large time behavior for the porous
medium equation with absorption:

∂tu−∆um + uq = 0, u = u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)×RN ,

where(N − 2)+/N < m < ∞ andq > 0, with emphasis on the two important critical cases:

q = q∗ := m +
2
N

, respectively q = m,

marking interfaces between the regime dominated by the diffusion process and the one driven by the absorp-
tion term. We show that whenq = m, there is a striking and unexpected difference between the behavior
in the case of the fast diffusion equationm < 1 and the slow diffusionm > 1, solving the latter, where a
KPP-type behavior takes place. We also give gradient estimates and a sharp lower bound for solutions in
the fast diffusion case, that are new and interesting for themselves.
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Resultados de existencia y unicidad para una ecuación elíptica con el
operador 1–Laplaciano y la variación total

M. Latorre 1, S. Segura de León1

El objetivo es estudiar un problema de Dirichlet en el que aparece el operador 1–Laplaciano y la varia-
ción total multiplicada por una función; es decir, estudiamos el problema: −div

( Dv

|Dv|

)
+ g(v)|Dv| = f enΩ ,

v = 0 sobre∂Ω ,

dondeΩ es un conjunto abierto y acotado deRN con frontera Lipschitz, el datof es una función no negativa
del espacio de MarcinkiewiczLN,∞(Ω) y g : R → R es continua y no negativa.

Un caso particular de este problema aparece cuando tomamos la funcióng ≡ 1. Obtenemos un problema
que ya ha sido estudiado cuandof es una función del espacioLq(Ω) con q > N , siendo las soluciones
acotadas (ver [2]). Nosotros obtenemos resultados de existencia y unicidad de soluciones no acotadas para
datos enLN,∞(Ω).

Por otro lado, veremos que la funcióng tiene un efecto regularizante ya que si tomamosg ≡ 0, desa-
parece el término del gradiente y no se puede garantizar la existencia ni la unicidad de solución (ver [1]).
Por el contrario, si existem > 0 tal queg(s) > m para todos ∈ R, entonces existe una única solución al
problema de Dirichlet.
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Existencia y no existencia para el problema de Nirenberg singular
R. López1, F. de Marchis2

El propósito de esta charla es abordar el problema de prescribir la curvatura Gaussiana enS2, la esfera
unitaria, mediante cambios conformes de la métrica con singularidades cónicas. Así pues, seaK : S2 → R
una función suave fijada, un conjunto de puntos{p1, · · · , pm} ⊂ S2 y {α1, · · · , αm} el orden de sus
respectivas singularidades, conm ∈ N y αi > 0. Entonces, estudiamos la ecuación:

−∆0u = λ

(
Keu∫

S
KeudVg0

− 1
4π

)
− 4π

m∑
j=1

αj

(
δpj

− 1
4π

)
in S2. (3)

El problema ha sido ampliamente estudiado en el caso regular, i.e.αi = 0, ver [?], y el caso regular
con la condiciónK > 0, ver [3]. Empleando técnicas variacionales, nos centramos en el caso singular en
queK cambia de signo, el cual presenta dificultades en cuanto a compacidad. Por último, introducimos
condiciones para la no existencia de solución de (3) análogas a las clásicas. Trabajo en colaboración con F.
de Marchis (Sapienza - Universita di Roma)
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Maximal estimates for the Schrödinger operator
Renato Lucà1, Keith M. Rogers1

We give necessary and sufficient conditions for the maximal Schrödinger operator in order to beL2

bounded with respect to fractal measures. This refines the almost everywhere convergence of the solutions
of the linear Schrödinger equation to the initial data as time tends to zero.
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Optimal solvability conditions on a fractional parabolic problem. A
weighted Harnack inequality

M. Medina1, B. Abdellaoui2, I. Peral1, A. Primo1

In this talk we will analyze the influence of the Hardy potential in the following fractional parabolic
problem, 

ut + (−∆)su = λ
u

|x|2s
+ cf in Ω× (0, T ),

u(x, t) > 0 in Ω× (0, T ),
u(x, t) = 0 in (RN \ Ω)× [0, T ),
u(x, 0) = u0(x) if x ∈ Ω,

whereN > 2s, s ∈ (0, 1), c, λ > 0, andu0 ≥ 0, f ≥ 0 are in a suitable class of functions. We will see
that the best constantΛN,s in the fractional Hardy inequality provides the threshold between existence and
nonexistence of positive solutions to this problem, in the spirit of the results obtained by Baras and Goldstein
in [2]. Moreover, we will find the optimal summability conditions onu0 andf in order to have solvability.
These results will require to prove a weak Harnack inequality for a weighted operator that naturally arises
from the Hardy potential.
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Analyticity up to the boundary of analytic linear parabolic problems
and applications to observations over measurable sets.

Santiago Montaner1, Luis Escauriaza1, Can Zhang2

In the talk I will explain new quantitative estimates on the space-time analyticity of solutions to parabolic
IVBP problems withL2 initial data. The main features of these estimates are that:

i) they provide a time-independent lower bound for the radius of convergence in the space variable for
the Taylor series of solutions,

ii) they hold up to the boundary of the domain in which we solve the parabolic problem.



The motivation for this quantification of analyticity stems from the application of the telescopic series
method to prove observability inequalities over interior or boundary measurable sets for higher order equa-
tions or systems with variable coefficients. These observations are new even for the case of observations
over open sets. As a drawback, we must require the coefficients to be space-time analytic and the boun-
dary to be globally analytic. For second order equations the regularity hypothesis of the coefficients and
boundary can be relaxed.
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Non-splat singularity for the one-phase Muskat Problem
Tania Pernas-Castaño1

El problema de Muskat modela la evolución de la interfase entre dos fluidos inmiscibles de diferente
naturaleza en un medio poroso. Tras una breve introducción del problema en el marco de las singularidades
en tiempo finito, el objetivo de la charla es demostrar la no existencia de singularidades de tipo splat.
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Estimación de estabilidad para el operador de Schrödinger con
término magnético

L. Potenciano1

SeaΩ ⊂ Rn, n ≥ 3, un conjunto abierto y acotado con fronteraC∞, consideramos el operador de
Schrödinger con término magnéticoLA,q(x,D) : H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) → L2(Ω), definido por

LA,q(x,D) :=
n∑

j=1

(Dj + Aj(x))2 + q(x) = D2 + A ·D + D ·A + A2 + q,

dondeD = −i∇, A = (Aj)
n
j=1 ∈ C2

(
Ω; Rn

)
es el término magnético yq ∈ L∞ (Ω) es el potencial

eléctrico. Si suponemos que0 no es un autovalor deLA,q, entonces el siguiente mapa, denominado de
Dirichlet-Neumann (DN), esta bien definido

∧A,q : H1/2(∂Ω) → H−1/2(∂Ω) , ∧A,qf := (∂η + iA · η) u|∂Ω ,



dondeη es la normal exterior unitaria deΩ y u es solución del siguiente problema de Dirichlet{
LA,qu = 0, enΩ,
u = f ∈ H1/2(∂Ω).

El problema inverso que se estudia en [1] es la determinación deA y q a partir del conocimiento de∧A,q.
Mas precisamente: seax0 ∈ Rn \ ch(Ω), dondech(Ω) denota la cápsula convexa deΩ y definimos los
conjuntos:

∂Ω+ = {x ∈ ∂Ω : (x− x0) · η(x) > 0} , ∂Ω− = {x ∈ ∂Ω : (x− x0) · η(x) ≤ 0} .

SeaB una vecindad de∂Ω− y supongamos que

∧A1,q1f(x) = ∧A2,q2f(x) ∀ x ∈ B , ∀ f ∈ H1/2(∂Ω),

entoncesdA1 = dA2 y q1 = q2.
En esta charla estudiamos la estimación de estabilidad correspondiente al resultado de unicidad obte-

nido en [1], descrito líneas arriba. La estimación que obtenemos es del tipo log-log. Para esto construimos
soluciones especiales del operadorLA,q. Enchufamos estas soluciones en una identidad que, vía fórmula
de Green, relaciona integrales enΩ con integrales en∂Ω. Seguidamente y de manera natural aparece en
nuestras estimaciones la transformada geodésica atenuada, en este paso usamos los resultados obtenidos en
[2]. Este trabajo forma parte de mi tesis doctoral bajo la supervisión del Dr. Alberto Ruiz Gonzalez.
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ODE solutions for the fractional Laplacian equations arising in
conformal geometry

Azahara de la Torre Pedraza1, María del Mar González1, Manuel del Pino2, Jun-Cheng Wei3

We construct some ODE solutions for the fractional Yamabe problem in conformal geometry. The frac-
tional curvature, a generalization of the usual scalar curvature, is defined from the conformal fractional
Laplacian, which is a non-local operator constructed on the conformal infinity of a conformally compact
Einstein manifold. These ODE solutions are a generalization of the usual Delaunay and, in particular, solve
the fractional Yamabe problem

(−∆)γu = cn,γu
n+2γ
n−2γ , u > 0 in rn\{0},



with an isolated singularity at the origin. This is a fractional order ODE for which new tools need to be
developed. The key of the proof is the computation of the fractional Laplacian in polar coordinates.
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