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Teorema (Lyubich)

Si existe una inmersién isométrica de (7(C) en £3(C) entonces
g=2ype?2N

Dada una isometria f de £3'(C) en £;(C) entonces

y se cumple
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Férmulas de cuadratura

Una identidad elemental nos da:

x,x)P/? = m,p , x)|Pda(y),
(x, x)P c,/S<y Pdo(y)

y por tanto

Teorema

Existe una inmersidn isométrica de £5'(C) en (3(C) si y solo si
existe una coleccion de n puntos {v,}] € S y unos coeficientes
positivos wy tales que

S (ko x) Pk = /S y,x)Pdo(y)  x €65,
k=1

Esta férmula es exacta para los polinomios de la forma
Px(y) = [{y, x)|P
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El espacio proyectivo y sus vectores propios

Identificamos el espacio proyectivo CP™~! con los puntos
S={ze€ C™:|z|| =1} con la relacién de equivalencia z ~ w si
z=awconaeC:|of=1.

Los polinomios p, son funciones en CP™~. Denotamos por
®(m, p) al espacio de funciones generado por los polinomios py.
Hay dos descripciones del espacio ®(m, p):

» Son polinomios en R?™ absolutamente homogéneos de grado
p, es decir, p(ax) = p(x)|a|? Vx € C", a € C.

» Es el subespacio de funciones en L?(CP™~!) generado por los
vectores propios del Laplaciano en CP™~1 con valor propio
inferior a p.
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Tenemos pues que la existencia de una inmersién isométrica de /5
en (g es equivalente a la existencia de una formula de cuadratura
con n puntos xi,...,x, € CP™ 1,

f= kawk,
L. > (s)

para todo f € ®(m, p).

Definicién

Un disefio proyectivo es una férmula de cuadratura proyectiva
donde todos los pesos son iguales, es decir

JED



Disenos en variedades de Riemann

Nos planteamos un problema de construir disefios en una variedad
de Riemann compacta M.

Definicién
Una coleccion de puntos {xi,...,x,} C M es un p-disefio si

/Mf(x ) dV/(x fok

para toda funcion f € ®(M, p), donde (M, p) es el subespacio de
L2(M) generado por vectores propios del Laplaciano con valor
propio menor que p.

El objetivo es construir disefios para cada M y p con control sobre
el nimero de puntos n en funcién de p y M.
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Los autores mencionados construyen disefios en la esfera M = S¢,
con las buenas cotas de n. Veamos como su esquema se adapta
también a M = CP™ 1.
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El esquema de Bondarenko, Radchenko y Viazovska

Los autores mencionados construyen disefios en la esfera M = S¢,
con las buenas cotas de n. Veamos como su esquema se adapta
también a M = CP™ 1.

Sea H el subespacio de ®(M, p) de funciones con integral 0. Un
conjunto {x1,...,xp} C M es un p-disefio si

1 n
0= ;Zf(xk), Vf € H.
k=1

Como H es un espacio de Hilbert con niicleo reproductor para
todo x € M, existe un tnico Gy € H tal que f(x) = (f, Gx).
Buscamos {x1,...,x,} C M tales que

Gy + -+ Gy, =0.
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Un resultado de topologia

Un teorema de la teoria del grado de Brouwer:

Teorema
S5i Q2 C R" es un abierto acotado t.q. 0 € Q y L : Q — R" es
continua tal que (x, L(x)) > 0 para toda x € 9 entonces existe

un x € Q con L(x) = 0.

Aplicaremos este teorema al conjunto

Q={feH / IVf| < 1}.
M
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La estrategia

Intentaremos construir una aplicacién continua X : H — M" tal
que para todo f € 02 tenemos

S X)) > 0
k=1

Si lo conseguimos, entonces definimos L : H — H asi

f)= Z GXk(f)
k=1

Como (f, L(f)) = > p_; f(Xk(f)) > 0 para funciones f € 9Q
entonces existe g € Q tal que L(g) = 0. Los puntos yx = Xk(g)
son un disefio pues

Gy + -+ Gy, = L(g) = 0.
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La estrategia |l

Para cada f € 092 hemos de encontrar puntos X(f) tales que

> F(X(F) > 0.
k=1

Empezamos encontrando puntos universales xi, ..., X, tales que

para toda f € 90f)
1 n
" Z f(xk)
k=1

sea pequeno. Esto se consigue haciendo una particién de M en n
regiones de igual volumen y didmetro del orden de n=1/9 y
tomando un punto en cada regién.




La perturbacion codiciosa

Finalmente perturbamos los puntos xi, ..., x, hacia unos puntos
Xi(f),..., Xn(f), integrando el campo Y = Vf/|Vf| durante un
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La perturbacion codiciosa

Finalmente perturbamos los puntos xi, ..., x, hacia unos puntos
Xi(f),..., Xn(f), integrando el campo Y = Vf/|Vf| durante un
tiempo corto tomando como puntos iniciales xi, ..., x,.Esto
consigue incrementar la cantidad

S FOus))
k=1

Si el tiempo es corto, entonces los puntos perturbados

y1(S), ..., yn(s) todavia estan en la particién en regiones de igual
volumen inicial. Esto es crucial, pues en dicho caso si n es
suficientemente grande tenemos que y1(s), ..., yn(s) satisfacen:

1
LS V)| ~ / V| =1.
n P M
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