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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

TEOREMA DE BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sean X e Y dos espacios compactos Hausdorff y sean C(X) y
C(Y) los correspondientes espacios de funciones continuas
valoradas en el cuerpo de escalares. Se verifica que C(X) y
C(Y) son linealmente isométricos si y solo si X e Y son
homeomorfos.

En las condiciones del teorema, dada cualquier isometria lineal
y sobreyectiva T : C(X) — C(Y) existen un homeomorfismo
¢ : Y — X yunaaplicacion g : Y — K unimodular tales que
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 15, EROBLERIA BEIL DIIFIRE
CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

RESULTADOS DEL TIPO BANACH-STONE

e Jerison (1950): Caso biyectivo vectorial

TEOREMA

Sean X e Y dos espacios topoldgicos compactos Hausdorff y
sean E y F dos espacios de Banach tales que F es redondo.
Existe una isometria lineal y sobreyectiva

T :C(X,E) — C(Y,F) siy sdlo si existen un homeomorfismo
¢ : Y — X yuna aplicacion H : Y — Isom(E, F) tales que

Ti(y) = H(y)f(e(y))
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

RESULTADOS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

e Holsztynski (1966): Caso inyectivo escalar

TEOREMA

Sean X e Y dos espacios topoldgicos compactos Hausdorff.
Existe una isometria lineal T : C(X) — C(Y') si y solo si existen
un subespacio cerrado Yy C Y, una aplicacion continua y
sobreyectiva ¢ : Yo — X y una aplicacion g € C(Y') unimodular
tales que

siy €Y.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

RESULTADOS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

e Jeang y Wong (2003): Caso inyectivo vectorial

TEOREMA

Sean X e Y dos espacios topoldégicos compactos Hausdorff y
sean E y F dos espacios de Banach tales que F es redondo.
Existe una isometria lineal T : C(X,E) — C(Y, F) si y solo si
existen un subespacio cerrado Yy C Y, una aplicacion continua
y sobreyectiva ¢ : Yo — X y una aplicacion H : Yo — CL(E, F)
tales que

Ti(y) = H(y)f(e(y))

siy € Y.

Si F no es redondo el resultado no es cierto.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 151 FROTLINA DL BLRIITE
CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

RESULTADOS DEL TIPO BANACH-STONE

e Moreno-Galindo y Rodriguez-Palacios (2005): Caso
bilineal

TEOREMA

Sean X, Y, Z tres espacios topoldgicos compactos Hausdorff.
Si existe una aplicacion bilineal T : C(X) x C(Y) — C(Z) tal que
| T(f,9)ll = |Ifllllgllentonces existen una aplicacion o € C(Z)
unimodular, un subespacio cerrado Zy € Z y una aplicacion
continuat:Zy — X x Y delaformat = (4, ) tales que

T(f,9)(2) = «(2)f(t:(2))9(&(2))
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

EL DIAMETRO

Sean X un espacio topologico compacto, Hausdorff y V un
espacio de Banach. Si f € C(X, V) se define el diametro de f

como p(f) = sup{|| f(x) — f(y) [l: x,y € X}
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

EL DIAMETRO

Sean X un espacio topologico compacto, Hausdorff y V un
espacio de Banach. Si f € C(X, V) se define el diametro de f

como p(f) = sup{|| f(x) — f(y) [l: x,y € X}
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

EL DIAMETRO

Sean X un espacio topologico compacto, Hausdorff y V un
espacio de Banach. Si f € C(X, V) se define el diametro de f

como p(f) = sup{|| f(x) — f(y) [l: x,y € X}

x La aplicacion p es una seminorma en C(X, V).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

EL DIAMETRO

Sean X un espacio topologico compacto, Hausdorff y V un
espacio de Banach. Si f € C(X, V) se define el diametro de f

como p(f) = sup{|| f(x) — f(y) [l: x,y € X}

x La aplicacion p es una seminorma en C(X, V).
Sea ¢y el subespacio vectorial de C(X, V) formado por las
funciones constantes.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

EL DIAMETRO

Sean X un espacio topologico compacto, Hausdorff y V un
espacio de Banach. Si f € C(X, V) se define el diametro de f

como p(f) = sup{|| f(x) — f(y) [l: x,y € X}

x La aplicacion p es una seminorma en C(X, V).

Sea ¢y el subespacio vectorial de C(X, V) formado por las
funciones constantes.

« La aplicacion p es una norma completa en C(X, V)/¢y.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

Sea T : C(X,V) — C(Y,Z) una aplicacion lineal que conserva
los diametros.

[m] = = = =

= vaw



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sea T : C(X,V) — C(Y,Z) una aplicacion lineal que conserva
los diametros.
Consideremos la aplicacion:

A

T (C(X,V)/Ev,p) — (C(Y,2)/¢z,p)
definida por T([f]) = [Tf]
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sea T : C(X,V) — C(Y,Z) una aplicacion lineal que conserva
los diametros.
Consideremos la aplicacion:

A

T (C(X.V)/Ev.p) — (C(Y.2)/Ez.p)

definida por T([f]) = [Tf]

«T esta bien definida: [f] = [g] < p(f —g) =0 < p(T(f - g)) =
0& p(Tf—Tg) =0« [Tf]=[Tg]

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sea T : C(X,V) — C(Y,Z) una aplicacion lineal que conserva
los diametros.
Consideremos la aplicacion:

A

T: (C(Xv V)/§V7 p) — (C(Yv Z)/&Za P)

definida por T([f]) = [Tf]

«T esta bien definida: [f] = [g] < p(f —g) =0 < p(T(f - g)) =
0 p(Tf—Tg) =0« [Tf] =[Tg]

«T es lineal ya que T lo es.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sea T : C(X,V) — C(Y,Z) una aplicacion lineal que conserva
los diametros.

Consideremos la aplicacion:

T (C(X,V)/ev.p) — (C(Y.Z)/Ez.p)

definida por T([f]) = [Tf]

«T esté bien definida: [f] = [g] < p(f — 9) = 0 < p(T(f — g)) =
0« p(Tf—Tg) =0« [Tf] =[T9]

«T es lineal yaque T lo es.

«T es isometria: p(T[f]) = p([Tf]) = p(TF) = p(f) = p([f])
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sea T : C(X,V) — C(Y,Z) una aplicacion lineal que conserva
los diametros.

Consideremos la aplicacion:

T (C(X,V)/ev.p) — (C(Y.Z)/Ez.p)

definida por T([f]) = [Tf]

«T esté bien definida: [f] = [g] < p(f — 9) = 0 < p(T(f — g)) =
0 p(TF—Tg) =0« [Tf] = [Tg]

«T es lineal yaque T lo es.

+«T es isometria: p(T[f]) = p([Tf]) = p(Tf) = p(f) = p([f])

x Si T es sobreyectiva, T lo es.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sea T : C(X,V) — C(Y,Z) una aplicacion lineal que conserva
los diametros.

Consideremos la aplicacion:

T2 (C(X,V)/Ev.p) — (C(Y.2)/¢2,p)

definida por T([f]) = [Tf]

«T esté bien definida: [f] = [g] < p(f — 9) = 0 < p(T(f — g)) =
0 p(TF—Tg) =0« [Tf] = [Tg]

«T es lineal yaque T lo es.

«T es isometria: p(T[f]) = p([Tf]) = p(TF) = p(f) = p([f])

x Si T es sobreyectiva, T lo es.

No tiene sentido hablar de [f](x), pero si lo tiene hablar de
[fl(x — x") := f(x) — f(x)).

[f] queda determinada si fijamos xo y conocemos f(x — Xp)
para cada x de X.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

RESULTADOS RELEVANTES

e Cabello (1999)

TEOREMA

Sea X un espacio topologico compacto Hausdorff. Existe una
biyeccion lineal T : C(X) — C(X) que preserva los diametros si
y sélo si existen un homeomorfismo ¢ : X — X, una aplicacion
lineal 11 : C(X) — K y un escalar - de modulo 1 tal que

u(1x) + 7 # 0 de forma que Tf = 7f o p + u(f)1x para cada

f e C(X).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

RESULTADOS RELEVANTES

e Aizpuru y Rambla (2005)

Sean X, Y dos espacios topoldgicos compactos Hausdorff con
al menos tres puntos y sean V' y Z dos espacios de Banach
linealmente isométricos. Existe una biyeccion lineal que
preserva los diametros de C(X, V) enC(Y,Z) siysolosiXeY
son homeomorfos.
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Ex(Bx-+)- Puntos extremos de la bola unidad X*.
EN(Bx-)- Puntos extremos que alcanzan la norma de la bola
unidad de X*.

SiM = (C(X,V),| - |), entonces

Ex(Bp+) = {v*dx : v* € Ex(By+),x € X}.

Si M es un subespacio de (C(X, V),| - ||~), entonces
Ex(Buy+) C {v*ox|m : v* € Ex(By+),x € X}.

SiM = (C(X, V)/¢y, p), entonces
Ex(Bp+) = {v*(0x, — 0x,) : V* € EX(By+), X1, X2 € X, X1 # Xo}.
Si M es un subespacio de (C(X, V) /&y, p), entonces

Ex(Bp+) C{Vv*(6x, —Ox)|m : V* € EX(By+), X1, X2 € X, X1y # Xo}.
~ MONTSERRATTAMAYORIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

PUNTOS EXTREMOS

Ex(Bx-+)- Puntos extremos de la bola unidad X*.
EN(Bx-)- Puntos extremos que alcanzan la norma de la bola
unidad de X*.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

PUNTOS EXTREMOS

Ex(Bx-+)- Puntos extremos de la bola unidad X*.
EN(Bx-)- Puntos extremos que alcanzan la norma de la bola
unidad de X*.

PROPOSICION

SiM=(C(X,V),| - |l), entonces
Ex(By+) = {v*dx : v* € Ex(By~),x € X}.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

PUNTOS EXTREMOS

Ex(Bx-+)- Puntos extremos de la bola unidad X*.
EN(Bx-)- Puntos extremos que alcanzan la norma de la bola
unidad de X*.

PROPOSICION

SiM=(C(X,V),| - |l), entonces

Ex(By+) = {v*dx : v* € Ex(By~),x € X}.

Si M es un subespacio de (C(X, V), | - ||«), entonces
Ex(Buy) C {v*ox|m : v* € Ex(By+),x € X}.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

PUNTOS EXTREMOS

Ex(Bx-+)- Puntos extremos de la bola unidad X*.
EN(Bx-)- Puntos extremos que alcanzan la norma de la bola
unidad de X*.

PROPOSICION

SiM=(C(X,V),| - |l), entonces

Ex(By+) = {v*dx : v* € Ex(By~),x € X}.

Si M es un subespacio de (C(X, V), | - ||«), entonces
Ex(Buy) C {v*ox|m : v* € Ex(By+),x € X}.

PROPOSICION

SiM = (C(X,V)/¢y, p), entonces
Ex(By+) = {v*(0x, — dx,) : V* € EX(By~),X1,X2 € X, X1 # Xo}.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

PUNTOS EXTREMOS

Ex(Bx-+)- Puntos extremos de la bola unidad X*.
EN(Bx-)- Puntos extremos que alcanzan la norma de la bola
unidad de X*.

PROPOSICION

SiM=(C(X,V),| - |l), entonces

Ex(By+) = {v*dx : v* € Ex(By~),x € X}.

Si M es un subespacio de (C(X, V), | - ||«), entonces
Ex(Buy) C {v*ox|m : v* € Ex(By+),x € X}.

PROPOSICION

SiM = (C(X,V)/¢y, p), entonces

Ex(By+) = {v*(0x, — dx,) : V* € EX(By~),X1,X2 € X, X1 # Xo}.
Si M es un subespacio de (C(X, V)/&v, p), entonces

Ex(By+) C{v*(0x, —Ox,)|m : V* € EX(By+), X1, X2 € X, X1 # Xo}.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

TEOREMA

Sean X, Y dos espacios topologicos compactos, Hausdorff y
seanV, Z dos espacios de Banach tales que Z es redondo y
verifica que si z;, z; € EN(Bz+) y ||z{ + z3|| = 2 entonces

|zi — z5|| < 1. Existe una biyeccion lineal que preserva los
diametros T : C(X,V) — C(Y,Z) siy solo siX e Y son
homeomorfos y V, Z son isométricos. En esta situacion existen
un homeomorfismo ¢ : Y — X, una isometria lineal y
sobreyectiva G : V — Z y una aplicacion lineal

L:C(X,V) — Ztalesque sif e C(X,V) ey €Y entonces

TH(y) = G(f(¢(¥))) + L(f)-
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T:C(X,V) — C(Y,Z) lineal, sobreyectiva, conserva
didmetros.

Consideremos T* : (C(Y,Z)/¢z,p)* — (C(X,V)/Ev, p)*
T* es isometria lineal y sobreyectiva

z* € Ex(Bz+), 1,2 € Y, existen v* € Ex(By~), X1, X2 € X:
Tz (0y, — 0y,) = V*(0x; — Oxy)

z* € EN(Bz-) < v* € EN(By-~).

Consideramos T*~'. Si x, X', x; € Xy v* € EN(By-):

T**‘ V¥(ox — 0x,) = Z{(6y — dy,)

T =1 0y — 0x,) = 25(8y, — by,)

Y. Y1.¥2,¥3 €Y, 2,25 € EN(Bz-)

Dados x; € X, v* € EN(By-), existen y; € Y, z* € EN(Bz-),
tales que para cada x € X'\ {x{} existe y € Y\ {y1} que
verifica 7+ 1v*(6, — dx ) = Z*(dy — dy,)

40> 4F>r «=)r « > = Q¥



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

T:C(X,V) — C(Y,Z) lineal, sobreyectiva, conserva
didmetros. A
Consideremos T* : (C(Y,Z)/éz,p) — (C(X,V)/&v, p)*
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 15, RO BEL DIERTERG
CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

T:C(X,V) — C(Y,Z) lineal, sobreyectiva, conserva

diametros. A
Consideremos T+ : (C(Y,Z)/z,p)" — (C(X.V)/€v. p)*
T* es isometria lineal y sobreyectiva
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 15, EROBLERIA BEIL DISIFIRE

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

T:C(X,V) — C(Y,Z) lineal, sobreyectiva, conserva
didmetros.

Consideremos T* : (C(Y,Z)/¢z,p)* — (C(X,V)/Ev, p)*
T* es isometria lineal y sobreyectiva

z* € Ex(Bz), y1,¥2 € Y,
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 15, EROBLERIA BEIL DISIFIRE

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

T:C(X,V) — C(Y,Z) lineal, sobreyectiva, conserva
diametros.

Consideremos T* : (C(Y,Z)/¢z,p)* — (C(X,V)/Ev, p)*
T* es isometria lineal y sobreyectiva

Z' e Ex(Bz+),y1,y2 € Y, existen v* € Ex(By+), x1, X2 € X:
T*Z*(6Y1 - 6}’2) = V*(5X1 - 5X2)
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 15, EROBLERIA BEIL DISIFIRE

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

T:C(X,V) — C(Y,Z) lineal, sobreyectiva, conserva
didmetros.

Consideremos T* : (C(Y,Z)/¢z,p)* — (C(X,V)/Ev, p)*
T* es isometria lineal y sobreyectiva

Z' e Ex(Bz+),y1,y2 € Y, existen v* € Ex(By+), x1, X2 € X:
T*Z*(6Y1 - 6}’2) = V*(5X1 - 5X2)

z* € EN(Bz+) < v* € EN(By~).

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 15 FROTLINA DL BLRIITE
CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

T:C(X,V) — C(Y,Z) lineal, sobreyectiva, conserva
didmetros.

Consideremos T* : (C(Y,Z)/¢z,p)* — (C(X,V)/Ev, p)*
T* es isometria lineal y sobreyectiva

Z' e Ex(Bz+),y1,y2 € Y, existen v* € Ex(By+), x1, X2 € X:
Tz *(6}’1 6}’2) = V*(5X1 5X2)

Z* € EN(Bz+) & v* € EN(BV*)

Consideramos T*~1. Si x,x’, x; € X y v* € EN(By-):
Z-* "V (0x — 0x) = Z{(3y — by,)

T (0x = bx) = 25(3y, — Oys)

Y. Yi. ¥, ¥3 € Y, 2,25 € EN(Bz+)

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 15 FROTLINA DL BLRIITE
CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

T:C(X,V) — C(Y,Z) lineal, sobreyectiva, conserva
didmetros.

Consideremos T* : (C(Y,Z)/¢z,p)* — (C(X,V)/Ev, p)*
T* es isometria lineal y sobreyectiva

Z' e Ex(Bz+),y1,y2 € Y, existen v* € Ex(By+), x1, X2 € X:
Tz *(6}’1 6}’2) = V*(5X1 5X2)

Z* € EN(Bz+) & v* € EN(BV*)

Consideramos T*~1. Si x,x’, x; € X y v* € EN(By-):
Z-* "V (0x — 0x) = Z{(3y — by,)

T (0x = bx) = 25(3y, — Oys)

Y. Yi. ¥, ¥3 € Y, 2,25 € EN(Bz+)

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

T:C(X,V) — C(Y,Z) lineal, sobreyectiva, conserva
didmetros.

Consideremos T* : (C(Y,Z)/¢z,p)* — (C(X,V)/Ev, p)*
T* es isometria lineal y sobreyectiva

Z' e Ex(Bz+),y1,y2 € Y, existen v* € Ex(By+), x1, X2 € X:
Tz *(6}’1 6}’2) - V*(5X1 5X2)

Z* € EN(Bz+) & v* € EN(BV*)

Consideramos T*~1. Si x,x’, x; € X y v* € EN(By-):

Z-* "V (0x — 0x) = Z{(3y — by,)

T (0x = bx) = 25(3y, — Oys)

Y. y1.¥e,y3 € Y, 2,23 € EN(Bz-)

Dados x; € X, v* € EN(By-), existen y; € Y, z* € EN(Bz-),
tales que para cada x € X'\ {x1} existe y € Y\ {y1} que
verifica T~ 1v*(6y — &y, ) = 2*(6, — dy,)

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



En la situacion anterior, si denotamos y; = t(x1),y = t(x),
tenemos:
e t es una biyeccion de X en Y. Llamemos ¢ a su inversa (Es
sencillo demostrar que ¢ es continua).
e t no depende de v*.
e F: EN(Bz.) — EN(By-) biyeccion.
Siz* € EN(Bz+), y1,y2 € Y,
T*Z*((Sy1 o (5}/2) o F(Z*)((5¢(Y1) o 5»;()’2))'
Sean f,f' € C(X, V) tales que
(1)) — He(y2)) = (1)) — Fe(y2)) para y1,y2 € Y.
Para cada z* € EN(Bz-),
7—*2*((5}/1 o (§y2)f o F(Z*)((E’:(%) o (\57:(}/2))]‘ o
F(Zv)((ip(yw) o (5¢(Y2))f/ - T*Z*((sy1 o (gyz)f/.
Asi pues, Tf(y1) — Tf(y2) = Tf'(y1) — Tf'(y2).
Definimos G : V — Z por G(v) = Tf(yy) — Tf(y2) siy sélo si
f(\f;(y‘]))if(ﬁj(yz)):v «A40O0>» «Fr «=)» « =)



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

En la situacion anterior, si denotamos y; = t(xq),y = t(x),
tenemos:

e t es una biyeccion de X en Y. Llamemos ¢ a su inversa (Es
sencillo demostrar que ¢ es continua).

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

En la situacion anterior, si denotamos y1 = t(x1),y = t(x),
tenemos:
e t es una biyeccion de X en Y. Llamemos ¢ a su inversa (Es
sencillo demostrar que ¢ es continua).
e t no depende de v*.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

En la situacion anterior, si denotamos y1 = t(x1),y = t(x),
tenemos:
e t es una biyeccion de X en Y. Llamemos ¢ a su inversa (Es
sencillo demostrar que ¢ es continua).
e t no depende de v*.
e F: EN(Bz:) — EN(By-) biyeccion.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 15 FROTLINA DL BLRIITE
CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

En la situacion anterior, si denotamos y; = t(xq),y = t(x),
tenemos:

e t es una biyeccion de X en Y. Llamemos ¢ a su inversa (Es
sencillo demostrar que ¢ es continua).
e t no depende de v*.
e F: EN(Bz-) — EN(By-) biyeccion.
Siz* € EN(Bz:),y1,y2 € Y,
T72%(0y, = by,) = F(Z)(Op(s1) = Oip())-

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

En la situacion anterior, si denotamos y; = t(xq),y = t(x),
tenemos:
e t es una biyeccion de X en Y. Llamemos ¢ a su inversa (Es
sencillo demostrar que ¢ es continua).
e t no depende de v*.
e F: EN(Bz:) — EN(By-) biyeccion.
Siz* € EN(Bz:),y1,y2 € Y,
17z(by, — by,) = F(Z")(0p(y1) = S(y))-
Sean f,f' € C(X, V) tales que
fle(y1)) — fe(y2)) = Fe(y1)) — F(e(y2)) Para y1,y2 € Y.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

En la situacion anterior, si denotamos y; = t(xq),y = t(x),
tenemos:

e t es una biyeccion de X en Y. Llamemos ¢ a su inversa (Es
sencillo demostrar que ¢ es continua).
e t no depende de v*.
e F: EN(Bz:) — EN(By-) biyeccion.
Siz* € EN(Bz:),y1,y2 € Y,
17z(by, — by,) = F(Z")(0p(y1) = S(y))-
Sean f,f' € C(X, V) tales que
fe(y1)) — f(e(y2)) = Fe(y1)) — F(e(y2)) para y1,y2 € Y.
Para cada z* € EN(Bz-),
T7z%(0y, — oy, )f = F(Z*)(éw(}ﬁ) — Oy(y))f =
F(Z*)((S@(h) - 580(}’2))’” = T*Z*(6Y1 - 5Y2)f/-

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

En la situacion anterior, si denotamos y; = t(xq),y = t(x),
tenemos:
e t es una biyeccion de X en Y. Llamemos ¢ a su inversa (Es
sencillo demostrar que ¢ es continua).
e t no depende de v*.
e F: EN(Bz:) — EN(By-) biyeccion.
Siz* € EN(Bz:),y1,y2 € Y,
17z(by, — by,) = F(Z")(0p(y1) = S(y))-
Sean f,f' € C(X, V) tales que
fe(y1)) — f(e(y2)) = Fe(y1)) — F(e(y2)) para y1,y2 € Y.
Para cada z* € EN(Bz-),
T7z%(0y, — oy, )f = F(Z*)(éw(}ﬁ) — Oy(y))f =
F(Z*)(0py1) = Spyo))f = T727(8y, = dy,)F"
Asipues, Tf(y1) — Tf(y2) = Tf'(y1) — TF' (y2).

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

En la situacion anterior, si denotamos y; = t(xq),y = t(x),
tenemos:
e t es una biyeccion de X en Y. Llamemos ¢ a su inversa (Es
sencillo demostrar que ¢ es continua).
e t no depende de v*.
e F: EN(Bz:) — EN(By-) biyeccion.
Siz* € EN(Bz+),y1,)2 € Y,
17z(by, — by,) = F(Z")(0p(y1) = S(y))-
Sean f,f' € C(X, V) tales que
fe(y1)) — f(e(y2)) = Fe(y1)) — F(e(y2)) para y1,y2 € Y.
Para cada z* € EN(Bz-),
T7z7(8y, — dy,)f = F(Z*)(éw(}ﬁ) - 5@(Y2))f =
F(,Z*)((S@(h) - 580(}’2))’” = T*Z*(6Y1 - 5Y2)f/-
Asi pues, Tf(y1) — Tf(y2) = Tf'(y1) — TF(y2).
Definimos G: V — Z por G(v) = Tf(yq) — Tf(y2) siy solo si
fle(y1)) — He(y2)) = v.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

En la situacion anterior, si denotamos y; = t(xq),y = t(x),
tenemos:
e t es una biyeccion de X en Y. Llamemos ¢ a su inversa (Es
sencillo demostrar que ¢ es continua).
e t no depende de v*.
e F: EN(Bz:) — EN(By-) biyeccion.
Siz* € EN(Bz+),y1,)2 € Y,
17z(by, — by,) = F(Z")(0p(y1) = S(y))-
Sean f,f' € C(X, V) tales que
fe(y1)) — f(e(y2)) = Fe(y1)) — F(e(y2)) para y1,y2 € Y.
Para cada z* € EN(Bz-),
T7z7(8y, — dy,)f = F(Z*)(éw(}ﬁ) - 5@(Y2))f =
F(,Z*)((S@(h) - 580(}’2))’” = T*Z*(6Y1 - 5Y2)f/-
Asi pues, Tf(y1) — Tf(y2) = Tf'(y1) — TF(y2).
Definimos G: V — Z por G(v) = Tf(yq) — Tf(y2) siy solo si
fle(y1)) — He(y2)) = v.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



Para cada z* € EN(Byz-), se tiene:

Z*(G(v)) = z*(TH(y1) — TH(y2)) = F(2°)(F(e(¥1)) — f(2(y2))) =
F(z*)(v).

G es una isometria lineal y sobreyectiva tal que

G*(z*) = F(z¥).

G no depende de y1, y».Paracada f € C(X, V), y1,)o € Y

Ti(y1) = TH(y2) = G(f(v(11)) — f(e(¥2)))

Definimos S: C(X, V) — C(Y, Z) por Sf(y) = G(f(¢(y)))
Si f € C(X, V), entonces [Tf] = [Sf], asi pues, existira z € Z,
que denotaremos por Lf, tal que, paracada y € Y:

T(y) = G(f(¢(y))) + Lt

L es una aplicacion lineal de C(X, V) en Z que sera continua si
y sblo si T lo es.

40> 4F>r «=)r « > = Q¥



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Para cada z* € EN(Bz-), se tiene:

z*(G(v)) = z*(TH(y1) — TH(y2)) = F(2)(F(e(y1)) — F(0(¥2))) =
F(z*)(v).

G es una isometria lineal y sobreyectiva tal que

G*(z*) = F(z¥).

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Para cada z* € EN(Bz-), se tiene:

z*(G(v)) = z*(TH(y1) — TH(y2)) = F(2)(F(e(y1)) — F(0(¥2))) =
F(z*)(v).

G es una isometria lineal y sobreyectiva tal que

G*(z*) = F(z¥).

G no depende de y1, yo.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Para cada z* € EN(Bz-), se tiene:

z*(G(v)) = z*(TH(y1) — TH(y2)) = F(2)(F(e(y1)) — F(0(¥2))) =
F(z*)(v).

G es una isometria lineal y sobreyectiva tal que

G*(z*) = F(z¥).

G no depende de yy, yo.Paracada f e C(X, V), y1,y2 € Y

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 15 FROTLINA DL BLRIITE
CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

Para cada z* € EN(Bz-), se tiene:

z*(G(v)) = z*(TH(y1) — TH(y2)) = F(Z")(F(e(y1)) — F(e(y2))) =
F(z*)(v).

G es una isometria lineal y sobreyectiva tal que

G*(z*) = F(z¥).

G no depende de yy, yo.Paracada f e C(X, V), y1,y2 € Y

Tf(y1) — TH(y2) = G(f(#()1)) — 1(#(¥2)))

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Para cada z* € EN(Bz-), se tiene:

z*(G(v)) = z(TH(y1) — TH(y2)) = F(2°)(f(e(11)) — (v()2))) =
F(z*)(v).

G es una isometria lineal y sobreyectiva tal que

G*(z*) = F(z¥).

G no depende de yy, yo.Paracada f e C(X, V), y1,y2 € Y

Tf(y1) = TH(y2) = G(f(o(y1)) — f(e(y2)))
Definimos S: C(X, V) — C(Y,Z) por Sf(y) = G(f(¢(y)))

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Para cada z* € EN(Bz-), se tiene:

z*(G(v)) = z(TH(y1) — TH(y2)) = F(2°)(f(e(11)) — (v()2))) =
F(z*)(v).

G es una isometria lineal y sobreyectiva tal que

G*(z*) = F(z¥).

G no depende de yy, yo.Paracada f e C(X, V), y1,y2 € Y

Tf(y1) — TH(y2) = G(f(#()1)) — 1(#(¥2)))

Definimos S: C(X, V) — C(Y,Z) por Sf(y) = G(f(¢(y)))
Si f € C(X, V), entonces [Tf] = [Sf], asi pues, existird z € Z,
que denotaremos por Lf, tal que, paracada y € Y:

TH(y) = G(f((y))) + Lf

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Para cada z* € EN(Bz-), se tiene:

z*(G(v)) = z(TH(y1) — TH(y2)) = F(2°)(f(e(11)) — (v()2))) =
F(z*)(v).

G es una isometria lineal y sobreyectiva tal que

G*(z*) = F(z¥).

G no depende de yy, yo.Paracada f e C(X, V), y1,y2 € Y

Tf(y1) — TH(y2) = G(f(#()1)) — 1(#(¥2)))

Definimos S: C(X, V) — C(Y,Z) por Sf(y) = G(f(¢(y)))
Si f € C(X, V), entonces [Tf] = [Sf], asi pues, existird z € Z,
que denotaremos por Lf, tal que, paracada y € Y:

TH(y) = G(f((y))) + Lf

L es una aplicacion lineal de C(X, V) en Z que sera continua si
y sblo si T lo es.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

CASO LOCALMENTE COMPACTO

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

TEOREMA

Sean X, Y dos espacios topoldgicos localmente compactos, no
compactos, Hausdorff y sean V,Z espacios de Banach tales
que Z es redondo y verifica que si z},z; € EN(z*) y

|z; + z3|| = 2 entonces ||zi — z5| < 1. Entonces existe una
biyeccion lineal que preserva los diametros

T :Co(X,V) — Co(Y,Z) si y solo siyX y~vY son homeomorfos
y V, Z son linealmente isométricos.

En esta situacion existen un homeomorfismo ¢ : vY — vX y
una isometria lineal y sobreyectiva G : V. — Z tales que si
yeYyfeCy(X,V) entonces Tf(y) = G(f(¢v(y)) — f(v())).

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



Sif e Co(X, V). Definimos:
x € X, f(0) = 0.

g1 : (Co(X, V), p) = (C(YX, V) /v, p) por ai(f) = [F].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,Z) y qe.
T (COyX, V)/&v.p) = (C(vY,2) /62, p) » T f] = [q2TT].
T es una isometria lineal y sobreyectiva.Por el teorema
anterior, existen:

Un homeomorfismo ¢ : 7Y — v X.

Una isometria lineal y sobreyectiva G: V — Z.

Una aplicacion lineal L : Co(X, V) — Z.

Tf(y) = G(f(e(y))) + Lf ,si f € Co(X, V),y € vY.
Tenemos 0 = G(f(¢())) + Lf, asi pues:

Tf(y) = G(f(2(y)) — F(p(0))).



Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si
x € X, f(00) = 0.

g1 : (Co(X, V), p) — (C(YX, V) /v, p) por ai(f) = [F].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,Z) y qe.
T (COyX, V)/&v.p) = (C(vY,2) /62, p) » T f] = [q2TT].
T es una isometria lineal y sobreyectiva.Por el teorema
anterior, existen:

Un homeomorfismo ¢ : 7Y — v X.

Una isometria lineal y sobreyectiva G: V — Z.

Una aplicacion lineal L : Co(X, V) — Z.

Tf(y) = G(f(e(y))) + Lf ,si f € Co(X, V),y € vY.
Tenemos 0 = G(f(¢())) + Lf, asi pues:

Ti(y) = G(f(¢(y)) — f(¢(0)))-



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si
x € X, f(co) = 0. ~
a1 = (Co(X, V), p) = (C(vX, V)/Ev, p) por g4(f) = [f].

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si
x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X. V), p) = (C(vX, V)/Ev, p) por au(f) = [f].
g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si

x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(yX. V) /Ev, p) por g1(f) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Anéalogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qo.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si

x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(yX. V) /Ev, p) por g1(f) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Anéalogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qo.

A

T:(C(vX,V)/&v,p) = (C(vY.Z)/Ez, p)

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si

x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(yX. V) /Ev, p) por g1(f) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qe.
T (C(vX,V)/&v.p) = (C(vY,2)/&z.p) , TInf] = [q2TT].

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 15 FROTLINA DL BLRIITE
CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si

x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(yX. V) /Ev, p) por g1(f) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qe.
I (C(yX, V)/&v.p) = (C(vY,2)/&z.p) , TInf] = [q2TT].

A

T es una isometria lineal y sobreyectiva.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si

x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(yX. V) /Ev, p) por g1(f) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qe.
I (C(vX, V)/&v.p) = (C(vY,2)/&z.p) , TInf] = [q2TT].

T es una isometria lineal y sobreyectiva.Por el teorema
anterior, existen:

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si

x € X, f(co) = 0. ~

a1 : (Co(X, V), p) = (C(yX. V) /Ev, p) por g1(f) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qe.
T:(C(X, V) /€y, p) = (C(vY.2)/Ez.p) , TIgif] = [g2TH].

T es una isometria lineal y sobreyectiva.Por el teorema
anterior, existen:

Un homeomorfismo ¢ : 7Y — v X.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si

x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(+X. V) /v, p) por qi(F) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qe.
I (C(vX, V)/&v.p) = (C(vY,2)/&z.p) , TInf] = [q2TT].

T es una isometria lineal y sobreyectiva.Por el teorema
anterior, existen:

Un homeomorfismo ¢ : 7Y — v X.

Una isometria lineal y sobreyectiva G: V — Z.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si
x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(+X. V) /v, p) por qi(F) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qe.
I (C(vX, V)/&v.p) = (C(vY,2)/&z.p) , TInf] = [q2TT].
T es una isometria lineal y sobreyectiva.Por el teorema
anterior, existen:

Un homeomorfismo ¢ : 7Y — v X.

Una isometria lineal y sobreyectiva G: V — Z.

Una aplicacion lineal L : Co(X, V) — Z.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si
x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(+X. V) /v, p) por qi(F) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qe.
I (C(vX, V)/&v.p) = (C(vY,2)/&z.p) , TInf] = [q2TT].
T es una isometria lineal y sobreyectiva.Por el teorema
anterior, existen:

Un homeomorfismo ¢ : 7Y — v X.

Una isometria lineal y sobreyectiva G: V — Z.

Una aplicacion lineal L : Co(X, V) — Z.

TH(y) = G(f(¢(¥))) + Lf

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si
x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(+X. V) /v, p) por qi(F) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qe.
I (C(vX, V)/&v.p) = (C(vY,2)/&z.p) , TInf] = [q2TT].
T es una isometria lineal y sobreyectiva.Por el teorema
anterior, existen:

Un homeomorfismo ¢ : 7Y — v X.

Una isometria lineal y sobreyectiva G: V — Z.

Una aplicacion lineal L : Co(X, V) — Z.

Ti(y) = G(f(¢(y))) + Lf ,si f € Co(X, V),y € vY.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si
x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(+X. V) /v, p) por qi(F) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qe.
I (C(vX, V)/&v.p) = (C(vY,2)/&z.p) , TInf] = [q2TT].
T es una isometria lineal y sobreyectiva.Por el teorema
anterior, existen:

Un homeomorfismo ¢ : 7Y — v X.

Una isometria lineal y sobreyectiva G: V — Z.

Una aplicacion lineal L : Co(X, V) — Z.

Ti(y) = G(f(¢(y))) + Lf ,si f € Co(X, V),y € vY.
Tenemos 0 = G(f(¢(00))) + Lf,
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € Co(X, V). Definimos: f : vX — V por f(x) = f(x) si
x € X, f(co) = 0.

a1 : (Co(X, V), p) = (C(+X. V) /v, p) por qi(F) = [{].

g1 es una isometria lineal y sobreyectiva.

Analogamente, si g € Co(Y, Z), definimos g € C(vY,2) y qe.
I (C(vX, V)/&v.p) = (C(vY,2)/&z.p) , TInf] = [q2TT].
T es una isometria lineal y sobreyectiva.Por el teorema
anterior, existen:

Un homeomorfismo ¢ : 7Y — v X.

Una isometria lineal y sobreyectiva G: V — Z.

Una aplicacion lineal L : Co(X, V) — Z.

Tf(y) = G(f(¢(y))) + Lf ,si f € Co(X, V), y €vY.
Tenemos 0 = G(f(¢())) + Lf, asi pues:

TH(y) = G(f(e(y)) — f(p(o0)))-

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO 151 FROTLINA DL BLRIITE
CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

TEOREMA

Sean X, Y dos espacios topologicos compactos Hausdorff. Son
equivalentes:

1.- Existe una aplicacion lineal que preserva los diametros
T :C(X) — C(Y) tal que {6, : y € Y} es un sistema libre
M* donde M = T(C(X)).

2.- X es homeomorfo a un subespacio Yo C Y y existe un
operador lineal de extension que preserva los diametros
H:C(Yo) — C(Y) tal que {6, :y € Y} es un sistema libre
en Mg donde My = H(C(Yo)).

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



T:(C(X)/¢.p) = (C(Y)/€. p). Sea M = T(C(X) /).
Consideramos T* : M* — (C(X)/&, p)*.

Dados x4, xo € X, existen 5 € Sk, y1, yo € Y tales que:

T (65, — 0x,) = By, — Oy, )
Usando la independencia lineal de {d, : y € Y} se obtiene que

fijado xq € X, existe y; € Y, 8 € Sk tales que para cada
x € X\ {x1}, existe y € Y\ {y1} tales que:

T (6x — 6x,) = B(Sy — 0y, )|m
Obtenemos t : X — Y inyectiva. No depende de x;.
Llamemos Yy = t(X),¢: Yo = X,p=t""a=1.Siy,y € Y

TH(y) = TH(Y') = a(f(e(y) = f((¥'))

Se puede demostrar que ¢ es continua y que Yy es un
subespacio cerrado de Y.

« 0O A« »

=

A




T:(C(X)/€,p) = (C(V)/¢. p). Sea M = T(C(X)/¢).
Consideramos T* : M* — (C(X)/&, p)*.

Dados x1, Xo € X, existen 8 € Sk, y1, yo € Y tales que:

T N (6x, — 0x,) = B8y, — Oy, )M
Usando la independencia lineal de {d, : y € Y} se obtiene que

fijado x1 € X, existe y; € Y, 8 € Sk tales que para cada
x € X\ {x1}, existe y € Y\ {y1} tales que:

T (6x — 6x,) = B(Sy — Oy, )|m
Obtenemos t : X — Y inyectiva. No depende de x;.
Llamemos Yy = t(X),¢: Yo = X,p=t""a=1.Siy,y € Y

TH(y) = TH(Y') = a(f(e(y) = f((¥))

Se puede demostrar que ¢ es continua y que Yy es un
subespacio cerrado de Y.

o =

=

A




TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

T (C(X)/€ p) = (C(Y)/, p). Sea M = T(C(X)/¢).
Consideramos T* : M* — (C(X)/&, p)*.
Dados x4, xo € X, existen g € Sk, y1, y» € Y tales que:

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

T (C(X)/€ p) = (C(Y)/, p). Sea M = T(C(X)/¢).
Consideramos T* : M* — (C(X)/&, p)*.
Dados x4, xo € X, existen g € Sk, y1, y» € Y tales que:

?-*71(5xz - 5x1) = /8(5)/2 - 5}’1)\M

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

T (C(X)/€ p) = (C(Y)/, p). Sea M = T(C(X)/¢).

Consideramos T* : M* — (C(X)/&, p)*.

Dados x4, xo € X, existen g € Sk, y1, y» € Y tales que:
?-*71(6& - 5)(1) = /8(5)’2 - 5}’1)\/‘/’

Usando la independencia lineal de {J, : y € Y} se obtiene que
fijado xq € X, existe y; € Y, 8 € Sk tales que para cada
x € X\ {xqi}, existe y € Y\ {y1} tales que:

7-*_1(5x—5x1) B(Sy — by )im

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

T (C(X)/€ p) = (C(Y)/, p). Sea M = T(C(X)/¢).

Consideramos T* : M* — (C(X)/&, p)*.

Dados x4, xo € X, existen g € Sk, y1, y» € Y tales que:
?-*71(6& - 5)(1) = /8(5)’2 - 5}’1)\/‘/’

Usando la independencia lineal de {J, : y € Y} se obtiene que
fijado xq € X, existe y; € Y, 8 € Sk tales que para cada
x € X\ {xqi}, existe y € Y\ {y1} tales que:

T (6x — 6x) = B(Sy — Sy )\m
Obtenemos t : X — Y inyectiva.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

T (C(X)/€ p) = (C(Y)/, p). Sea M = T(C(X)/¢).

Consideramos T* : M* — (C(X)/&, p)*.

Dados x4, xo € X, existen g € Sk, y1, y» € Y tales que:
?-*71(6& - 5)(1) = /8(5)’2 - 5}’1)\/‘/’

Usando la independencia lineal de {J, : y € Y} se obtiene que
fijado xq € X, existe y; € Y, 8 € Sk tales que para cada
x € X\ {xqi}, existe y € Y\ {y1} tales que:

-7-*_1 (5x - 5x1) = B(‘Sy - 5}’1)\M
Obtenemos t : X — Y inyectiva. No depende de x;.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

T (C(X)/€ p) = (C(Y)/, p). Sea M = T(C(X)/¢).

Consideramos T* : M* — (C(X)/&, p)*.

Dados x4, xo € X, existen g € Sk, y1, y» € Y tales que:
?-*71(6& - 5)(1) = /8(5)’2 - 5}’1)\/‘/’

Usando la independencia lineal de {J, : y € Y} se obtiene que
fijado xq € X, existe y; € Y, 8 € Sk tales que para cada
x € X\ {xqi}, existe y € Y\ {y1} tales que:

-7-*_1 (5x - 5x1) = B(‘Sy - 5}’1)\M

Obtenemos t : X — Y inyectiva. No depende de x;.

Llamemos Yo = t(X),¢0: Yo = X, o = t_1,a:%
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

T (C(X)/€ p) = (C(Y)/, p). Sea M = T(C(X)/¢).
Consideramos T* : M* — (C(X)/&, p)*.
Dados x4, xo € X, existen g € Sk, y1, y» € Y tales que:

?-*71(5xz - 5x1) = /8(5)/2 - 5}’1)\M
Usando la independencia lineal de {J, : y € Y} se obtiene que
fijado xq € X, existe y; € Y, 8 € Sk tales que para cada
x € X\ {xqi}, existe y € Y\ {y1} tales que:
-7-*_1 (5x - 5x1) = B(‘Sy - 5}’1)\M
Obtenemos t : X — Y inyectiva. No depende de x;.
Llamemos Yo = t(X),¢: Yo = X, =t~",a = 4.Siy,y' € Yo
Ti(y) — TH(Y'") = a(f(¢(y)) — f(¢(¥)))

Se puede demostrar que ¢ es continua y que Yy es un
subespacio cerrado de Y.
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Si f € C(X), entonces [Tfy,] = [g], con g : Yo — K definida por

9(y) = af(e(y)).
Existe z € K, que llamaremos Lf, tal que, si y € Yj

TH(y) = af((y)) + Lf

La aplicacion L sera continua si y s6lo si T lo es.

Sea S: C(Yy) — C(X), definida por S(g)(x) = Bg(t(x))-

Sea Ty : C(X) — C(Y), definida por Tof(y) = Tf(y) — Lf.

Sy Ty preservan el diametro.

Definimos H : C(Yp) — C(Y), por H= Ty S.Si g € C(Yp):
(Ho)(y) = ToS(a(y)) = T(Sg)(y) — L(Sg) =

a(B9(t(2(y)))) + L(Sg) — L(Sg) = g()-

H es un operador lineal de extension que preserva los
diametros.

Si My = H(C(Yy)), se puede demostrar que My = M,asi pues
{6y : y € Y} es un sistema libre en M;.

40> 4F>r «=)r « > = Q¥



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
< EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
V. 5
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

Si f € C(X), entonces [Tfjy,] = [g], con g : Yo — K definida por
g(y) = af(e(y))-
Existe z € K, que llamaremos Lf, tal que, si y € Yy

TH(y) = af(e(y)) + Lf

La aplicacion L sera continua siy solo si T lo es.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

Si f € C(X), entonces [Tfjy,] = [g], con g : Yo — K definida por
g(y) = af(e(y))-
Existe z € K, que llamaremos Lf, tal que, si y € Yy

TH(y) = af(e(y)) + Lf

La aplicacion L sera continua siy solo si T lo es.
Sea S: C(Yy) — C(X), definida por S(g)(x) = 5g(t(x)).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

Si f € C(X), entonces [Tfjy,] = [g], con g : Yo — K definida por
g(y) = af(e(y))-
Existe z € K, que llamaremos Lf, tal que, si y € Yy

TH(y) = af(e(y)) + Lf

La aplicacion L sera continua siy solo si T lo es.
Sea S: C(Yy) — C(X), definida por S(g)(x) = ﬁg( (x))-
Sea Ty : C(X) — C(Y), definida por Tof(y) = Tf(y) — Lf.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € C(X), entonces [Tfjy,] = [g], con g : Yo — K definida por

g(y) = af(e(y))-
Existe z € K, que llamaremos Lf, tal que, si y € Yy

TH(y) = af(e(y)) + Lf

La aplicacion L sera continua siy solo si T lo es.

Sea S: C(Yy) — C(X), definida por S(g)(x) = ﬁg( (x))-
Sea Ty : C(X) — C(Y), definida por Tof(y) = Tf(y) — Lf.
Sy Ty preservan el diametro.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € C(X), entonces [Tfjy,] = [g], con g : Yo — K definida por

g(y) = af(e(y))-
Existe z € K, que llamaremos Lf, tal que, si y € Yy

TH(y) = af(e(y)) + Lf

La aplicacion L sera continua siy solo si T lo es.

Sea S: C(Yy) — C(X), definida por S(g)(x) = ﬁg( (x)).
Sea Ty : C(X) — C(Y), definida por Tof(y) = Tf(y) — Lf.
Sy Ty preservan el diametro.

Definimos H : C(Yp) — C(Y), por H = Ty S.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € C(X), entonces [Tfjy,] = [g], con g : Yo — K definida por

g(y) = af(e(y))-
Existe z € K, que llamaremos Lf, tal que, si y € Yy

TH(y) = af(e(y)) + Lf

La aplicacion L sera continua siy solo si T lo es.

Sea S: C(Yy) — C(X), definida por S(g)(x) = ﬁg( (x)).
Sea Ty : C(X) — C(Y), definida por Tof(y) = Tf(y) — Lf.
Sy Ty preservan el diametro.

Definimos H : C(Yp) — C(Y), por H = Ty S.Si g € C(Yp):
(H9)(y) = ToS(9(y)) = T(S9)(y) — L(Sg) =
a(Bg(t(¢(¥)))) + L(S9) — L(Sg) = g(y)-
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € C(X), entonces [Tfjy,] = [g], con g : Yo — K definida por

g(y) = af(e(y))-
Existe z € K, que llamaremos Lf, tal que, si y € Yy

TH(y) = af(e(y)) + Lf

La aplicacion L sera continua siy solo si T lo es.

Sea S: C(Yy) — C(X), definida por S(g)(x) = ﬁg( (x)).
Sea Ty : C(X) — C(Y), definida por Tof(y) = Tf(y) — Lf.
Sy Ty preservan el diametro.

Definimos H : C(Yy) — C(Y), por H = TpS.Si g € C(Yp):
(H9)(y) = ToS(9(y)) = T(S9)(y) — L(Sg) =
a(Bg(t((y)))) + L(Sg) — L(S9) = g(¥).

H es un operador lineal de extension que preserva los
diametros.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € C(X), entonces [Tfjy,] = [g], con g : Yo — K definida por

g(y) = af(e(y))-
Existe z € K, que llamaremos Lf, tal que, si y € Yy

TH(y) = af(e(y)) + Lf

La aplicacion L sera continua siy solo si T lo es.

Sea S: C(Yy) — C(X), definida por S(g)(x) = ﬁg( (x)).
Sea Ty : C(X) — C(Y), definida por Tof(y) = Tf(y) — Lf.
Sy Ty preservan el diametro.

Definimos H : C(Yy) — C(Y), por H = TpS.Si g € C(Yp):
(H9)(y) = ToS(9(y)) = T(S9)(y) — L(Sg) =
a(Bg(t((y)))) + L(Sg) — L(S9) = g(¥).

H es un operador lineal de extension que preserva los
diametros.

Si My = H(C(Yy)), se puede demostrar que My = M,
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si f € C(X), entonces [Tfjy,] = [g], con g : Yo — K definida por

g(y) = af(e(y))-
Existe z € K, que llamaremos Lf, tal que, si y € Yy

TH(y) = af(e(y)) + Lf

La aplicacion L sera continua siy solo si T lo es.

Sea S: C(Yy) — C(X), definida por S(g)(x) = ﬁg( (x)).
Sea Ty : C(X) — C(Y), definida por Tof(y) = Tf(y) — Lf.
Sy Ty preservan el diametro.

Definimos H : C(Yy) — C(Y), por H = TpS.Si g € C(Yp):
(H9)(y) = ToS(9(y)) = T(S9)(y) — L(Sg) =
a(Bg(t((y)))) + L(Sg) — L(S9) = g(¥).

H es un operador lineal de extension que preserva los
diametros.

Si My = H(C(Yy)), se puede demostrar que My = M,asi pues
{6y 1y € Y} es un sistema libre en M;.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si tenemos:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.

e H:C(Yp) — C(Y) operador lineal de extension que
preserva diametros.

e {0, : y € Y} sistema libre en M, donde My = H(C(Yp))-
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si tenemos:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.

e H:C(Yp) — C(Y) operador lineal de extension que
preserva diametros.

e {0, : y € Y} sistema libre en M, donde My = H(C(Yp))-
Definimos S : C(X) — C(Yo) por Sf(y) = f(e(y))-
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si tenemos:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.

e H:C(Yp) — C(Y) operador lineal de extension que
preserva diametros.

e {0, : y € Y} sistema libre en M, donde My = H(C(Yp))-

Definimos S : C(X) — C(Yo) por Sf(y) = f(e(y))-
Definimos T : C(X) — C(Y) por T = HS.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si tenemos:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.

e H:C(Yp) — C(Y) operador lineal de extension que
preserva diametros.

e {0, : y € Y} sistema libre en M, donde My = H(C(Yp))-
Definimos S : C(X) — C(Yo) por Sf(y) = f(e(y))-
Definimos T : C(X) — C(Y) por T = HS.
Sy T preservan los diametros.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si tenemos:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.

e H:C(Yp) — C(Y) operador lineal de extension que
preserva diametros.

e {0, : y € Y} sistema libre en M, donde My = H(C(Yp))-
Definimos S : C(X) — C(Yo) por Sf(y) = f(e(y))-
Definimos T : C(X) — C(Y) por T = HS.
Sy T preservan los diametros.
M = T(C(X)) = H(C(Yy)) = My, asi pues {6, : y € Y} esun
sistema libre en M*.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

CASO LOCALMENTE COMPACTO

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

TEOREMA

Sean X, Y dos espacios topologicos localmente compactos, no
compactos, Hausdorff. Son equivalentes:

1) Existe una aplicacion lineal que preserva los diametros
T :Co(X) — Co(Y) tal que {6, : y € Y} es libre en M*
donde M = T(Cp(X)).

2) Existe un homeomorfismo ¢ : vX — Yo donde Y, es un
subespacio de Y y un operador lineal de extension que
preserva los diametros H : A—; C(~vY) donde
A={g €C(Yo) :9(¥o) = 0}, yo = ¢(c0) tal que
{6y -y € ¥Y\{)o}} es libre en M donde My = H(A).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sean f € Co(X), g € Co(Y). ~
Definimos f € C(yX) por f(x) = f(x) si x € X, f(c0) = 0.
Anédlogamente g € C(vY)
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sean f € Cy(X), g € Co(Y).
Definimos f € C(yX) por f(x) = f(x) si x € X, f(c0) = 0.
Anéalogamente g € C(vY) .
Definimos g1 : (Co(X), p) — (C(vX)/&, p) por gi(f) = [f].
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

Sean f € Co(X), g € Co(Y).

Definimos f € C(yX) por f(x) = f(x) si x € X, f(c0) = 0.
Anéalogamente g € C(vY) .

Definimos g1 : (Co(X), p) — (C(vX)/&, p) por gi(f) = [f].
Analogamente, @z : (Co(Y), p) = (C(vY)/&, p) Por gz(g) = [g]-
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

Sean f € Cy(X), g € Co(Y).

Definimos f € C(yX) por f(x) = f(x) si x € X, f(c0) = 0.
Anéalogamente g € C(vY) .

Definimos gy : (Co(X). p) —+ (C(7X) /€. p) por g1(f) = 1.
Analogamente, gz : (Co(Y). p) — (C(7Y) /. p) por qa(g) = [g]-
Consideramos T : (C(vX)/&,p) = (C(vY)/E, p)
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

Sean f € Cy(X), g € Co(Y).

Definimos f € C(yX) por f(x) = f(x) si x € X, f(c0) = 0.
Anéalogamente g € C(vY) .

Definimos gy : (Co(X). p) —+ (C(7X) /€. p) por g1(f) = 1.
Analogamente, gz : (Co(Y). p) — (C(7Y) /. p) por qa(g) = [g]-
Consideramos T : (C(vX)/&,p) = (C(vY) /& p)

T f] = [q2T].
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sean f € Cy(X), g € Co(Y).

Definimos f € C(vX) por f(x) = f(x) si x € X, f(c0) = 0.
Anéalogamente g € C(vY) .

Definimos g : (Co(X), p) = (C(vX)/&, p) por ai(f) = [f].
Analogamente, gz : (Co(Y), p) = (C(vY)/&, p) por g2(g) = [9].
Qonsideramos T:(C(vX)/& p) = (C(vY)/E, p),

T{gif] = [g=TH].

Por el teorema anterior, existen Yo C Y, : Yo — X
homeomorfismo y 8 € Sk, tales que si y, ¥y’ € Yy

TH(y) = TH(Y') = B(F(e(y)) = F(e(¥"))
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Sea yp € Yo, p(yo) = co. Paray € Yo \ {)o},

THy) — Tf(y0) = B(e(y)).

Sea A= {g e C(Yy): g(o) = 0}. Consideremos

Q: A= Co(X), Qa(x) = 59(¢ ™" (X))

Q esta bien definida y preserva los diametros.
Consideremos T’ : Co(X) — C(vY') definida por

T'h(y) = Th(y) — Th(}o).

Sea H: A — C(yX) definida por H=T'Q.

Sige A Hg(y) = g(y). Hes lineal y preserva los diametros.
Se puede demostrar que {6, : y € 7Y \ {)o}} es un sistema
libre en My, donde My = H(A).

.
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EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

Sea yo € Yo, ¢(¥0) = oc. Para y € Yo \ {yo},
TH(y) — Tf(¥o) = Bf(e(y))-

Sea A= {g € C(Yo): 9(yo) = 0}.

[m] = = = =

= vaw



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

< EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
V. <
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

Sea y € Yo,¢(yo) = oc. Para y € Yo \ {)0},
T(y) — Tf(yo) = Bf((¥))-

Sea A= {g € C(Yo): 9(o) = 0}. Consideremos
Q: A= Co(X), Qg(x) = 5g(¢~ " (x)).

Q esta bien definida y preserva los diametros.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

Sea yp € Y0, ¢(Yo) = 0. Paray € Yo \ {0},
TH(y) — TH(yo) = Bf(¢(¥)).

Sea A= {g € C(Yo): 9(o) = 0}. Consideremos
Q: A= Co(X), Qg(x) = 39(¢~ " (x)).

Q esta bien definida y preserva los diametros.
Consideremos T’ : Co(X) — C(vY) definida por
T'h(y) = Th(y) — Th(yo)-
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sea yp € Y0, ¢(Yo) = 0. Paray € Yo \ {0},

TH(y) — Tf(yo) = Bf(»(¥))-

Sea A= {g € C(Yo): 9(o) = 0}. Consideremos

Q: A= Co(X), Qg(x) = 39(¢~ " (x)).

Q esta bien definida y preserva los diametros.
Consideremos T": Co(X) — C(vY) definida por

T'h(y) = Th(y) — Th(yo)-

Sea H: A — C(yX) definida por H=T'Q.

Sige A Hg(y) =g(y). Heslineal y preserva los diametros.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sea yp € Yo,0(¥0) = oc. Paray € Yo \ {yo},

Tt(y) — TH(yo) = Bf(e(y))-
Sea A= {g € C(Yo): 9(o) = 0}. Consideremos

Q: A Co(X), Qg(x) = La(p~ (x)).

Q esta bien definida y preserva los diametros.
Consideremos T’ : Co(X) — C(vY) definida por

T'h(y) = Th(y) — Th(yo)-

Sea H: A — C(yX) definida por H=T'Q.

Sige A Hg(y) =g(y). Heslineal y preserva los diametros.
Se puede demostrar que {6, : y € vY \ {)o}} es un sistema
libre en Mj, donde My = H(A).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si existen:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.

e H:A— C(vY) operador lineal de extension que preserva
diametros.

o {0y :y € Y\ {)}} sistema libre en M3, donde My = H(A).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si existen:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.

e H:A— C(vY) operador lineal de extension que preserva
didmetros.
o {0y :y € Y\ {)}} sistema libre en M3, donde My = H(A).
Definimos:
1 Co(X) = C(vX), ¢
w2 : C(vX) = C(Y0), p2
p3:C(vY) = Co(Y), ¢
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si existen:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.
e H:A— C(vY) operador lineal de extension que preserva
didmetros.
o {0y :y € Y\ {)}} sistema libre en M3, donde My = H(A).
Definimos:
11 Co(X) = C(vX), p1(f) = 1.
w2 : C(7X) = C(Y0), p2f(y) = f(e(¥)).

¢3:C(vY) = Co(Y), 39(y) = 9(y) — g(c0).
1, 2, p3 son aplicaciones lineales que preservan el didmetro.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si existen:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.
e H:A— C(vY) operador lineal de extension que preserva
diametros.
o {0y :y € Y\ {)}} sistema libre en M3, donde My = H(A).
Definimos:
11 Co(X) = C(vX), p1(f) = 1.
g2 : C(7X) = C(Y0), p2f(y) = f(©(y)).
@3 :C(7Y) = Co(Y), p39(y) = 9(y) — g(c0).
©1, P2, 3 son aplicaciones lineales que preservan el diametro.
Definimos T : CO(X) — Co(Y), T = g03H<p2g01.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si existen:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.
e H:A— C(vY) operador lineal de extension que preserva
diametros.
o {0y :y € Y\ {)}} sistema libre en M3, donde My = H(A).
Definimos:
¢1: Co(X) = C(vX), p1(f) = 1.
g2 : C(7X) = C(Y0), p2f(y) = f(©(y)).
@3 :C(7Y) = Co(Y), p39(y) = 9(y) — g(c0).
©1, P2, 3 son aplicaciones lineales que preservan el diametro.
Definimos T : CO(X) — Co(Y), T = g03H<p2g01.
T es una aplicacion lineal que preserva los diametros.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Reciprocamente, si existen:
e ¢: Yy — X, homeomorfismo.
e H:A— C(vY) operador lineal de extension que preserva
diametros.
o {0y :y € Y\ {)}} sistema libre en M3, donde My = H(A).
Definimos:
¢1: Co(X) = C(vX), p1(f) = 1.
g2 : C(7X) = C(Y0), p2f(y) = f(©(y)).
@3 :C(7Y) = Co(Y), p39(y) = 9(y) — g(c0).
©1, P2, 3 son aplicaciones lineales que preservan el diametro.
Definimos T : CO(X) — Co(Y), T = g03Hg02g01.
T es una aplicacion lineal que preserva los diametros.
Si M = T(Co(X)), se puede demostrar que {d, : ¥y € Y} esun
sistema libre en M*.

MONTSERRAT TAMAYO RIVERA APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

TEOREMA

Sean X, Y dos espacios compactos, Haussdorf y

T :(C(X)/&, p) — (C(Y)/E, p) una isometria lineal.

Sean N = (T(C(X)/¢,p)) ¥

H={(y,y)e Y xY:(6y—0y)n € EX(N*)}. En esta
situacion existen Yo C Y,a: Yo > Sk yo: Yo = X
sobreyectiva tales que H C Yy x Yy y para cada par (y,y') € H

T8y — 6y )in = a(¥)(b(y) — Op(y))
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En la situacién del teorema anterior, si K = R, entonces

a(y)=10a(y) =—1.

Sean: YT ={ye Yy:ay) =1},

Siy,y' e Y*, Ti(y) — TH(y") = f(o(y
(Z') (z

Siz,Z e Y, Tl(z)-Tf(Z)=f
Llamemos L*f = Tf(y') — f(p(y

Tenemos

A



En la situacién del teorema anterior, si K = R, entonces
afy)=1o0a(y)=-1.
Sean: YT ={ye Yo:aly)=1}, Y ={ye Yo:a(y)= -1}
Siy,y' € YF, Ti(y) — Ti(y') = f(o(y)) — f(o(y"))-

(

Siz,zZ e Y7, Tf(z) - T(Z') = f(o(2))) — f(p(2)).
Llamemos L*f = Tf(y') — f(e(y')), L= f = Tf(Z') + f(x(Z')).
Tenemos

| fle(y))+LTf  si yeY™t
o) ={ S ey

n}
a
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v
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

CASO REAL

En la situacion del teorema anterior, si K = R, entonces
a(y)=10a(y) =-1.
Sean: YT ={ye Yo:aly)=1}, Y ={ye Yo:a(y)= -1}
Siy,y'e YT, Ti(y) — Tf(y') = f(p(y)) — f .

Siz,z e Y™, Tf(z) - TH(Z') = f(p(z ’)) — f(p(2)).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

CASO REAL

En la situacién del teorema anterior, si K = R, entonces
a(y)=10a(y) =-1.

Sean: Yt ={ye Yy:a(y) =1}
Siy,ye YN, Tiy)-Tf(y')=f
Siz,zZ e Y, Tf(z) - Tf(Z)=f
Llamemos L*f = Tf(y') — f(p(y
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

CASO REAL

En la situacién del teorema anterior, si K = R, entonces
a(y)=10a(y) =-1.

Sean: Yt ={yeYy: a( y=1}
Siy,y e YN Tfy)-T(y)=f
Siz,zZ e Y, Tf(z) - Tf(Z)=f
Llamemos L*f = Tf(y') — f(p(y
Tenemos

_ S fey)+ LT sio yeYTt
Ti(y) = { CHo(y) 4L f si yev-
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

TEOREMA

Sean X, Y dos espacios compactos Haussdorf, Y, Y~
subconjuntos disjuntos de Y, ¢ : YT U Y~ — X sobreyectiva y
Lt L~ : C(X,R) — R aplicaciones lineales. Sea

T :C(X,R) — C(Y,R) una aplicacion lineal definida por

Ti(y) = f(e(y)) + L*f
TH(z) = f(p(2)) + L~ f

paray € Y*,z € Y~ tal que p(Tf) < p(f) para f € C(X,R).
Si#(e(YT)N(Y™)) > 2 entonces existen : YTU Y™ — X
sobreyectiva y (K,a) € {(L=,—1),(L",1)} tales que

TH(y) = af(y(y)) + Kf

paracaday € YtU Y, feC(X,R).
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Si p(Tf) < p(f), entonces #p(YT) <20 #¢p(Y) < 2.

Asi pues, #(o(Y ") Np(Y7)) =2.

X1, % € Xy A={g € C(X,R) : p(9) = [9(x1) — g(x2)|},
entonces L(A) = C(X,R).

{x1,%} =o(YT)Ne(Y™). Existiran yy,yo € YT, 21,20 € Y™
tales que p(y1) = ¢(z1) = X1, 0(¥2) = v(22) = Xo.

Sige Ayllamamos L = L™ — L. Se verifica:

1Ta(y1) — T9(z1)| = [29(x1) + Lg| < p(9) = [9(x1) — 9(x2)|.
1T9(y2) — T9(22)| = [29(x2) + Lg| < p(9) = [9(x1) — 9(x2)|.
Esto implica que Lg = —g(x1) — g(x2) y por linealidad

Lf = —f(x1) — f(x2) para cualquier f € C(X,R).

.
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Si p(Tf) < p(f), entonces #p(YT) <20 #¢p(Y) < 2.

Asi pues, #(o(Y*) Np(Y7)) = 2.

X1, % € Xy A={g € C(X,R) : p(9) = [9(x1) — g(x2)|},
entonces L(A) = C(X,R).

{x1,%} =o(YT)Np(Y7). Existiran y1,yo € YT, 21,20 € Y™
tales que ¢(y1) = ¢(21) = x1, 0(¥2) = p(22) = Xa.

Sig e Ayllamamos L = L™ — L. Se verifica:

1Ta(y1) — T9(z1)| = [29(x1) + Lg| < p(g) = [9(x1) — g(x2)|.
1T9(y2) — T9(22)| = 29(x2) + Lg| < p(9) = [9(x1) — 9(x2)|.
Esto implica que Lg = —g(x1) — g(x2) y por linealidad

Lf = —f(x1) — f(x2) para cualquier f € C(X,R).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si p(Tf) < p(f), entonces #p(YT) <20 #p(Y™) < 2.
Asi pues, #(p(YT)Np(Y7)) = 2.

X1, X € Xy A={g € C(X,R) : p(9) = |g(x1) — 9(x2)l},
entonces L(A) = C(X,R).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si p(Tf) < p(f), entonces #p(YT) <20 #¢p(Y) < 2.

Asi pues, #(p(YT)Np(Y7)) = 2.

X1, X € Xy A={g € C(X,R) : p(9) = |g(x1) — 9(x2)l},
entonces L(A) = C(X,R).

{x1,%} =p(YT)Np(Y™). Existiran y1,yo € YT, 21,20 € Y™
tales que ¢(y1) = ¢(21) = X1, 0(¥2) = ¢(22) = Xo.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si p(Tf) < p(f), entonces #p(YT) <20 #p(Y ) < 2.
Asipues, #(p(YT)Np(Y™)) =2.

X1, % € Xy A={g € C(X,R) : p(9) = [9(x1) — 9(x2)|},
entonces L(A) = C(X,R).

{x1,%} =p(YT)Np(Y™). Existiran y1,yo € YT, 21,20 € Y™
tales que o(y1) = ¢(21) = X1, 0(¥2) = ©(22) = Xa.

Sige Ay llamamos L = LT — L. Se verifica:
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

Si p(Tf) < p(f), entonces #p(YT) <20 #p(Y ) < 2.
Asipues, #(p(YT)Np(Y™)) =2.

X1, X € Xy A={g € C(X,R): p(9) = |9(x1) — g(x)[},
entonces L(A) = C(X,R).

{x1,%} =p(YT)Np(Y™). Existiran y1,yo € YT, 21,20 € Y™
tales que p(y1) = ¢(z1) = x1, 0(¥2) = p(22) = Xo.

Sige Ay llamamos L = LT — L. Se verifica:

1Tg(y1) — Ta(21)| = 129(x1) + Lg| < p(9) = [9(x1) — g(x2)|.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si p(Tf) < p(f), entonces #p(YT) <20 #p(Y™) < 2.

Asi pues, #(p(YT)Np(Y7)) = 2.

x1,X2 € Xy A={g € C(X,R): p(9) = |9(x1) — g(x2)I[},
entonces L(A) = C(X,R).

{x1,%} = o(YT)Ne(Y™). Existiran yy,yo € YT, 21,20 € Y™
tales que (,0(}/1) = (p(Z1) = X1, go(yg) = gO(ZQ) = Xo.

Sige Ay llamamos L = LT — L. Se verifica:

1Ta(y1) — Tg(z1)| = [29(x1) + Lg| < p(g) = [9(x1) — g(x2).
IT9(y2) — T9(22)| = [29(x2) + Lg| < p(g) = |9(x1) — 9(x2)|-
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

IDEAS PRINCIPALES DE LA DEMOSTRACION

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Si p(Tf) < p(f), entonces #p(YT) <20 #p(Y™) < 2.
Asipues, #(p(YT)Np(Y™)) =2.

X1, X € Xy A={g € C(X,R): p(9) = |9(x1) — g(x)[},
entonces L(A) = C(X,R).

{x1,%} =p(YT)Np(Y™). Existiran y1,yo € YT, 21,20 € Y™
tales que p(y1) = ¢(z1) = x1, 0(¥2) = p(22) = Xo.

Sige Ay llamamos L = LT — L. Se verifica:

1T9(y1) — T9(21)| = 129(x1) + Lg| < p(9) = |9(x1) — 9(x2)|-
1T9(y2) — T9(22)| = 129(x2) + Lg| < p(9) = [9(x1) — g(x2)|.
Esto implica que Lg = —g(x1) — g(x2) y por linealidad

Lf = —f(xy) — f(x2) para cualquier f € C(X,R).
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Sera p(Y+) C p(Y™) 0 o(Y™) C p(YH).

Sip(YT) C p(Y™), definimos ¢ : YT U Y~ — X por:

(Y~ Ne(x1)) = (e o(Y Nne (k) = {xi}y
(y)=p(y)siye Y.

Esta aplicacion es sobreyectiva y por construccion:

Siye YT, T(y) = f(o(y)) + LTf = f(¢(y)) + LTT.

Size Y, Tf(z) = —f(¢(2)) + L f = f(v(2)) + L.
Analogamente, si o(Y~) C o(YT), existe ¢y : YTUY™ — X
sobreyectiva tal que Tf = —f(y)(y)) + L™ f para

yeYtuyY  felC(X,R).



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

Sera p(Y*) C o(Y7) 0 p(Y7) S o(YT).
Si (Y1) C p(Y), definimos ¢ : YT U Y™ — X por:

[m] = = = =

= vaw



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

Serd p(Y+) C o(Y) 0 p(Y™) C o(YF).

Si (Y1) C p(Y), definimos ¢ : YT U Y™ — X por:
DY e (x)) = e}, (Y Ne (X)) = {xi}y
b(y)=p(y)siy e Y.

o = = = = waco



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sera p(YT) C(Y7) 0o p(YT) Co(YT).

Sip(YT) C p(Y™), definimos 4 : YT U Y™ — X por:
(YN (1)) = Db w(Y - e () = {x}y
P(y)=ly)siye Y.

Esta aplicacion es sobreyectiva y por construccion:
Siy € Y*, TH(y) = f(o(y)) + LTf = f((y)) + L*F.
Size Y7, Tf(z) = —f(o(2)) + L~ f = f(¢p(2)) + LT f.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Sera o(Y*) Co(Y7) 0 o(Y7) S o(YT).

Si (Y1) C p(Y), definimos ¢ : YT U Y™ — X por:
P(Y~ N (1) = Db (Y- Ne ' () = (xi}y
P(y)=¢(y)siy e Y.

Esta aplicacion es sobreyectiva y por construccion:

Siy € Y*, TH(y) = f(o(y)) + LTf = f((y)) + L*F.

Size Y7, Tf(z) = —f(o(2)) + L~ f = f(¢p(2)) + LT f.
Anéalogamente, si (YY) C o(Y*), existe vy : YTUY™ = X
sobreyectiva tal que Tf = —f(y(y)) + L~ f para

yeYtuyY  felC(X,R).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

TEOREMA

Sean X, Y dos espacios topoldgicos compactos Hausdorff con
X perfecto, YT, Y~ subconjuntos disjuntos de Y,

¢:YTUY" — X sobreyectivay LT, L~ : C(X,R) - R
aplicaciones lineales. Supongamos que T : C(X,R) — C(Y,R)
es una aplicacion lineal tal que

TH(y) = f(e(y)) + L7f

TH(z) = —F(p(2)) + L~

y p(Tf) < p(f) paracaday € Y+,z€ Y~ yf e C(X,R).

En estas condiciones existe 1) : YT U Y~ — X sobreyectiva y
(K,a) e {(L=,—1),(L*,1)} tales que paracaday € YT U Y~
and f € C(X,R) se verifica:

Tf(y) = af((y)) + Kf
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Supongamos (Y ~) = {xy,xe}. o
[9(x1) — g(x2)| = p(g) y llamamos L = L+ — L~.

Para cada £ > 0 existe x. € (Y1) \ {x1, x2} tal que

19(x1) — g(x:)| < e. Tomamos y. € YT Ny~ (x.) e

y1 € Y- N (x). Tenemos

[Ta(y1)—Ta(ye)| = |lg(x1)+9(x:) +Lg| < p(9) = [9(x1) —g(x2)|.
29(x1) + Lg| < |g(x1) + 9(x2) + Lg| + € < [9(x1) — g(x2)| +&.
Como ¢ > 0 era arbitrario, tenemos

29(x1) + Lgl| < g(x1) — g(x2)|.

Trabajando con x, obtenemos [2g(x2) + Lg| < |g(X1) — 9(x2)|.
De las dos desigualdades deducimos que Lg = —g(x1) — g(X2).
Por linealidad Lf = —f(xq) — f(x2) para cada f € C(X,R).



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

Supongamos (Y

) = {x1, x2}. Tomamos g € C(X,R) tal que
lg(x1) — g(x2)| = p(g) y lamamos L = L+ — L~

[m] = = = =

= vaw



TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

< EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
V.
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO e —————
CASO INYECTIVO ESCALAR

Supongamos ¢(Y ™) = {xy, x2}. Tomamos g € C(X,R) tal que
9(x1) — 9(x2)| = p(g) y llamamos L = L* — L~.

Para cada ¢ > 0 existe x. € (Y ™)\ {x1, x2} tal que

19(x1) — g(x)| < e
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

< EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
V. X
APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO e —————
CASO INYECTIVO ESCALAR

Supongamos ¢(Y ™) = {xy, x2}. Tomamos g € C(X,R) tal que
9(x1) — 9(x2)| = p(g) y lamamos L = L+ — L~.

Para cada ¢ > 0 existe x. € p(Y™') \ {x1, X2} tal que

l9(x1) — g(x.)| <e. Tomamos y. € YT np~'(x.) e

yie Y ne(x).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

Supongamos ¢(Y ) = {x1, x2}. Tomamos g € C(X,R) tal que
9(x1) — 9(x2)| = p(g) y lamamos L = L+ — L~.

Para cada ¢ > 0 existe x. € p(Y™') \ {x1, X2} tal que

l9(x1) — g(x.)| <e. Tomamos y. € YT np~'(x.) e

y1 € Y™ N (xy). Tenemos

ITg(y1) — Tg(ye)l = 1g(x1)+9(xc)+Lgl < p(g) = |9(x1)—g(x2)|.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO EL PROBLEMA DEL DIAMETRO
CASO BIYECTIVO VECTORIAL
CASO INYECTIVO ESCALAR

Supongamos ¢(Y ) = {x1, x2}. Tomamos g € C(X,R) tal que
19(x1) — g(x2)| = p(g) y llamamos L = L+ — L.

Para cada ¢ > 0 existe x. € (Y ™)\ {x1, x2} tal que

l9(x1) — g(x.)| <e. Tomamos y. € YT np~'(x.) e

y1 € Y™ N (xy). Tenemos

1T9(y1)— Ta(y=)| = [9(x1)+9(x:) +Lgl < p(9) = lg(x1) —g(x2)|.
29(x1) + Lgl < |g(x1) + 9(x:) + Lgl + & < [9(x1) — 9(x2)| +&.
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Supongamos ¢(Y ) = {x1, x2}. Tomamos g € C(X,R) tal que
l9(x1) — g(x2)| = p(g) y lamamos L= L+ — L.

Para cada ¢ > 0 existe x. € p(Y™') \ {x1, X2} tal que

l9(x1) — g(x.)| <e. Tomamos y. € YT np~'(x.) e

y1 € Y™ N (xy). Tenemos

| Tg(y1)—Ta(y=)l = lg(x1) +9(x:) +Lg| < p(g) = |g(x1) —g(x2)|.
29(x1) + Lg| < [g(x1) + g(x:) + Lg| + € < [g(x1) — g(x2)| + .
Como ¢ > 0 era arbitrario, tenemos

29(x1) + Lgl < |g(x1) — g(x2)|-
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Supongamos ¢(Y ) = {x1, x2}. Tomamos g € C(X,R) tal que
l9(x1) — g(x2)| = p(g) y lamamos L= L+ — L.

Para cada ¢ > 0 existe x. € p(Y ™)\ {x1, X2} tal que

l9(x1) — g(x.)| <e. Tomamos y. € YT np~'(x.) e

y1 € Y™ N (xy). Tenemos

1T9(y1)— Ta(y:)l = 19(x1) +9(x:) +Lgl < p(9) = |9(x1) —9(x2)|-
129(x1) + Lgl < |g(x1) + 9(xc) + Lg| + & < [9(x1) — g(x2)| +&.
Como ¢ > 0 era arbitrario, tenemos

129(x1) + Lg| < |g(x1) — 9(x2)I.

Trabajando con x, obtenemos |2g(x2) + Lg| < |9(x1) — 9(x2)|-
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Supongamos ¢(Y ) = {x1, x2}. Tomamos g € C(X,R) tal que
l9(x1) — g(x2)| = p(g) y lamamos L= L+ — L.

Para cada ¢ > 0 existe x. € p(Y ™)\ {x1, X2} tal que

l9(x1) — g(x.)| <e. Tomamos y. € YT np~'(x.) e

y1 € Y™ N (xy). Tenemos

1T9(y1)— Ta(y:)l = 19(x1) +9(x:) +Lgl < p(9) = |9(x1) —9(x2)|-
129(x1) + Lgl < |g(x1) + 9(xc) + Lg| + & < [9(x1) — g(x2)| +&.
Como ¢ > 0 era arbitrario, tenemos

29(x1) + Lgl < |g(x1) — g(x2)!.

Trabajando con x, obtenemos [2g(x2) + Lg| < [g(x1) — g(X2)|.
De las dos desigualdades deducimos que Lg = —g(x1) — g(x2).
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TEOREMAS DEL TIPO BANACH-STONE
EL PROBLEMA DEL DIAMETRO

CASO BIYECTIVO VECTORIAL

CASO INYECTIVO ESCALAR

APLICACIONES LINEALES QUE PRESERVAN EL DIAMETRO

Supongamos ¢(Y ) = {x1, x2}. Tomamos g € C(X,R) tal que
l9(x1) — g(x2)| = p(g) y lamamos L= L+ — L.

Para cada ¢ > 0 existe x. € p(Y ™)\ {x1, X2} tal que

l9(x1) — g(x.)| <e. Tomamos y. € YT np~'(x.) e

y1 € Y™ N (xy). Tenemos

1T9(y1)— Ta(y:)l = 19(x1) +9(x:) +Lgl < p(9) = |9(x1) —9(x2)|-
129(x1) + Lgl < |g(x1) + 9(xc) + Lg| + & < [9(x1) — g(x2)| +&.
Como ¢ > 0 era arbitrario, tenemos

29(x1) + Lg| < 19(x1) — g0x2)!.

Trabajando con x, obtenemos [2g(x2) + Lg| < [g(x1) — g(X2)|.
De las dos desigualdades deducimos que Lg = —g(x1) — g(x2).
Por linealidad Lf = —f(xq1) — f(x2) para cada f € C(X,R).
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