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L. Sánchez Álgebras y módulos de convolución 15 de Abril de 2010 2 / 35



1. INTRODUCCIÓN
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‖f ‖Lp(ω) :=

(∫ ∞
0

|f (t)|pωp(t)

) 1
p
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L1(ω) ∗ Lp(ω) ↪→ Lp(ω)

(f ∗ g)(t) :=

∫ t

0

f (t − s)g(s)ds, t ≥ 0
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1. Introducción

L1(ω) ∗ Lp(ω) ↪→ Lp(ω)

Desigualdad de tipo Minkowski:(∫ ∞
0

(∫ ∞
0

F (x , y)dy

)p

dx

) 1
p

≤
∫ ∞

0

(∫ ∞
0

F p(x , y)dx

) 1
p

dy
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1. Introducción

Notación:

D+ := C(∞)
c ([0,∞)),

espacio de funciones test.
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1. Introducción

[M],[GM] α > 0. T (α)(φ):= D+
‖·‖(α),φ

‖f ‖(α),φ :=

∫ ∞
0

|W αf (t)|φ(t)dt

W−αf (t) =
1

Γ(α)

∫ ∞
t

(y − t)α−1f (y)dy

W αf (t) =
(−1)n

Γ(n − α)

dn

dtn

∫ ∞
t

(y − t)n−α−1f (y)dy

t ≥ 0, n := [α] + 1
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1. Introducción

[M],[GM] α > 0. T (α)(φ):= D+
‖·‖(α),φ

‖f ‖(α),φ :=

∫ ∞
0

|W αf (t)|φ(t)dt

•
∫

I (r ,s)

(r + s − u)α−1φ(u)du ≤ Cφ(r)φ(s)

0 ≤ r ≤ s, I (r , s) := [0, r ] ∪ [s, s + r ]

• rα ≤ Cφ(r), r ≥ 0
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T (α)(φ) ↪→ T (α)(tα) ↪→ L1(R+).

α = n ∈ N, φ(t) = tn [AK]

φ(t) = eλt , λ ≥ 0 [W]
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1. Introducción

[KLM] k ∈ L1
loc(R+), 0 ∈ sop(k)

T k : D+ → D+

f 7→ T k(f ) := k ◦ f
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t

k(s − t)f (s)ds, t ≥ 0

(k ∗ f )(t) :=

∫ t

0

k(t − s)f (s)ds, t ≥ 0∫ ∞
0

f (t)(g ◦ h)(t)dt =

∫ ∞
0

h(t)(g ∗ f )(t)dt
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∫ ∞
t

k(s − t)f (s)ds, t ≥ 0

(k ∗ f )(t) :=

∫ t

0

k(t − s)f (s)ds, t ≥ 0

Si k(t) = tα−1

Γ(α)
, (k ◦ f )(t) =

∫ ∞
t

(s − t)α−1

Γ(α)
f (s)ds = W−αf (t)
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L. Sánchez Álgebras y módulos de convolución 15 de Abril de 2010 8 / 35



1. Introducción

[KLM] k ∈ L1
loc(R+), 0 ∈ sop(k)

T k : D+ → D+

f 7→ T k(f ) := k ◦ f

Dk := T k(D+)

W k : Dk → D+
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1. Introducción

[KLM] k ≥ 0

•
∫

I (s,r)

τ(u)k(r + s − u)du ≤ Cτ(s)τ(r), 0 ≤ s ≤ r

•
∫ t

0

k(s)ds ≤ Cτ(t), t ≥ 0

T k(τ) := Dk
‖·‖k,τ ‖f ‖k,τ :=

∫ ∞
0

|W k f (t)|τ(t)dt
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2. Una desigualdad de tipo Hardy

φ(t) = tαω(t), T (α)(tαω), p ≥ 1.

T (α)
p (tαω) := W−α(Lp(tαω))

‖f ‖(α),p :=

(∫ ∞
0

|W αf (t)|ptαpωp(t)dt

) 1
p

Teorema

T α(tαω) ∗ T αp (tαω) ↪→ T αp (tαω)
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2. Una desigualdad de tipo Hardy

Sean f ≥ 0, p > 1.∫ ∞
0

(
1

x

∫ x

0

f (t)dt

)p

dx ≤
(

p

p − 1

)p ∫ ∞
0

f p(x)dx

Sean f ≥ 0, p ≥ 1, α < p − 1.∫ ∞
0

(
1

x

∫ x

0

f (t)dt

)p

xαdx ≤
(

p

p − α− 1

)p ∫ ∞
0

f p(x)xαdx
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2. Una desigualdad de tipo Hardy

[HLP]

Sea α > 0 y F : (0,∞)→ [0,∞) una función medible
Lebesgue. Entonces, para todo p > 1,

∫ ∞
0

(∫ ∞
x

(t − x)α−1f (t)dt

)p

dx ≤ Cα,p

∫ ∞
0

xαpf p(x)dx .

∫ ∞
0

(∫ ∞
x

k(t − x)f (t)dt

)p

dx ≤ C

∫ ∞
0

(∫ x

0

k(t)dt

)p

f p(x)dx
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Sea α > 0 y F : (0,∞)→ [0,∞) una función medible
Lebesgue. Entonces, para todo p > 1,

∫ ∞
0

(∫ ∞
x

(t − x)α−1f (t)dt
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dx ≤ Cα,p
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2. Una desigualdad de tipo Hardy

q > 1. k satisface (C1)q si existe F ∈ L1([0, 1]) tal que

(C1)q

sk
(

s
t
(1− t)

)
t1+ 1

q
∫ s

t
0

k(τ)dτ
≤ F (t), s ∈ (0,∞), t ∈ (0, 1).
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)
t1+ 1

q
∫ s

t
0

k(τ)dτ
≤ F (t), s ∈ (0,∞), t ∈ (0, 1).

Hf (x) =
1

x

∫ x

0

f (y)dy , x > 0
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2. Una desigualdad de tipo Hardy

Desigualdad 1

Sean q > 1, k verificando (C1)q, g ∈ Lq(R+). Entonces∫ ∞
0

1(∫ x

0
k(τ)dτ

)q (∫ x

0

k(x − s)|g(s)|ds

)q

dx ≤ C

∫ ∞
0

|g(t)|qdt

‖k ∗ g‖
Lq

„
1R x

0 k

« ≤ C‖g‖q.
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2. Una desigualdad de tipo Hardy

Desigualdad 2

Sean p > 1, k verificando (C1)q, f ∈ Lp(R+). Entonces∫ ∞
0

∣∣∣∣∫ ∞
x

k(y − x)f (y)dy

∣∣∣∣p dx ≤ C

∫ ∞
0

(∫ x

0

k(t)dt

)p

|f (x)|pdx

‖k ◦ f ‖p ≤ C‖f ‖Lp(
R x

0 k).
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L. Sánchez Álgebras y módulos de convolución 15 de Abril de 2010 16 / 35



2. Una desigualdad de tipo Hardy

Desigualdad 2

Sean p > 1, k verificando (C1)q, f ∈ Lp(R+). Entonces∫ ∞
0

∣∣∣∣∫ ∞
x

k(y − x)f (y)dy

∣∣∣∣p dx ≤ C

∫ ∞
0

(∫ x

0

k(t)dt

)p

|f (x)|pdx

‖k ◦ f ‖p ≤ C‖f ‖Lp(
R x

0 k).
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3. LOS ESPACIOS T k
p (τ ) COMO

T k(τ )-MÓDULOS DE BANACH
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

τ(t) := ω(t)

∫ t

0

k(s)ds, t ≥ 0.
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Lema 0

Sean p ≥ 1,F ∈ Lp(τ), k verificando (C1)q. Entonces existe

T kF (t) := (k ◦ F )(t) =

∫ ∞
t

k(s − t)F (s)ds, c.t.p. t ≥ 0.

De hecho T k define un elemento de Lp(R+) y un operador acotado

T k : Lp(τ)→ Lp(R+)

que extiende al inicial T k : D+ → D+.

En la demostración se emplea la desigualdad de tipo Hardy anterior.
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Definimos el espacio de Banach T k
p (τ) como el rango T k(Lp(τ))

dotado con la norma ‖ · ‖k,τ,p obtenida como la imagen de la norma
de Lp(τ) v́ıa el operador T k : Lp(τ)→ Lp(R+).

T k : Lp(τ)→ T k
p (τ)

W k : T k
p (τ)→ Lp(τ)

‖f ‖k,τ,p :=

(∫ ∞
0

|W k f (t)|pτ p(t)dt

) 1
p
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Teorema

T k(τ) ∗ T k
p (τ) ↪→ T k

p (τ)

‖f ∗ g‖T k
p (τ) ≤ C‖f ‖T k (τ)‖g‖T k

p (τ)

L. Sánchez Álgebras y módulos de convolución 15 de Abril de 2010 21 / 35



3. Los espacios T k
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Teorema [KLM]
Sean f , g ∈ Dk . Entonces f ∗ g ∈ Dk y

W k(f ∗ g)(s) =

∫ s

0

W kg(r)

∫ s

s−r

k(t + r − s)W k f (t)dtdr

−
∫ ∞

s

W kg(r)

∫ ∞
s

k(t + r − s)W k f (t)dtdr
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

(C2)

∫ 2t

0

k(s)ds ≤ C

∫ t

0

k(s)ds, t ≥ 0.

Hk(2t) ≤ CHk(t)
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Lema 1
Sean r ≥ 0, p ≥ 1, k verificando (C1)q y (C2). Entonces

(1)

(∫ 2r

r

τ p(s)

(∫ s

s−r

k(t + r − s)|W k f (t)|dt

)p

ds

) 1
p

≤

≤ Cτ(r)‖f ‖k,τ,p

(2)

(∫ ∞
2r

τ p(s)

(∫ s

s−r

k(t + r − s)|W k f (t)|dt

)p

ds

) 1
p

≤

≤ Cτ(r)‖f ‖k,τ,p
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

(C 3)

∫ u+r

0
k(y)dy∫ u+s

0
k(y)dy

≤ C

∫ r

0
k(y)dy∫ s

0
k(y)dy

, 0 ≤ s ≤ r , u ≥ 0.

(C 4)q r
1
p

∫ ∞
0

kq(u + r)(∫ u+r

0
k(y)dy

)q du

 1
q

≤ C , r ≥ 0.
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Lema 2
Sean p ≥ 1, k verificando (C3) y (C4)q. Entonces(∫ ∞

0

τ p(s)

(∫ s

0

|W kg(r)|
∫ ∞

s

k(t + r − s)|W k f (t)|dtdr

)p

ds

) 1
p

≤

≤ C‖f ‖k,τ,p‖g‖k,τ
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Teorema
Sean p > 1, k verificando (C1)q, (C2), (C3) y (C4)q. Entonces

T k(τ) ∗ T k
p (τ) ↪→ T k

p (τ)
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Idea de la demostración. Sean f , g ∈ Dk .
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Idea de la demostración. Sean f , g ∈ Dk .

|Wk(f ∗ g)(s)|p ≤ Ck,p

(∫ s

0
|Wkg(r)|

∫ s

s−r
k(t + r − s)|Wk f (t)|dtdr

)p

+ Ck,p

(∫ ∞
s
|Wkg(r)|

∫ ∞
s

k(t + r − s)|Wk f (t)|dtdr

)p

.
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Idea de la demostración. Sean f , g ∈ Dk .

‖f ∗ g‖k,τ,p :=

(∫ ∞
0

|Wk(f ∗ g)(s)|pτ p(s)ds

) 1
p

≤ Ck,p(I1 + I2),
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(∫ ∞
0

|Wk(f ∗ g)(s)|pτ p(s)ds

) 1
p

≤ Ck,p(I1 + I2),

donde

I1 :=

(∫ ∞
0

τp(s)

(∫ s

0
|Wkg(r)|

∫ s

s−r
k(t + r − s)|Wk f (t)|dtdr

)p

ds

) 1
p

,

I2 :=

(∫ ∞
0

τp(s)

(∫ s

0
|Wkg(r)|

∫ ∞
s

k(t + r − s)|Wk f (t)|dtdr

)p

ds

) 1
p
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Idea de la demostración. Sean f , g ∈ Dk .

I1 ≤
∫ ∞

0

|Wkg(r)|(I11(r) + I12(r))dr ,
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3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

Idea de la demostración. Sean f , g ∈ Dk .

I1 ≤
∫ ∞

0

|Wkg(r)|(I11(r) + I12(r))dr ,

donde

I11(r) :=

(∫ 2r

r

τ p(s)

(∫ s

s−r

k(t + r − s)|Wk f (t)|dt

)p

ds

) 1
p

,

I12(r) :=

(∫ ∞
2r

τ p(s)

(∫ s

s−r

k(t + r − s)|Wk f (t)|dt

)p

ds

) 1
p

.

�

L. Sánchez Álgebras y módulos de convolución 15 de Abril de 2010 28 / 35



3. Los espacios T k
p como T k-módulos de Banach

(C 1)q
sk( s

t
(1−t))

t
1+ 1

q
R s

t
0 k(τ)dτ

≤ F (t), s ∈ (0,∞), t ∈ (0, 1).

(C 2)
∫ 2t

0
k(s)ds ≤ C

∫ t

0
k(s)ds, t ≥ 0.

(C 3)
R u+r

0 k(y)dyR u+s
0 k(y)dy

≤ C
R r

0 k(y)dyR s
0 k(y)dy

, 0 ≤ s ≤ r , u ≥ 0.

(C 4)q r
1
p

∫ ∞
0

kq(u + r)(∫ u+r

0
k(y)dy

)q du

 1
q

≤ C , r ≥ 0.

k(t) = h(t)tα−1,
0 < m ≤ M

m ≤ h ≤ M c.t.p.

(
At+B
Ct+D

)γ
tα−1 (E + cos(t))tα−1 (R + e−λt)tα−1

A,B ,C ,D > 0, γ ∈ R E > 1 R > 0, λ ≥ 0
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4. OTROS RESULTADOS RELACIONADOS
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4. Otros resultados relacionados

f ∗c g :=
1

2
(f ∗ g + f ◦ g + g ◦ f ) ,

Lema
Sea p ≥ 1. Entonces

Lp(R+) ◦ T k(τ) ↪→ T k
p (τ) y L1(R+) ◦ T k

p (τ) ↪→ T k
p (τ)

Corolario
Sea p ≥ 1. Entonces

T k
p (τ) ◦ T k(τ) ↪→ T k

p (τ) y T k(τ) ◦ T k
p (τ) ↪→ T k

p (τ)
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4. Otros resultados relacionados

Teorema
Sean p > 1, k verificando (C1)q, (C2), (C3) y (C4)q. Entonces

T k(τ) ∗c T k
p (τ) ↪→ T k

p (τ)
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4. Otros resultados relacionados

Teorema

El conjunto de caracteres del álgebra de Banach T (α)(tαω) tiene la
forma

{ϕz : z ∈ Πσω}

de modo que la transformada de Gelfand en T (α)(tαω) viene dada
por la transformada de Laplace

L : T (α)(tαω) −→ A0(Πσω)
f 7−→ L(f )
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El conjunto de caracteres del álgebra de Banach T (α)(tαω) tiene la
forma

{ϕz : z ∈ Πσω}

de modo que la transformada de Gelfand en T (α)(tαω) viene dada
por la transformada de Laplace

L : T (α)(tαω) −→ A0(Πσω)
f 7−→ L(f )

donde

L(f )(z) :=

∫ ∞
0

f (t)e−ztdt, f ∈ L1(R+)
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4. Otros resultados relacionados

Teorema

El conjunto de caracteres del álgebra de Banach T (α)(tαω) tiene la
forma

{ϕz : z ∈ Πσω}

de modo que la transformada de Gelfand en T (α)(tαω) viene dada
por la transformada de Laplace

L : T (α)(tαω) −→ A0(Πσω)
f 7−→ L(f )

donde
Πσω := {z ∈ C : <z ≥ σω}

σω = − log ĺım
t→∞

ω(t)
1
t
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4. Otros resultados relacionados

Teorema

El conjunto de caracteres del álgebra de Banach T (α)(tαω) tiene la
forma

{ϕz : z ∈ Πσω}

de modo que la transformada de Gelfand en T (α)(tαω) viene dada
por la transformada de Laplace

L : T (α)(tαω) −→ A0(Πσω)
f 7−→ L(f )

donde

A0(Πσω) :=

{
F ∈ C(Πσω) ∩Hol(Πσω) : ĺım

<z≥σω
z→∞

F (z) = 0

}
.
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University Press (1934)
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