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Lw), LPw)  (p=1)
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Lw), LPw)  (p=1)

Submultiplicatividad de w:

w(s+t) < Cw(s)w(t)
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[Mw), LP(w) (p>1)

Pl = ([ |f(t)|f’wp(t))%°
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[M(w) * LP(w) — LP(w)
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[M(w) * LP(w) — LP(w)

(f xg)(t) := /Ot f(t—s)g(s)ds, t>0
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[M(w) * LP(w) — LP(w)

I * gllrw) < Cllfllw)llgllew)
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T ——

[M(w) * LP(w) — LP(w)

Desigualdad de tipo Minkowski:

=

([ ([ ey )/ < [ ([ s
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Notacién:

Dy = C([0,00)),

espacio de funciones test.
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(M1, [GM]

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010



MI,[GM] o> 0.
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M],[GM] o« > 0. T ()
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M1,[GM] « > 0. T@)(g):= || (@),
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M1,[GM] « > 0. T@)(g):= || (@),

1Flliays = / WeF () 6(t)dt
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M1,[GM] « > 0. T@)(g):= || (@),

1Flliays = / W F (1) 6(t)dt

W f(e) = - )/ — 1) f(y)dy

wer(e) = s [ ey

t>0, n:=l[a]+1
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M1,[GM] « > 0. T@)(g):= || (@),

1Flliays = / WeF(8)[o(1)dt

. / (r+s — u)*o(u)du < Co(r)(s)

0<r<s, I(r,s):=10,r]U[s, s+ r]
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M1,[GM] « > 0. T@)(g):= || (@),

1Flliays = / WeF () 6(t)dt

T@O(p) — TO(t) — LHRY).
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M1,[GM] « > 0. T@)(g):= || (@),

1Flliays = / WeF () 6(t)dt

T@O(p) — TO(t) — LHRY).

a=neN, o(t) =t" [AK]

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 7 /35



L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010



[KLM]

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010



[KLM] k€ L} _(R"), 0 € sop(k)

loc
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[KLM] k€ L} _(R"), 0 € sop(k)

loc

Tk . D+ — D+

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 8 /35



[KLM] k€ L} _(R"), 0 € sop(k)

loc

Tk . D+ — D+
fo TH(F)i=kof

(kof)(t):= /too k(s — t)f(s)ds, t>0
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[KLM] k€ L} _(R"), 0 € sop(k)

loc

Tk: D+ — D+
f — Tk(f) =kof

(kof)(t):= /too k(s — t)f(s)ds, t>0

(k*f)(t) := /Ot k(t — s)f(s)ds, t>0
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T ——

[KLM] k€ L} _(R"), 0 € sop(k)

loc

Tk . D+ — D+
fo TH(F)i=kof

(kof)(t):= /oo k(s — t)f(s)ds, t>0
(k*f)(t) := /t k(t — s)f(s)ds, t>0

Amﬂﬂ@omﬁwh:AmMﬂ@*ﬂth
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T ——

[KLM] k€ L} _(R"), 0 € sop(k)

loc

Tk . D+ — D+
fo TH(F)i=kof

(kof)(t):= /too k(s — t)f(s)ds, t>0

(k*f)(t) := /Ot k(t — s)f(s)ds, t>0

s — t)a—l

Si k(1) = £, (kof)(t):/too(l_Tf(s)ds: W= f(t)
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[KLM] k€ L} _(R"), 0 € sop(k)

loc

Tk . D+ — D+
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[KLM]
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[KLM] k>0
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[KLM] k>0

J / T(u)k(r +s— u)du < Cr(s)r(r), 0<s<r
I(s,r)
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[KLM] k>0

J / T(u)k(r +s— u)du < Cr(s)r(r), 0<s<r
I(s,r)

° /t k(s)ds < Cr(t), t>0
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[KLM] k>0

J / T(u)k(r +s— u)du < Cr(s)r(r), 0<s<r
I(s,r)

. /tk(s)dSSCT(t), £>0

0

) =D s = / (W) () dt
0
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2. UNA DESIGUALDAD DE TIPO HARDY
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. Una desigualda € UIpo rlar

o(t) = tow(t),  T(tw),
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. Una desigualda € UIpo rlar

o(t) = tow(t),  T(tw), p>1
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. Una desigualda € UIpo rlar

o(t) = tow(t),  T(tw), p>1

TON(tw) = W (LP(t°w))
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. Una desigualda € UIpo rlar

o(t) = tow(t),  T(tw), p>1

TON(tw) = W (LP(t°w))

W_a . D+ — D+
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. Una desigualda € UIpo rlar

o(t) = tow(t),  T(tw), p>1

TON(tw) = W (LP(t°w))

W= [P(t°w) — LP(w)
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. Una desigualda € UIpo rlar

o(t) = tow(t),  T(tw), p>1

TON(tw) = W (LP(t°w))

W= LP(t°w) — ’Z;(o‘)(to‘w)
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. Una desigualda € UIpo rlar

o(t) = tow(t),  T(tw), p>1

TON(tw) = W (LP(t°w))

we . ’Z:,(“)(to‘w) — LP(t%w)
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. Una eS|ﬁua a etlﬁo ar¥

o(t) = tow(t),  T(tw), p>1
TON(tw) = W (LP(t°w))

we . ’Z:,(o‘)(to‘w) — LP(t%w)

1

1l = ( / |W°’f(t)|f’t%f’(r)dr)
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. Una desigualda € UIpo rlar

o(t) = tow(t),  T(tw), p>1

TON(tw) = W (LP(t°w))

we . ’Z;(“)(to‘w) — LP(t°w)

1l = ( / |W“f(r)|"r%"(r)dt)

Teorema

T(t) * T (tw) — T(t"w)
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. Una desigualda € tipo

Seanf >0, p>1.
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. Una e5|ﬁua a etIEO arx

Seanf >0, p>1.

Sean f>0,p>1, a<p—1.

[ [ rom s () [
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. Una desigualda e tipo Har

[HLP]
Seaa >0y F:(0,00) — [0,00) una funcion medible
Lebesgue. Entonces, para todo p > 1,

/OOO (/Xoo(t - X)“‘lf(t)dt)pdx < Cap /Ooo XPFP(x) dx.
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. Una eS|ﬁua a etIEO arx

[HLP]
Seaa>0yF:(0,00) — [0,00) una funcién medible
Lebesgue. Entonces, para todo p > 1,

/000 (/Xoo(t — x)a—lf(t)dt)pdx <c., /Omxapfp(x)dx.
/OOO (/Xoo k(f—X)f(t)dt>pdx < C/OOO (/OX k(t)dt)pf”(x)dx
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qg>1
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. Una desigualda € tipo

g > 1. k satisface (C1), si existe F € L*([0,1]) tal que

sk (31— 1))

C1 ~
(CL)e t'" [ k()dT

< F(t), s € (0,00), t €(0,1).
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. Una eS|ﬁua a etlﬁo ar¥

g > 1. k satisface (C1), si existe F € L*([0,1]) tal que

sk (3(1 - 1)
te fo% k(t)dT

(C1), < F(t), s € (0,00), t €(0,1).

1 X
HE(x) = ;/0 fy)dy, x>0
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. Una eS|ﬁua a etlﬁo ar¥

g > 1. k satisface (C1), si existe F € L*([0,1]) tal que

sk (3(1 - 1)
te fo% k(t)dT

(C1), < F(t), s € (0,00), t €(0,1).
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. Una desigualda € tipo

Desigualdad 1
Sean g > 1, k verificando (C1),, g € LY9(R™). Entonces

/000 W (/OX kb= s)lg(5)|ds)q x < C/Ooo g(1)|9dt
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. Una desigualda € tipo

Desigualdad 1
Sean g > 1, k verificando (C1),, g € LY9(R™). Entonces

/000 W (/OX kb= s)lg(5)|ds)q x < C/Ooo g(1)|9dt

IIk*gIILq(_;_) < Cllgllq-

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 15 / 35



L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 16 / 35



. Una desigualda € tipo

Desigualdad 2
Sean p > 1, k verificando (C1),, f € LP(RT). Entonces

/OOO T < C/Ooo (/0 k(t)dt)p () Pax

/oo k(y —x)f(y)dy
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. Una desigualda € tipo

Desigualdad 2
Sean p > 1, k verificando (C1),, f € LP(RT). Entonces

/OOO T < C/ooo (/0 k(t)dt)p () Pax

ko Fllo < Cllfllg )

/oo k(y —x)f(y)dy
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3. LOS ESPACIOS T(r) COMO
T*(7)-MODULOS DE BANACH
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

(8) = w(t) /Ot K(s)ds,  t>0.

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 18 / 35



. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 19 / 35



. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Sean p > 1, F € LP(7), k verificando (C1),.
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!. EOS €spacios !i como ! —moaulos He ganac”

Sean p > 1, F € LP(7), k verificando (C1),. Entonces existe

TEF(t) := (ko F)(t) = /too k(s — t)F(s)ds, ctp. t=>0.
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3. Los espacios !5 k como !5 ’!-médulos de Banach
C——————————————————

Sean p > 1, F € LP(7), k verificando (C1),. Entonces existe
TRF(t) = (ko F)(£) = / k(s — t)F(s)ds,  ctp. t>0.
t

De hecho Tk define un elemento de LP(R") y un operador acotado
Tk LP(T) — LP(RT)

que extiende al inicial T : D, — D,.

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 19 / 35



3. Los espacios Tii,! como T,!-médulos de Banach
Sean p > 1, F € LP(7), k verificando (CI),. Entonces existe

TKFE(t) .= (ko F)(t) = /too k(s — t)F(s)ds, ct.p. t>0.

De hecho Tk define un elemento de LP(R") y un operador acotado

T : LP(T) — [P(RT)

que extiende al inicial T : D, — D,.

.

En la demostracién se emplea la desigualdad de tipo Hardy anterior.
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Definimos el espacio de Banach 7,(7) como el rango T*(LP(7))
dotado con la norma || - ||« -, obtenida como la imagen de la norma
de LP(7) via el operador T*: LP(7) — LP(RY).
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Definimos el espacio de Banach 7(7) como el rango T*(LP(7))
dotado con la norma || - ||« -, obtenida como la imagen de la norma
de LP(7) via el operador TX: LP(T) — LP(RY).

Tk LP(T) — ’];k(T)
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Definimos el espacio de Banach 7(7) como el rango T*(LP(7))
dotado con la norma || - ||« -, obtenida como la imagen de la norma
de LP(7) via el operador TX: LP(T) — LP(RY).

Tk LP(T) — ’];k(T)

Wk ’Z;k(T) — LP(7)
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Definimos el espacio de Banach 7(7) como el rango T*(LP(7))
dotado con la norma || - ||« -, obtenida como la imagen de la norma
de LP(7) via el operador TX: LP(T) — LP(RY).

Tk LP(T) — ’];k(T)

Wk ’Z;k(T) — LP(7)

lhni= ([ |ka(t)|,,Tp(t)dt);
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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). LOS e€spacios /- COmO Z -modadulos d€ Banacn

Teorema

TH(1) * T, (1) = T, (1)
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Teorema

TH(1) * T, (1) = T, (1)

I * gllzeery < Clifllzxn) gl ze(r)
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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OS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Sean f,g € Dy. Entonces f x g € Dy y
WK (f * g)(s) / W¥g( r)/ k(t+ r — s)WXf(t)dtdr

/ Wkg(r)/ (t 4 r — s)Wkf(t)dtdr

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010



. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

(C2) /02t k(s)ds < C/Ot k(s)ds, t>0.
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

(C2) /02t k(s)ds < C/Ot k(s)ds, t>0.

Hk(2t) < CHk(t)
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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3. Los espacios !5 k como !5 ’!-médulos de Banach
C——————————————————

Sean r > 0, p > 1, k verificando (C1), y (C2). Entonces

W ([0 ([ e - )

< Cr(N)|[fllkrp

2) (/200 (s) (/_ K(t+r— s)|ka(t)|dt>pds)

< Cr(n)||f

k,T,p

IA
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

o kW)dy _ o k(y)dy

() e = ke 050 S
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

o kW)dy _ o k(y)dy

(C3) s o SO <s<r, u=0
Jo 7 k(y)dy 7 Jo k(y)dy
1 & q ’
(C4)q re / f+,(u+ ) gdu | <C, r>0.
o (Jy k(y)dy)
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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. LOS €spacios como -Modaulos de€

Sean p > 1, k verificando (C3) y (C4),. Entonces

(/OOOTP(S) (/05 |W"g(f)|/soo k(t+r— 5)|ka(t)|dtdr>pds)p )

< C||f]

krpllg ks

danac
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Teorema
Sean p > 1, k verificando (C1),, (C2), (C3)y (C4),. Entonces

TH(r) * T, (1) = T'(7)
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Idea de la demostracion.
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Idea de la demostracion. Sean f, g € Dy.
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Idea de la demostracion. Sean f, g € Dy.

s p
k(t+r—s)| ka(t)|dtdr)

Ss—r

W(F +8)(5)P < Ce ( [ wieo)

= Cup ([ W)l [ e = s Whr(o)atar )
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Idea de la demostracion. Sean f, g € Dy.

1F % gl = ( / |Wk<f*g)(s)|f’rp(s)ds) < Coplh + ),
0

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 28 / 35



. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Idea de la demostracion. Sean f, g € Dy.

175 elhep = ([ 1060 < OPT(6)ek) " < Cplh + ),
0

donde

b= (/OOO () (/0 |Wkg(r)|/; K(t+r— s)|ka(t)|dtdr)pds)‘l’,
b= (/OOOTP(S) </0 |Wkg(r)|/soo K(t+r— s)|ka(t)|dtdr)pds)’l’.
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. LOS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Idea de la demostracion. Sean f, g € Dy.

h< / T Weg(r)|(ha(r) + ha(r)) el
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OS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

Idea de la demostracion. Sean f, g € Dy.

h< / T Weg(r)|(ha(r) + ha(r))

donde

) = ([ ([ e - wercore) )

1

ho(r) = (/:TP (/ k(t+r— s)|Wif (t)|dt)pds>p

28 / 35
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OS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

S(1-1)
L ey,
t qf k(r)dT

(C2)  [Z'k(s)ds < C [ k(s)ds,  t>0.

Jo " k(y)dy Jo k(y)dy
(€3) fz”+s k(y)dy < szs k(y)dy’ 0<s<r, u>0.

(C1), s € (0,00), t €(0,1).

1

1 & q
(C4)q re / Lﬁ,(u—i_ ) gdu | <C, r>0.
0 (fo k()’)d}/>
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OS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

( (1 t)) < F(b),
th ft k(T)dr

(C2)  [Z'k(s)ds < C [ k(s)ds,  t>0.

Jo " k(y)dy Jo k(y)dy
(€3) fZ““ k(y)dy < szs k(y)dy’ 0<s<r, u>0.

(C1), s€(0,00), t € (0,1).

Ko(u+1) du <C r>0.

(C4)g P /O (f0u+r k(y)dy>q < >

O<m<M

_ a—1
k(t) = h(t)t™, m<h<M ct.p.
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OS €spacios como -MOodaulos d€ BanacC

( (1 t)) < F(b),
th ft k(T)dr

(C2)  [Z'k(s)ds < C [ k(s)ds,  t>0.

Jo " k(y)dy Jo k(y)dy
(€3) fZ““ k(y)dy < Cff; k(y)dy’ 0<s<r, u>0.

(C1), s€(0,00), t € (0,1).

1 & q
(C4)q re / f+,(u+ ) gdu | <C, r>0.
0 (fo k()/)d}/>

k(t) = h(t)t* 1,

O<m<M
m<h<M c.t.p.

(é;igy tot (E + cos(t))t~ ! (R+ e M)to?
AB C,D>0v€eR E>1 R>0.A>0
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4. OTROS RESULTADOS RELACIONADOS
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1
f*cgzzz(f*g—i—fog—kgof),
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1
f*cg:zi(f*g—i—fog—kgof),

Sea p > 1. Entonces

LPRT)oTr) = T,(1) v  L(RY)oTi(r) = T, (1)

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 31 /35



1
f*cg:zi(f*g—i—fog—kgof),

Sea p > 1. Entonces

LPRT)oTr) = T,(1) v  L(RY)oTi(r) = T, (1)

Corolario
Sea p > 1. Entonces

T(T)oTH ) = T(r) v  TY1)oT(r) = T, (1)

L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 31 /35



L. Sdnchez Algebras y mddulos de convolucién 15 de Abril de 2010 32 /35



Teorema
Sean p > 1, k verificando (C1),, (C2), (C3)y (C4),. Entonces

TH(1) *e T)(7) = T,(7)
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4. Otros resultados relacionados

El conjunto de caracteres del dlgebra de Banach 7™ (tw) tiene la
forma

{p. : z € ﬁaw}

de modo que la transformada de Gelfand en 7()(t*w) viene dada
por la transformada de Laplace

L: TO(t"w) — Ay(My,)
f —  L(f)
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4. Otros resultados relacionados

El conjunto de caracteres del dlgebra de Banach 7™ (tw) tiene la
forma

{p. : z € ﬁaw}

de modo que la transformada de Gelfand en 7()(t*w) viene dada
por la transformada de Laplace

L: TO(t"w) — Ay(My,)
f —  L(f)

donde
L(f)(z) ::/ f(t)e #dt, fe Ll(R+)
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4. Otros resultados relacionados

El conjunto de caracteres del dlgebra de Banach 7™ (tw) tiene la
forma

{p. : z € ﬁaw}

de modo que la transformada de Gelfand en 7()(t*w) viene dada
por la transformada de Laplace

L: TO(t"w) — Ay(My,)
f —  L(f)

donde B
Ny, ={z€C : Rz>o0,}

o, = —log 7:Ier;ocu(t)%
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A
4. Otros resultados relacionados

El conjunto de caracteres del dlgebra de Banach 7™ (tw) tiene la
forma

{p. : z € ﬁaw}

de modo que la transformada de Gelfand en 7()(t*w) viene dada
por la transformada de Laplace

L: TO(t"w) — Ay(My,)
f —  L(f)

Rz>ow
zZ—0

Ao(M,,) = {F cC(N,,)NHol(N,,) : lim F(z) = O} :
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