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Oŕıgenes

Riesz-Thorin

Método complejo (·, ·)[θ]

Marcinkiewicz

Método real (·, ·)θ,q

Método real y complejo

A0 A1

0 < θ < 1

(A0,A1)θ,q

Rubén Rodŕıguez
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Interpolación real clásica

Sea Ā = (A0,A1) un par compatible de espacios cuasi-Banach, es
decir, dos espacios cuasi-Banach continuamente inyectados en un
espacio vectorial topológico Hausdorff A

• A0 + A1 = {a ∈ A : a = a0 + a1 , ai ∈ Ai}

I ‖a‖A0+A1 = ı́nf {‖a0‖A0 + ‖a1‖A1 : a = a0 + a1 , ai ∈ Ai} .

• A0 ∩ A1 = {a ∈ A : a ∈ A0 y a ∈ A1}

I ‖a‖A0∩A1 = máx {‖a‖A0 , ‖a‖A1} .

(A0 + A1, ‖ · ‖A0+A1) y (A0 ∩ A1, ‖ · ‖A0∩A1) son espacios c
cuasi-Banach con c = máx{c0, c1}.
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Nuevos resultados sobre métodos de interpolación asociados a poĺıgonos en el caso cuasi-Banach
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K- y J-funcionales

I J. L. Lions and J. Peetre, Sur une classe d’espaces
d’interpolation, Inst. Hautes Études Sci. Publ.Math. 19(1964),
5-68.

K-funcional

Dado t > 0 y a ∈
∑

(Ā) se define el K-funcional como

K (t, a) = ı́nf{‖a0‖A0 + t‖a1‖A1 : a = a0 + a1, ai ∈ Ai}

J-funcional

Dado t > 0 y a ∈ 4(Ā) se define el J-funcional como

J(t, a) = máx{‖a‖A0 , t‖a‖A1}
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J(t, a) = máx{‖a‖A0 , t‖a‖A1}

Rubén Rodŕıguez
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(A0,A1)θ,q. K−funcional.

El espacio (A0,A1)θ,q puede ser descrito usando el K-funcional.
Sea 0 < q ≤ ∞ y sea 0 < θ < 1

(A0,A1)θ,q =

a ∈ A0 + A1 :

(∑
m∈Z

(
2−mθK (2m, a)

)q) 1
q

<∞


si q <∞ o

(A0,A1)θ,∞ =

{
a ∈ A0 + A1 : sup

m∈Z
2−mθK (2m, a) <∞

}

Rubén Rodŕıguez
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(A0,A1)θ,q. J−funcional.

Usando el J-funcional el espacio (A0,A1)θ,q se puede describir
como todos los elementos a ∈ A0 + A1 que pueden ser
representados por

a =
∑
m∈Z

um convergente en
∑

(Ā) y con um ∈ 4(Ā)

verificando (∑
m∈Z

(
2−mθJ(2m, um)

)q) 1
q

<∞

si q =∞
sup
m∈Z

{
2−mθJ(2m, um)

}
<∞.
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La norma en este espacio se define por

‖a‖Āθ,q;J
= ı́nf


(∑

m∈Z

(
2−mθJ(2m, um)

)q) 1
q


donde el ı́nfimo se toma sobre todas las posibles representaciones
que verifican (*) y (**).

I J. Bergh and J. Löfström, “Interpolation spaces. An
introduction”, Springer, Berlin 1976.
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(A0,A1)θ,q. Propiedades.

I (A0,A1)θ,q es un espacio c cuasi-Banach donde

c = c1−θ
0 cθ1 máx{1, 2

1−q
q }.

I (A0,A1)θ,q es un espacio intermediario respecto del par Ā

A0 ∩ A1 ↪→ (A0,A1)θ,q ↪→ A0 + A1.

I Sea T ∈ L(Ā, B̄) entonces la restricción de T a (A0,A1)θ,q da
un operador acotado

T : (A0,A1)θ,q −−→ (B0,B1)θ,q

con norma
‖T‖θ,q ≤ C‖T‖1−θ

A0
‖T‖θA1

.

Rubén Rodŕıguez
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I Sea T ∈ L(Ā, B̄) entonces la restricción de T a (A0,A1)θ,q da
un operador acotado

T : (A0,A1)θ,q −−→ (B0,B1)θ,q

con norma
‖T‖θ,q ≤ C‖T‖1−θ

A0
‖T‖θA1

.

Rubén Rodŕıguez
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C(θ; Ā)

Sea 0 < θ < 1 entonces dado un espacio cuasi-Banach X ,
intermedio respecto del par Ā diremos

I X es de clase CK (θ; Ā) si y solo si

4(Ā) ↪→ X ↪→ Āθ,∞.

I X es de clase CJ(θ; Ā) si y solo si

Āθ,ρ ↪→ X ↪→
∑

(Ā)

siendo X c cuasi-Banach y ρ verificando (2c)ρ = 2.

• X es de clase C(θ; Ā) si

Āθ,ρ ↪→ X ↪→ Āθ,∞.

Rubén Rodŕıguez
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Nuevos resultados sobre métodos de interpolación asociados a poĺıgonos en el caso cuasi-Banach
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Espacios de Lorentz. Lpq

Sea una espacio de medida σ−finita (Ω, µ) entonces para
0 < p <∞ y para 0 < q ≤ ∞ los espacios de Lorentz de definen
como

Lp,q =

{
f : ‖f ‖Lp,q =

(∫ ∞
0

(
t

1
p
−1
∫ t

0
f ∗(s)ds

)q) 1
q

<∞

}

donde

f ∗(s) = ı́nf {γ > 0 : µ {x ∈ Ω : |f (x)| > γ} ≤ s} .

Rubén Rodŕıguez
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Ejemplos.

I Sea 0 < p0 < p1 ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 < θ < 1 y 1
p = 1−θ

p0
+ θ

p1

(Lp0 , Lp1)θ,q = Lp,q

∗ (Lp0 , L∞)θ,p = Lp con 1
p = 1−θ

p0
.

I Si s = (1− θ)s0 + θs1 y 0 < θ < 1.

(Bs0
pq0
,Bs1

pq1
)θ,q = Bs

pq

Rubén Rodŕıguez
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Motivación Método real Métodos asociados a poĺıgonos Resultados de reiteración. Interpolación sobre el cuadrado unidad

N-upla de espacios cuasi-Banach

A0 A1

0 < θ < 1

(A0,A1)θ,q

A3

A2A1

A5

A4

Ai situado en Pi

(α, β) (α, β) ∈ Int(Π)

Ā(α,β),q;K y Ā(α,β),q;J
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Motivación Método real Métodos asociados a poĺıgonos Resultados de reiteración. Interpolación sobre el cuadrado unidad

N-upla de espacios cuasi-Banach

A0 A1

0 < θ < 1

(A0,A1)θ,q

A3

A2A1

A5

A4

Ai situado en Pi

(α, β) (α, β) ∈ Int(Π)
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∑
(Ā) =

a ∈ A ; a =
N∑
j=1

aj : aj ∈ Aj


4(Ā) = {a ∈ A ; a ∈ Aj : j = 1, ...,N}
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K− y J−funcionales bidimensionales.

Por medio de Π definimos para t, s > 0 las siguientes C
cuasi-normas en

∑
(Ā)

K (t, s; a) = ı́nf


N∑
j=1

txj syj‖aj‖Aj
: a =

N∑
j=1

aj , aj ∈ Aj


Similarmente definimos en 4(Ā), para t, s > 0, la familia de C
cuasi-normas

J(t, s; a) = máx
{

txj syj‖a‖Aj
: 1 ≤ j ≤ N

}
.
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Nuevos resultados sobre métodos de interpolación asociados a poĺıgonos en el caso cuasi-Banach
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Ā(α,β),q;K

Dado (α, β) ∈ Int(Π) y 0 < q ≤ ∞ el K−espacio Ā(α,β),q;K

consiste en todos los elementos a ∈
∑

(Ā) con cuasi-norma

‖a‖Ā(α,β),q;K
=

 ∑
(m,n)∈Z2

(
2−mα−nβK (2m, 2m, a)

)q 1
q

finita.
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Ā(α,β),q;J

Dado (α, β) ∈ Int(Π) y 0 < q ≤ ∞ el J−espacio Ā(α,β),q;J consiste

en todos los elementos a ∈
∑

(Ā) que admiten una representación

a =
∑

(m,n)∈Z2

um,n con convergencia en
∑

(Ā) (∗)

donde u(m, n) ∈ 4(Ā) que además verifica que ∑
(m,n)∈Z2

(
2−mα−nβJ(2m, 2m, um,n)

)q 1
q

<∞ (∗∗)

La C̃ cuasi-norma en Ā(α,β),q;J viene dada por el ı́nfimo de la
anterior suma sobre todas las posibles representaciones de a que
verifican (∗) y (∗∗).
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Π = {(0, 0), (1, 0)(0, 1)}
recuperamos los espacios
estudiados por Sparr.

(0, 0) (1, 0)

(0, 1)

Π = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}
recuperamos los espacios
estudiados por Fernandez.

(0, 0) (1, 0)

(0, 1) (1, 1)

Rubén Rodŕıguez
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Ā(α,β),q;K y Ā(α,β),q;J . Propiedades

I A diferencia de lo que ocurre para pares sólo podemos assegurar
que

Ā(α,β),q;J ↪→ Ā(α,β),q;K .

I R(t̄) = xo + S(t̄), x0 ∈ R2 y S es un isomorfismo de R2.

ĀR(α,β),ρ;K
∼= Ā(α,β),ρ;K

ĀR(α,β),ρ;J
∼= Ā(α,β),ρ;J .
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A partir de ahora podemos pensar en que la situación del poĺıgono
será

P1 = (0, 0)

PN = (0, 1)

PN−1

P3

P2 = (1, 0)
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Pα,β

PrPk

Pi

(α, β)

I (α, β) ∈ Int(Π)

I {i , k, r} ∈ Pα,β
I (ci , ck , cr ) coordenadas
baricéntricas de (α, β) con
respecto a Pi ,Pk ,Pr
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Nuevos resultados sobre métodos de interpolación asociados a poĺıgonos en el caso cuasi-Banach
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Propiedad de interpolación

Sea T ∈ L(Ā, B̄) entonces la restricción de T a Āθ,q;K y Āθ,q;J da
un operador que verifica

I ‖T‖Ā(α,β),q;K ,B̄(α,β),q;K
≤ C máx

{
Mci

i M
cj
j Mck

k : {i , j , k} ∈ Pα,β

}
.

I ‖T‖Ā(α,β),q;J ,B̄(α,β),q;J
≤ C máx

{
Mci

i M
cj
j Mck

k : {i , j , k} ∈ Pα,β

}
.
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Motivación Método real Métodos asociados a poĺıgonos Resultados de reiteración. Interpolación sobre el cuadrado unidad

I F.Cobos, P. Fernández-Mart́ınez and A.Mart́ınez, On reiteration
and the behaviour of weak compactness under certain interpolation
methods. Collect. Math. 50,1(1999), 53-72.
I S. Ericsson, Certain reiteration and equivalence results for the
Cobos-Peetre polygon interpolation method, Math. Scan. 85
(1999) 301-319.
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Definiciones alternativas de K - y del J−espacio

Sea a ∈
∑

(Ā), entonces a ∈ Ā(α,β),q;J si y solamente si, a admite
una representación de la forma (*), verificando que∑

(m,n)∈Z2

(
λ−mα−nβJ(λm, λn, um,n)

)q
<∞

donde λ > 1. La norma en el espacio se puede definir como

‖a‖(α,β),q;J ∼ ı́nf


 ∑

(m,n)∈Z2

(
λ−mα−nβJ(λm, λn, um,n)

)q 1
q


donde el ı́nfimo se toma sobre todas las posibles representaciones
de a de la forma (*).
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Definiciones alternativas de K - y del J−espacio

a ∈ Ā(α,β),q;J , si y solamente si, a admite una representación del
tipo (∗), verificando que

∑
m<0
n∈Z

(
λ−mα−nβJ(λm, λn, um,n)

)q
1
q

+

∑
m≥0
n∈Z

(
µ−mα−nβJ(µm, µn, um,n)

)q
1
q

<∞
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Definiciones alternativas de K - y del J−espacio

La norma como en el caso anterior se toma sobre todas las posibles
representaciones de la forma (*).

‖a‖(α,β),q;J ∼ ı́nf

{(∑
m<0
n∈Z

(
λ−mα−nβJ(λm, λn, um,n)

)q ) 1
q

+

(∑
m≥0
n∈Z

(
µ−mα−nβJ(µm, µn, um,n)

)q ) 1
q
}

= ‖a‖λ,µ

donde λ, µ > 1.
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Motivación Método real Métodos asociados a poĺıgonos Resultados de reiteración. Interpolación sobre el cuadrado unidad

Primer lema

A4

A8

A6 A7

A5

A3 A2

A1

(α, β)

iv) (α, β) ∈ Int(Π)
ii) yi ≥ 0 (Situado en la mitad superior del plano).
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Primer lema.

Lema 1

Supongamos que 0 < q ≤ ∞

• δxi + ρyi ≤ θi ≤ δ′xi + ρ′yi

para δδ′ > 0 y ρ, ρ′ 6= 0 y 0 < δα + ρβ, δ′α + ρ′β < 1. Si Ai es de
clase CK (θi ; X ,Y )

(1,1) Ā(α,β),q;K ↪→ (X ,Y )δα+ρβ,q + (X ,Y )δ′α+ρ′β,q

y si Ai es de clase CJ(θi ; X ,Y )

(1,2) (X ,Y )δα+ρβ,q ∩ (X ,Y )δ′α+ρ′β,q ↪→ Ā(α,β),q;J .
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Motivación Método real Métodos asociados a poĺıgonos Resultados de reiteración. Interpolación sobre el cuadrado unidad

Teorema 1

Sea 0 < q <∞ y sea una N−upla donde cada Ai es de clase
C(θi ; X ,Y ). Si existen δ 6= 0, ρ 6= 0 y un poĺıgono Π′ tal que

(1,3) θj = δxj + ρyj

para i = 0, ...,N entonces

I Ā(α,β),q;K w Ā(α,β),q;J w (X ,Y )δα+ρβ,q.
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Corolario

En las condiciones del teorema anterior con N = 3, si los θj no son
todos iguales

(1,4) (A1,A2,A3)(α,β),q,K
∼= (A1,A2,A3)(α,β),q,J

∼= (X ,Y )η,q

donde η = µ1θ1 + µ2θ2 + µ3θ3 y (µ1, µ2, µ3) son las coordenadas
baricéntricas de (α, β) con respecto al triángulo que tiene como
vértices, la situación de los espacios Ai .
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El cuadrado unidad

P1

P3 P4

P2

Q

(α, β)

I P1 = (0, 0),P2 = (1, 0),P3 = (0, 1),P4 = (1, 1)

I (α, β) ∈ Int(Π)
I (α, β) ∈ P1P2Q
I (α, β) ∈ P1P2P3 y P1P2P4
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Motivación Método real Métodos asociados a poĺıgonos Resultados de reiteración. Interpolación sobre el cuadrado unidad

Teorema 2

Sea Ā = {A1,A2,A3,A4} una 4−upla donde cada Ai es de clase
C(θi ,X ; Y ). Supongamos θ1 6= θ2. Sean

θ123 = (1− α− β)θ1 + αθ2 + βθ3

θ124 = (1− α)θ1 + (α− β)θ2 + βθ4.

Entonces tenemos con equivalencia de normas

(A1,A2,A3,A4)(α,β),q;K = (X ,Y )θ123,q + (X ,Y )θ124,q

y
(A1,A2,A3,A4)(α,β),q;J = (X ,Y )θ123,q ∩ (X ,Y )θ124,q.
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Corolario 2. Espacios de Lorentz

Sea 0 < pj <∞ y 0 < qj , q ≤ ∞ con j = 1, 2, 3, 4. Supongamos
que α > β, α + β < 1 y p1 6= p2. Entonces tenemos con
equivalencia de normas

(Lp1,q1 , Lp2,q2 , Lp3,q3 , Lp4,q4)(α,β),q;K = Lp123,q + Lp124,q

(Lp1,q1 , Lp2,q2 , Lp3,q3 , Lp4,q4)(α,β),q;J = Lp123,q ∩ Lp124,q

con

1

p123
=

1− α− β
p1

+
α

p2
+
β

p3
y

1

p124
=

1− α
p1

+
α− β

p2
+
β

p4
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Nuevos resultados sobre métodos de interpolación asociados a poĺıgonos en el caso cuasi-Banach
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Corolario 3. Espacios de Besov

Para j = 1, 2, 3, 4, sea −∞ < s <∞, 0 < p, q, qj ≤ ∞.
Supongamos que α > β, y α + β < 1 y s1 6= s2. Escribiendo

s123 = (1−α−β)s1+αs2+βs3 , s124 = (1−α)s1+(α−β)s2+βs4

s̄ = ḿın{s123, s124} , s̆ = máx{s123, s124}

Entonces tenemos con equivalencia de normas(
Bs1
pq1
,Bs2

pq2
,Bs3

pq3
,Bq4s4

p

)
(α,β),q;K

= B s̄
pq(

Bs1
pq1
,Bs2

pq2
,Bs3

pq3
,Bs4

pq4

)
(α,β),q;J

= B s̆
pq.
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Condiciones y definiciones generales

θ4 ← A4

A8 → θ8

θ6 ← A6 A7 → θ7

θ5 ← A5

θ3 ← A3 A2 → θ2

A1 → θ1

(α, β)

(α, β)

I N-upla {Ā1, ..., ĀN}.
I Ai es de clase C(θi ; X ,Y ), 0 ≤ θi ≤ 1.

I {i , k , r} ∈ P(α,β) suponemos θi , θk , θr no son todos iguales.

I (α, β) /∈ PiPk
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Definiciones de θ̄ y θ̃

Para {i , k, r} ∈ P(α,β) sea θikr = ciθi + cjθj + ckθk con (ci , ck , cr )
las coordenadas baricéntricas de (α, β) con respecto a Pi ,Pk ,Pr .
Podemos definir 0 < θ̄, θ̆ < 1 como

I θ̄ = ḿın{ θikr : {i , k , r} ∈ P(α,β)}

I θ̆ = máx{ θikr : {i , k , r} ∈ P(α,β)}.
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Teorema 4.

Sea 0 < q ≤ ∞ y (α, β) no perteneciente a ninguna de las
diagonales del poĺıgono tenemos con equivalencia de normas

I Ā(α,β),q;K = (X ,Y )θ̄,q + (X ,Y )θ̆,q

I(X ,Y )θ̄,q ∩ (X ,Y )θ̆,q = Ā(α,β),q;J

donde 0 < θ̄, θ̃ < 1.
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Corolario 4.

I 0 < pj <∞ y 0 < qj , q ≤ ∞ con j = 1, ...,N tal que para cada
{i , k, r} ∈ Pα,β los números pi , pk , pr no son todos iguales.

I1/pikr = ci/pi + ck/pk + cr/pr

I1/p̄ = ḿın {1/pikr : {i , k, , r} ∈ Pα,β}

I1/p̆ = máx {1/pikr : {i , k , , r} ∈ Pα,β}

Entonces tenemos con equivalencia de normas

(Lp1,q1 , ..., LpN ,qN )(α,β),q;K = Lp̄,q + Lp̆,q

(Lp1,q1 , ..., LpN ,qN )(α,β),q;J = Lp̄,q ∩ Lp̆,q.
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Corolario 5.

I 0 < pj <∞, 0 < qj , q ≤ ∞ y −∞ < sj <∞ con j = 1, ...,N
tal que para cada {i , k, r} ∈ Pα,β los números si , sk , sr no son
todos iguales.

Isikr = ci si + cksk + cr sr , {i , k , r} ∈ Pα,β

Is̄ = ḿın{sikr : {i , k, r} ∈ Pα,β}

Is̆ = máx{sikr : {i , k, , r} ∈ Pα,β}

Entonces tenemos con equivalencia de normas(
Bs1
pq1
, ...,BsN

pqN

)
(α,β),q;K

= B s̄
pq(

Bs1
pq1
, ...,BsN

pqN

)
(α,β),q;J

= B s̆
pq.
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Teorema 4.

Sea Π = P1, ...,PN un poĺıgono convexo con Pj = (xj , yj), y sea
(α, β) ∈ Int(Π). Asumimos que {X ,Y } es un par compatible
cuasi-Banach y que Ā = {A1, ...,AN} es una n-upla cuasi-Banach
formada por espacios Aj de clase C(θj ; X ,Y ). Para cada
{i , k, r} ∈ Pα,β con (α, β) ∈ IntPiPkPr suponemos que los
números θi , θk , θr no son todos iguales. Si (α, β) ∈ PiPkPr pero
(α, β) no está en IntPiPkPr , entonces escribiremos que ci = 0 y
supondremos que θk 6= θr .
Entonces, tenemos con equivalencia de normas

I Ā(α,β),∞;K = (X ,Y )θ̄,∞ + (X ,Y )θ̆,∞

I Ā(α,β),ρ;J = (X ,Y )θ̄,ρ ∩ (X ,Y )θ̆,ρ
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I El cuadrado unidad y además trabajamos con A0 ↪→ A1

A0

A1 A0

A1

(α, α)

(α, 1− α)

I F. Cobos, L. M. Fernández-Cabrera, J. Martin,Some reiteration
results for interpolation methods defined by means of polygons.
Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 138 (2008) 1179-1195.
I F. Cobos, L. M. Fernández Cabrera, T. Kühn, T. Ullrich, On an
extreme real interpolation spaces. J. Func. Analysis 256(2009)
2321-2366.

Rubén Rodŕıguez
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(A0,A1)1,q.

I Si A0 ↪→ A1 y 0 < q ≤ ∞ definimos (A0,A1)1,q como el espacio
formado por todos los elementos a ∈ A1 que tienen norma finita

‖a‖(A0,A1)1,q
=

( ∞∑
m=1

(
2−mK (2m, a)

)q) 1
q

si 1 ≤ q <∞

‖a‖(A0,A1)1,∞ = sup
m≥1

(
{2−mK (2m, a)

}
si q =∞.
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(A0,A1)0,q;J .

I Si A0 ↪→ A1 y 0 < q ≤ ∞ definimos (A0,A1)0,q;J como el
espacio formado por todos los elementos a ∈ A1 para los cuales
existe una representación de la forma

a =
∞∑

m=1

am convergente en A1 (∗1)

donde am ∈ A0 y además( ∞∑
m=1

Jq(2m, um)

) 1
q

<∞. (∗2)
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(A0,A1)0,q;J .

La norma en el espacio se define como

‖a‖0,q;J = ı́nf


( ∞∑

m=1

Jq(2m, um)

) 1
q


donde el ı́nfimo es tomado sobre todas las posibles
representaciones de a que satisfacen (∗1) y (∗2).
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A0

A1 A0

A1

(α, α)

(α, α)

(α, 1− α)

(A0,A1,A1,A0)(α,α),q;K = (A0,A1)2α,q

(A0,A1,A1,A0)(α,α),q;K = (A0,A1)2(1−α),q

(A0,A1,A1,A0)(α,1−α),q;K = (A0,A1)1,q
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Nuevos resultados sobre métodos de interpolación asociados a poĺıgonos en el caso cuasi-Banach
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