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Notacidén

@ w, medida Lebesgue de la bola euclidea unidad

@ (5", du) esfera euclidea con la probabilidad normalizada



Notacidén

@ Si f : R” — R medible entonces
f*:(0,00) — R (reordenamiento no creciente de f)

f*(t) = inf{A > 0; |{x € R";|f(x)| > A}| < t}
@ f°:R" — R (simetrizada de Schwarz)
Fo(x) = £ (Ix|"wn)

o f,f* f° tienen los mismos conjuntos de nivel
)] )



Notacidén

@ Si f : R” — R medible entonces
f*:(0,00) — R (reordenamiento no creciente de f)

f*(t) = inf{A > 0; |{x € R";|f(x)| > A}| < t}
@ f°:R" — R (simetrizada de Schwarz)
Fo(x) = £ (Ix|"wn)

o f, f* f° tienen los mismos conjuntos de nivel

@ Transformada de Hardy

t

£ (t) = 1/0 F*(s)ds



Espacios de Sobolev

Seame N, p>1, Q un dominio en R”

WmP(Q)={f:Q— R, f e LP(Q),
D*f = g4, € LP(Q),V|a| < m}
1 llwme = [Ifllp + > llgalls

Wy"P(£2) = clausura de las funciones test en W™P(Q)




Teorema de inclusién. (Sobolev, Kondrashov, II'in ~ 1930)

Seal<k<n0</I<ml<p<g<oo 2QCR"conla “cone
property”

k n
—=——(m—1
s (m—1)

entonces
Wm™P(Q) ¢ WhHI(Q¥)

donde QK = QN E, E es un plano k-dimensional
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Casok=nm=1,1=0

|
S|

Q| =
T =

1<p<n =4

<g<
n—1_q o

entonces
WLP(Q) c L9(Q)

es decir,
1fllg < cnpllVEllp




° ’j_Qué sucede si p = n?

° ’Célculo de las mejores constantes
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Caso p=n, g =0

whn(Q) ¢ 12(Q)

Moser-Trudinger, 1969-70

Existe una constante m, > 0 tal que

Wh"(Q) C MT(Q)

con MT(Q) = {f;
famr = inf )\>0;i exp(|f(x)|)n1 dx < mp
2] Jo A

1/n
nws! || Fll sz < IVFln

fl|mr < oo} siendo

es decir




Hansson (1979), Brezis-Wainger (1980)

Supongamos que || < co. Entonces

Wh(Q) C Ha(Q) | C MT(Q)

es decir,
cnllfllmr < | IfllHae) < dall VEa
siendo
1/n
I **(s) " ds
H,(Q) = {f : ||f = / —_— ] — < oot
(@) = {F : Fl iy [0 <1+|ogfgl . }

donde H,(£2) es es espacio 6ptimo entre los r.i.




Bennet, DeVore, Sharpley (1981)

Wit )R ¢ L (00, 00)(R")

donde
Loo,co = {f: Iflloc,c0 = 1F7(2) — £7(2)[| < oo}

es decir,

Iflloc,0 < callt/"IVFI*(2)lloo




Maly, Pick(2002) y B., Milman, Ruiz (2003)
Si llamamos
1/n

2]
An(mz{f:||f||oo,n:(/o (f**(t)—f*(t))”%) < o0}

entonces

Wo™"(Q) € An(Q)| S Ha(Q)

es decir,

1
cnllfllae) < | (0 = Dwillflloo,n < [[VFlln




Mejores constantes. Caso p =1

WLL(R") C L1 (R")




Mejores constantes. Caso p =1

WLL(R") C L1 (R")

H. Federer, W. Fleming, V. Maz'ja (1960,1961)

1 1 n—1
nwi|[fllo. <[[VFlly| = nwilK[" <|0K]|




Mejores constantes. Caso p =1

q:
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n—1
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H. Federer, W. Fleming, V. Maz'ja (1960,1961)

1
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Mejores constantes. Caso p =1
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1
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Mejores constantes. Caso p =1

WLL(R") C L1 (R")

H. Federer, W. Fleming, V. Maz'ja (1960,1961)

1 1 n—1
nog [fllo; <[Vl <= nwilK] < |0K]

Recordemos: ~
| Fllon = /0 F(t)tYedt > pl|f|ur



Cémo demostrar las desigualdades de Soblolev con las
mejores constantes

1<p<n = 1fllqg < cpnllVEllp
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Cémo demostrar las desigualdades de Soblolev con las
mejores constantes

1<p<n = 1fllqg < cpnllVEllp

Primer paso

desigualdades
de

Hardy o
Iflg < IVFfIp

Segundo paso

desigualdad
isoperimétrica

3 + codrea
IVEllp < IVFl, (Polya-Szego)




Desigualdad de Hardy

Si f:(0,00) — (0,00) es una funcién medible positivay p > 1,

([ G [ o) o) s il f(x)de)l/p




Desigualdad de Hardy

Si f:(0,00) — (0,00) es una funcién medible positivay p > 1,

</Ooo <i /OX f(t)dt>pdx>1/”§ % </Ooo f(x)pdx)l/p

o ||F'||, controla a la norma ||x~1F||,
@ Variaciones con pesos y diferentes exponentes p, g

@ Se conocen las mejores constantes




Férmula de la coarea

Sea 2 una variedad m-dimensional, F : © — R una funcién medible
positiva o inegrable en f : Q — R de clase C(™, entonces

/QF(X)|Vf(X)|dX = /R </{zeQ;f(z):t} F(z)dmn_l(z)) dt




Caso p=1

D.H.]

Usamos: la férmula de la codrea de Federer, la ‘ D. I ‘ y las

IVl = [ 197Gla L [ 10| = et

- i o
2[00 F0)| 2 Bllde = mop [ 1 1F(0] > e}
0 0

n—1

ndt

n—1

; dt:/ooo|8{x;]f°(x)| > t}|dt

= nob [ Ixleel 2 8
0

= [ 16100l = 1de = 97

(igualdad en este caso)

> (n = L)wn’ "l = 1

n—1’




Desigualdad de Petty ('50)

_1
1/n n;l < nwp du n
Rl S o </s RPGE




Desigualdad de Petty ('50)

1

1/n) =1 nwn / du )_"
nw K n < _
» 1K —wﬂ<y4mww

Aplicando que || - ||=n < || - ||+ + férmula de Cauchy para la superficie

1
du T wpq
e — < oK
(anPAKw) = i




Desigualdad de Petty ('50)

1

1/n o=l Nwp / du )_"
nwy, TIK| T < —_—
RS ( sn-1 |Pu(K)|"

Aplicando que || - ||=p < || - |l1 + férmula de Cauchy para la superficie
J _1
u " Wn—1
— < oK
(fseitiom) = erom

1

1/n n—1 nwp / du >_"
nwy, |K| " < — < |oK
" ‘ ’ T Wpo1 ( Sn—1 |Pu(K)‘n B ‘ ’

@ Esta nueva desigualdad es ’ mejor que la isoperimétrica ‘ y es

invariante afin




Desigualdades de Sobolev afines

Caso p =1, G. Zhang (1999)

Introduce una nueva ‘“clase ", integral de energia,

1
£,(Q) = {f LQ = R Ep(F) = cnp </S_ HDufH;"du) "< oo}

donde




Desigualdades de Sobolev afines

Caso p =1, G. Zhang (1999)

Introduce una nueva ‘“clase ", integral de energia,

1
£,(Q) = {f LQ = R Ep(F) = cnp </S_ HDufH;"du) "< oo}

donde
-1/p
T — (/ |u1\pdu>
Sn—l
1/p
10.f1 = ([ 1197, wiPa )




La clase £,(2) es invariante afin, es decir, si T € GL(n) con detT = +1
aeR"yf:Q— Rsea F(x)=f(a+ Tx): A — R, entonces

Ep(f) = Ep(F)

pues

_1 -1
gp(f) =c, </ e_”Dyf”;dy) ! = ¢, </ e_DxF“ZdX) ’ = p(F)

Sin embargo
(VF(x),VF(x)) = (regla de la cadena) = (Vf(x)'T*, TVf(x))

con lo que ||Vf||, = ||[VF]||p sélo para T ortogonal



Desigualdad de Zhang

W' (Q) € |&(Q) € Lrh(Q)

1
nwi||fll 21 < &(F)

< IVFl




Desigualdad de Zhang

Wo'' (Q) C|&(Q) C L1 (Q)

1
nwi ||[fll 21 < &(F) | < [[VFlh

Desigualdad de la proyeccién de Petty

_1

n—1 _1/n (/ du ) n
K| < w; _au
K] so-1 | Pu(K)|"




Desigualdad de Zhang

Wo'' (Q) C|&(Q) C L1 (Q)

1
nwi ||[fll 21 < &(F) | < [[VFlh

Desigualdad de la proyeccién de Petty

_1

n—1 _1/n (/ du ) n
K| < w; _au
K] so-1 | Pu(K)|"

| Son invariantes afines |




Casol < p<n

E. Lutwak, D. Yang, G. Zhang (2003)

c(n,p)lfllq <&

< |IV~llp

W, P(Q) C|&p(Q) € L9(Q)




Cémo demostrar las desigualdades afines de Soblolev con
las mejores constantes

1< p<n — Cp,anHq < 8p(f) < ||vf”P
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Cémo demostrar las desigualdades afines de Soblolev con
las mejores constantes

1<p<n — Conllfllg < Ep(f) < || VFlp

Primer paso
desigualdades
de

Hardy o
Sp.nllfllq < Ep(f7)

Segundo paso

férmula de la codrea
+ des. de Petty, sip=1
o teoria LP-BM p > 1

Ep(f°) < Ep(f) (mejora de Polya-Szego)




Cémo demostrar las desigualdades afines de Soblolev con
las mejores constantes

1<p<n - Cp,anHq < gp(f) < ||vf”P

Primer paso
desigualdades
de

Hardy o
fla < &)

Cp,n

Una versién de

Ep(f°) < cv/p &(F)

se deduce del caso p=1




Cémo demostrar las desigualdades afines de Soblolev con
las mejores constantes

1<p<n — Conllfllg < Ep(f) < || VFlp

Primer paso
desigualdades
de

Hardy o
Sp.nllfllq < Ep(f7)

Segundo paso

férmula de la codrea
+ des. de Petty, sip=1
o teoria LP-BM p > 1

Ep(f°) < Ep(f) (mejora de Polya-Szego)

Tercer paso

desigualdad
Jensen

E(f) < [IVFlp




Caso p = n, desigualdades afines

Haberl, Schuster (2009)

W, "(Q) C|E,(RQ) € MT(Q)

Callfllmr < Ea(F) | < [[VF[n




Caso p = n, desigualdad afin

Teorema (Alonso, B., Bernués)

Wy "(Q) C[Ex(Q) C An(Q) | C Ha(Q) € MT(Q)

| llooyn < En(f)

< IV£ll




Caso p = n, desigualdad afin

Teorema (Alonso, B., Bernués)

Wy "(Q) C[E,(Q) C An(Q) | C Ha(Q) € MT(RQ)

nwn | Flloon < En(F)| < IV F]ln

1
lgualdad si y sélo si f(x) = Clog <1/—n)
Wn |X‘ ais




Casop>n,g<0

Teorema (Alonso, B., Bernués)

1 1 1
Seap>n —=———,luego g <0
g p n
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Wy P(Q) C|&5(Q) € By(Q) N A,(Q)




Casop>n,g<0

Teorema (Alonso, B., Bernués)

1 1 1
Seap>n —=———,luego g <0
g p n

Entonces

Bq() = {f: @ = R, [[f]l5, = sup ([Ifloc — (1)) t/9 < oo}

Wy P(Q) C|&5(Q) € By(Q) N A,(Q)

1
q *
/™ mx {5, [1FlL,} < ('p') £,(F)




