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Politopos aleatorios con vértices en la esfera.
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@ En la primera mitad del siglo XX el anilisis funcional habia
desarrollado técnicas para el estudio de los espacios de dimensidn
infinita.

@ En los afios 70 se intentaron estudiar los espacios de dimensién
infinita a través del estudio de propiedades de espacios de dimension
n cuando n tiende a infinito (tipo, cotipo...) y se empezé a a utilizar
la probabilidad para el estudio de los espacios de dimensién finita.

@ La teoria local de los espacios normados estudia las propiedades de la
estructura de los espacios de Banach de dimensién finita y sus
propiedades asintéticas cuando la dimensién tiende a infinito.
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Teorema Dvoretzky

Sea (RN, | - |). Para todo ¢ € (0,1) existe un subespacio £ con
dimE = n > c(e)log N tal que si x € E

(L —e)rix| < [Ix|] < (1 +¢)rlx]

| A\

Teorema Dvoretzky

Sea K la bola unidad de una norma en RV, Para todo ¢ € (0,1), la
medida de probabilidad de los subespacios E de dimensién n que verifican

(1—e)r(BNNE)CKNEC(1+¢€)r(BYNE)

es mayor o igual que 1 — 14 si n < c(e) log N.
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@ La teoria local y la convexidad estan estrechamente relacionadas:

o La bola unidad de toda norma en R” es un cuerpo convexo simétrico.
e Todo cuerpo convexo simétrico es la bola unidad de la norma dada por

[Ix][x =inf{A >0 : x € AK}

@ La interaccién entre los métodos utilizados en geometria convexa y la
teoria local dio lugar a lo que se conoce como anélisis geométrico
asintoético.
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Un cuerpo convexo K C R" es isotrépico si tiene volumen 1y
o [, xdx =0 (centrado en el origen)
o [ (x,0)%dx =13 VOeS"!

Es decir, dado un cuerpo convexo K centrado en el origen, consideramos,
para cada # € S"~! la variable aleatoria real Xj con densidad
fo(t) = |K N O+ + t6].

S
S

K es isotrépico si todas las Xy tienen la misma varianza.
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@ Si K es isotrépico, la constante Ly = (/ (x,0>2dx) se llama
K

constante de isotropia de K.
e Si K esisotrépicoy U € O(n), UK es isotrépico con Lyx = Lk.

@ Si K es un cuerpo convexo simétrico, existe una transformacién lineal
T tal que TK es isotrépico. Si T1K y To>K son isotrépicos, entonces
T1 = UT;, con U € O(n).

@ Esto permite definir la constante de isotropia de un cuerpo convexo
simétrico como Lx = L1k con TK isotrépico.
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e Si K es isotrépico nl2 :/ |x|?dx.
K

1
o Si |K]_%K es isotrépico nl% = ||1+2/ |x|?dx.
K|*Tn JK

e nl2% = min {|1|1+2/ Ix[?dx : T € GL(n)}.
TK|""n JTK
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1
k> lgg=——_>c
v+ 2|Bg|s

i Existe una constante absoluta C tal que para todo cuerpo convexo K se
tenga

LK<C?

Se sabe que es cierto para algunas clases de cuerpos convexos

(incondicionales, duales de cuerpos con el volumen ratio acotado, 2
CONVexos,...)
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i Existe una constante C tal que para todo cuerpo convexo de volumen 1

max_|KNot| > C?
HEST=1

Si K| =1
e Existe § € "1 con [, (x,0)%dx < L%

o V9 € Sn_l, fK<X,9>2dX ~ m
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@ Del teorema de John se deduce que si K es un cuerpo convexo
simétrico Lx < Cy/n.

@ Bourgain probd en 1991 que si K es simétrico Lx < Cni log n.

@ En 2006 Klartag demostré que la constante de isotropia de cualquier
K verifica

NG

LKSCI’I
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Se empezd a estudiar la constante de isotropia de politopos aleatorios

Teorema [Klartag-Kozma]

Sean Gy, ..., Gy vectores aleatorios A/(0,1) independientes en R”, N > n.
Si
K = conv{+Go, ..., £Gp}

con probabilidad mayor que 1 — Ce™<"

L < C.
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e En Gy, ={EC RN : E subespacio n-dimensional} existe una
tnica medidad de probabilidad, piy , (medida de Haar) invariante por
transformaciones ortogonales.

@ Si G € M(N x n) es una matriz aleatoria cuyas entradas gj; son
variables aleatorias independientes A/(0, 1)

pn,n(A) =P{Im G € A}

para cualquier A Boreliano en Gy
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0 SiGeM(Nxn)y E=Im G € Gy, se tiene que
GePeBl' = conv{+Gy, ..., +Gp}

donde G; son las filas de G.

o El resultado de Klartag y Kozma se puede leer como

/LN’,,{E S GN,,, : LPEB{V < C} >1—Ce @

@ Sin< clogN el teorema de Dvoretzky nos dice que

aW(BM)By € PeBl C o;W(BN)BS

C1
Ne2

con probabilidad mayor que 1 —
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Esto plantea las siguientes preguntas

e "“Casi todas" las proyecciones de B{V tienen la constante de isotropia
acotada, pero jse puede decir algo determinista?

@ Si considero politopos aleatorios con los vertices con otra distribucidn
de probabilidad, jcémo es su constante de isotropia?
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@ Todo cuerpo convexo simétrico K C R” verifica que Ve > 0 existe
N> nyE € Gy, tal que

(1—-¢e)PeBY CK C (1+¢)PeBY

o Si existiese C > 0 tal que Vn < N, VE € Gy p
para cualquier K C R"” simétrico Ve > 0

2 2 (1+¢)"
< Coq
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Teorema (Alonso, Bastero, Bernués, Wolff

Existe una constante C tal que para todo E € Gy

/N

nl2 < L L
NS
PeB; ’PEB{V‘% |PEB]I_V’ PeBY

Demostracién:

|x|2dx
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Sea K € RN Un politopo convexo, E € Gn,n. Existe un subconjunto F de
Fn(K) tal que para cualquier funcién integrable f: E — R,

PeF
/ f(x)dx = Z | “’::_‘ ‘/f(PEy)dy.
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/1
~/
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o |PeBY| = |PeF|
FeF

1 2 |PEF| / 2
o —— d dy <
|PeBY| JpeN "= 2 |P eBlY| [F| 1Peyldy <

2
max — [ |y|°dy
Fe}'|F’/‘ |
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° ]PEBM:Z’PEH
FeF

W reer T 2P > TeeaiiF] ), e <

max — / Mzdy

Fef |Fl

ly[Pdy = ——
>
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Proyecciones de B}'.

N

2
o LPEBlN S C;

Corolario

Sea K un politopo simétrico n-dimensional de 2 vértices. Entonces

Lk < Oy 2
n
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Teorema

Sea K = conv{£P;,...,+=Py} C R" donde P; son puntos aleatorios
independientes distribuidos uniformemente sobre S"~1. Entonces

LK<C

con probabilidad mayor que 1 — cje™ <",

Demostracién:

1 1
2< 1 ey
= yK\iIKI/KM )
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Lemma

Existe una constante C tal que si Cn < N < ne?

1 log %

22 n

con probabilidad mayor que 1 — e™".

By C K

Demostracién:

Con probabilidad 1 las caras de K son conv{e1P;,...,e,P; } con
g = =£1.
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Si aB K entonces existe vector § € S"! ortogonal a una cara tal que
2 g

|(P;,0)| < « para todo i.

P{aB2gZK}§(2N>IP’{P€5” L. |(P,6)] < a}N-n < e

log %

Sla—ﬁ



Politopos aleatorios

Existen constante ¢, C;, G, tal que si cn < N

1 log
W/K|X|2dX§ Cl

N
n

n
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Existen constante ¢, C;, G, tal que si cn < N

1 log
W/K|X|2dX§ Cl

n

N
n

con probabilidad mayor que 1 — 2e~&".

i
nlK| =Y d(0, F)|F
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Lema

Existen constante ¢, C;, G, tal que si cn < N

1 Iog%
W/K|X|2dX§ Cl

con probabilidad mayor que 1 — 2e~&".

n|K| = Zd(o Fi)|Fi]

/
1
1= T

y|=dy
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Lema

Existen constante ¢, C;, G, tal que si cn < N

1 Iog%
W/K|X|2dX§ Cl

n

con probabilidad mayor que 1 — 2e~&".

i
nlK| =Y d(0, F)|F
i=1

/
L M — d
i L KL a0

1 . on . / 2
1K X7 = max d
i o< o me g [ P
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Sicn < N < ne?

1 2 log 5
° WfK|X| dx < C—=

N
o K3 = cVE
y en consecuencia Lx < C con probabilidad mayor que 1 — ¢c;e™ %",

SiN<ecn
L < C

Si N > ne2
Bl C K C BY

con probabilidad mayor que 1 — e~ " para n suficientemente grande.



