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Notacidn

@ /C" = cuerpos convexos (conjuntos convexos compactos) en R”,
@ K = cuerpo convexo arbitrario, B" = bola euclidea unidad,

e V(K) = volumen (medida de Lebesgue) de K,

@ ¥ = medida de Hausdorff k-dimensional,

@ + = suma de Minkowski (vectorial),

A+B={a+b:acAbecB}=U,z(A+b)

0 - :
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Notacidn

@ K" = cuerpos convexos (conjuntos convexos compactos) en R”,
@ K = cuerpo convexo arbitrario, B" = bola euclidea unidad,

e V(K) = volumen (medida de Lebesgue) de K,

@ ¥ = medida de Hausdorff k-dimensional,

@ + = suma de Minkowski (vectorial),

r(K) = inradio de K,

Cada K € K" se puede identificar con su funcién soporte hi.

hg:S"!—R
hk(u) = sup{(x,u) : x € K}
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El cuerpo paralelo exterior

KekKn

p>0 ~ K + pB" = cuerpo paralelo exterior de K a distancia p.

)
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N
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El cuerpo paralelo interior

K cuerpo convexo

~K~pB"=4x€eR": pB"+xC K
0 < p < 1(K) G . }

K ~ pB" = cuerpo paralelo interior de K a distancia p.

E. Saorin Gémez
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El cuerpo paralelo interior
K cuerpo convexo

~K~pB"=4x€eR": pB"+xC K
0 < p < 1(K) } G . }

K ~ pB" = cuerpo paralelo interior de K a distancia p.

e \

=
N

AN

Si p=1(K) ~ ker(K) = {incentros de K}J
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El polinomio de Steiner

El volumen del cuerpo paralelo exterior puede calcularse como:

Teorema (la férmula de Steiner, 18

El volumen del cuerpo paralelo exterior de K a distancia p > 0,
K, = K + pB", se expresa como un polinomio de grado n (la dimensién)
en el pardmetro p, llamado polinomio de Steiner:

V() = VK + 87 = 3 () Witk
i=0

Sus coeficientes, salvo constantes, son las quermassintegrales del
cuerpo K, W;(K), para 0 </ < n.
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Teorema (la férmula de Steiner, 18

El volumen del cuerpo paralelo exterior de K a distancia p > 0,
K, = K + pB", se expresa como un polinomio de grado n (la dimensién)
en el pardmetro p, llamado polinomio de Steiner:

V() = VK + 87 = 3 () Witk
i=0
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El polinomio de Steiner

El volumen del cuerpo paralelo exterior puede calcularse como:

Teorema (la férmula de Steiner, 18

El volumen del cuerpo paralelo exterior de K a distancia p > 0,
K, = K + pB", se expresa como un polinomio de grado n (la dimensién)
en el pardmetro p, llamado polinomio de Steiner:

V() = VK + 87 = 3 () Witk
i=0

Sus coeficientes, salvo constantes, son las quermassintegrales del
cuerpo K, W;(K), para 0 </ < n.

° Wo(K)=V(K), Wu(K)=V(B")

e Existen férmulas andlogas para las quermassintegrales W;(K + pB™)
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El polinomio de Steiner

es imposible obtener una férmula explicita para el volumen
(quermassintegrales) del cuerpo paralelo interior.
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Sin embargo

es imposible obtener una férmula explicita para el volumen
(quermassintegrales) del cuerpo paralelo interior.

Al contrario que en el caso de los paralelos exteriores,
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Sin embargo

es imposible obtener una férmula explicita para el volumen
(quermassintegrales) del cuerpo paralelo interior.

Al contrario que en el caso de los paralelos exteriores, no existe una regla
que controle el comportamiento de los cuerpos paralelos interiores.
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El polinomio de Steiner

Sin embargo

es imposible obtener una férmula explicita para el volumen
(quermassintegrales) del cuerpo paralelo interior.

Al contrario que en el caso de los paralelos exteriores, no existe una regla
que controle el comportamiento de los cuerpos paralelos interiores.

@ Buisqueda de propiedades del funcional W;i(p) := W;(K,), ya que
éste no se puede conocer explicitamente.
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Volimenes mixtos

La férmula de Steiner es un caso particular del siguiente resultado:

Voliimenes mixtos

|
3 |

Sean K1, Ko, ..., K, cuerpos convexos en R" y \; >0 parai=1,..
El volumen de 27;1 \iK; se puede expresar como

DK | = ZA,I.. iV(Ki, ..., Ki)
i=1

h=1 in=1

Los coeficientes V(K,, ..., K ), asi definidos, son los volimenes mixtos,
y son simétricos en los indices para cualquier permutacién.

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferen
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o Wi(K) =V (K[n—i],B"[{]).
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Volimenes mixtos

o Wi(K) =V (K[n—i],B"[{]).

o V(K,...,K) = V(K[n]) = V(K).
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Volimenes mixtos

o Wi(K) =V (K[n—i],B"[{]).

o V(K,...,K) = V(K[n]) = V(K).

/ V(K + L) = 2V(K, L) + V(K) + V(L)

V(K,L) = Z[V(K + L) — V(K) — V(L)]

A

2
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Volimenes mixtos

o Wi(K) =V (K[n—i],B"[{]).

o V(K,...,K) = V(K[n]) = V(K).

/ V(K + L) = 2V(K, L) + V(K) + V(L)

V(K,L) = Z[V(K + L) — V(K) — V(L)]

A

2

@ En general,

n

V(Ki oo K) = =) (0™ Y V(K + K+ + K.

k=1 1<ih<--<ix<n

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad
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Medidas de area

Existencia

Fijados n — 1 cuerpos convexos Ka, ..., K,, existe una tnica medida de
Borel no negativa S(Ka, ..., Kp; -) (llamada medida de drea mixta) tal
que, para cada cuerpo convexo Ki,

V(Kl,Kz,...,K,,):/ hi, (x) dS(Ka, . . ., Kpi X).
S§n—1

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferen



Preliminares n
Cuerpos convexos en
El polinomio de Steiner. Voliimenes mixtos y areas de superficie

Desigualdad de Brunn-Minkowski

Medidas de area

Existencia

Fijados n — 1 cuerpos convexos Ka, ..., K,, existe una tnica medida de
Borel no negativa S(Ka, ..., Kp; -) (llamada medida de drea mixta) tal
que, para cada cuerpo convexo Ki,

V(Kl,Kz,...,K,,):/ hi, (x) dS(Ka, . . ., Kpi X).
S§n—1

Medida de 4drea de K de orden j

Dado K, la medida de drea de K de orden j=1,...,n — 1 se obtiene
como la medida de drea mixta

Sj(K,-) = S(KLjl, B"[n—j — 1];).

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad
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Medidas de area

Existencia

Fijados n — 1 cuerpos convexos Ka, ..., K,, existe una tnica medida de
Borel no negativa S(Ka, ..., Kp; -) (llamada medida de drea mixta) tal
que, para cada cuerpo convexo Ki,

V(Kl,Kz,...,K,,):/ hi, (x) dS(Ka, . . ., Kpi X).
S§n—1

Expresion integral de las quermassintegrales de K

1

n

Wi(K) = V(K[n — 1, B“[i]) /Snil hk (x) dS(K[n —i—1], B”[i];x).
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Desigualdad de Brunn-Minkowski

Desigualdad de Brunn-Minkowski (para cuerpos convexos)

La raiz (n — i)-ésima de la j-ésima quermassintegral W; : K" — R,
i=0,...,n, es una funcién céncava, i.e., para t € [0,1] y K,L € K"

1 1

Wi (tK + (1 — t)L) ™7 > tWi(K)™ + (1 — t)W;(L)7.

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad
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Desigualdad de Brunn-Minkowski

Desigualdad de Brunn-Minkowski (para cuerpos convexos)

La raiz (n — i)-ésima de la j-ésima quermassintegral W; : K" — R,
i=0,...,n, es una funcién céncava, i.e., para t € [0,1] y K,L € K"

1 1

Wi (tK + (1 — t)L) ™7 > tWi(K)™ + (1 — t)W;(L)7.

Un poco mds general...

Desigualdad de Brunn-Minkowski (para conjuntos medibles)

Sean X, Y conjuntos no vacios, acotados y medibles en R” y 0 < A < 1,
tal que (1 — A)X + \Y sea medible. Entonces

V(1= )X +AY)" > (1= MV(X) +AV(Y)*h.

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad
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Desigualdad de Brunn-Minkowski

Aln mas general...

Desigualdad de Prékopa-Leindler

Sean f, g y h funciones integrables, no negativas en R” y 0 < A < 1 tales
que h((1 — A)x + Ay) > f(x)'"*g(y)* para cada x,y € R". Entonces

/n h(x)dx > ( | f(x)dx>1A (/ng(x)dx>A

Un poco més general...

Desigualdad de Brunn-Minkowski (para conjuntos medibles)

Sean X, Y conjuntos no vacios, acotados y medibles en R" y 0 < A < 1,
tal que (1 — A)X + \Y sea medible. Entonces

V(1= X +AY)" > (1= MV(X)} + AV(Y)*.

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad
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Diferenciabilidad de las quermassintegrales

Denotando como W;(p) = W;(K,)

Otra versidn del teorema de Brunn-Minkowski:

La raiz (n — i)-ésima de la i-ésima quermassintegral W;, i =0,...,n, es
una funcién céncava en [—r(K), o).

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad
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Diferenciabilidad de las quermassintegrales

Denotando como W;(p) = W;(K,)

Otra versidn del teorema de Brunn-Minkowski:

La raiz (n — i)-ésima de la i-ésima quermassintegral W;, i =0,...,n, es
una funcién céncava en [—r(K), o).

_|_

El sistema completo de cuerpos paralelos es una familia céncava, i.e.,
verifican

(1- p)Kp + pKs C Ka—p)p+po-

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema

Diferenciabilidad de las quermassintegrales

Entonces...

E. Saorin Gomez Quermassintegrales: desigualdades fu ales y diferenci



Diferenciabilidad de quermassintegrals 0 del problema
L >

Diferenciabilidad de las quermassintegrales

Entonces...

...sSiempre se cumple:

i) Las relaciones

Wilp) = Wip) Yy Wip) = (n— )Wisa(p)

se verifican para todo i =0,...,n— 1.

E. Saorin Gomez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Diferenciabilidad de quermassintegrals 0 del problema
L >

Diferenciabilidad de las quermassintegrales

Entonces...

...sSiempre se cumple:

i) Las relaciones

'Wilp) 2 Wi(p) vy Wilp) = (n— )Wisa(p)
se verifican para todo i =0,...,n— 1.

ii) Si i =0, se obtiene la igualdad para la derivada del volumen:

'V(p) = V'(p) = nW1(p).

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Diferenciabilidad de quermassintegrals 0 del problema
L >

Diferenciabilidad de las quermassintegrales

Entonces...

...sSiempre se cumple:

i) Las relaciones

'Wilp) 2 Wi(p) vy Wilp) = (n— )Wisa(p)
se verifican para todo i =0,...,n— 1.

ii) Si i =0, se obtiene la igualdad para la derivada del volumen:
'V(p) = V'(p) = nWi(p).
iii) Si p > 0, todas las quermassintegrales son diferenciables y

Wi(p) = (n — N\Wita(p)-

E. Saorin Gomez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Las clases R,

Definicién

Un cuerpo convexo K C R" pertenece a la clase R,, 0 < p<n—1,si
'Wi(p) = Wi(p) = (n— )Wis1(p)

paratodo 0 < i< py —1(K) < p < occ.
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Las clases R,

Definicién

Un cuerpo convexo K C R" pertenece a la clase R,, 0 < p<n—1,si
'Wi(p) = Wi(p) = (n— )Wis1(p)

paratodo 0 < i< py —1(K) < p < occ.

@ Ry es la familia de todos los cuerpos convexos en R".
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Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Las clases R,

Definicién

Un cuerpo convexo K C R" pertenece a la clase R,, 0 < p<n—1,si
'Wi(p) = Wi(p) = (n— )Wis1(p)

paratodo 0 < i< py —1(K) < p < occ.

@ Ry es la familia de todos los cuerpos convexos en R".

@ Rix1 CR;, i=0,...,n— 2 (estrictamente).
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Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Las clases R,

Definicién
Un cuerpo convexo K C R" pertenece a la clase R,, 0 < p<n—1,si
'Wi(p) = Wi(p) = (n— )Wis1(p)

paratodo 0 < i< py —1(K) < p < occ.

@ Ry es la familia de todos los cuerpos convexos en R".

@ Rix1 CR;, i=0,...,n— 2 (estrictamente).

@ Problema: Encontrar propiedades de los cuerpos convexos que
pertenecen a las clases R,.
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Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Las clases R,

Teorema (caracterizacién de R,_1)

Los tinicos conjuntos en R,_; son los cuerpos paralelos exteriores de
cuerpos convexos k-dimensionales, para 0 < kK < n—1:

Rn,lz{K—O—pB":dingn—l}.
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Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Las clases R,

Teorema (caracterizacién de R,_1)

Los tinicos conjuntos en R,_; son los cuerpos paralelos exteriores de
cuerpos convexos k-dimensionales, para 0 < kK < n—1:

Rn,lz{K—O—pB":dingn—l}.

Cuerpos convexos en R, C R3

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferen



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Vectores r-extremos

Definicién:
u € R" es un vector normal r-extremo de K si no se puede escribir
U=u; + -+ Upyp, con u; L.I., normales, en el mismo punto frontera.
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Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Vectores r-extremos

Definicién:
u € R" es un vector normal r-extremo de K si no se puede escribir
U=u; + -+ Upyp, con u; L.I., normales, en el mismo punto frontera.

vector normal O—extremoT
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Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Vectores r-extremos

Definicién:
u € R" es un vector normal r-extremo de K si no se puede escribir
U=u; + -+ Upyp, con u; L.I., normales, en el mismo punto frontera.

vector normal 0-extremo ===>
1 vector normal 1-extremo
|

| |
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Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Vectores r-extremos

u € R" es un vector normal r-extremo de K si no se puede escribir
U=u; + -+ Upyp, con u; L.I., normales, en el mismo punto frontera.

vector normal 0-extremo ===>
1 vector normal 1-extremo
|

| |

vector ,normal 2-extremo

E. Saorin Gémez egrales: desigualdades funcionales y



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Vectores r-extremos

Definicién:
u € R" es un vector normal r-extremo de K si no se puede escribir
U=u; + -+ Upyp, con u; L.I., normales, en el mismo punto frontera.

vector normal 0-extremo ===>
1 vector normal 1-extremo
|

| |

vector ,normal 2-extremo

Vectores normales r-extremos

] UQ(K) Cul(K) (@O CU,,,l(K)
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Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Vectores r-extremos

Definicién:
u € R" es un vector normal r-extremo de K si no se puede escribir
U=u; + -+ Upyp, con u; L.I., normales, en el mismo punto frontera.

vector normal 0-extremo ===>
1 vector normal 1-extremo
|

| |

vector ,normal 2-extremo

Vectores normales r-extremos

] UQ(K) Cul(K) (@O CU,,,l(K)

@ Up(K) D {vectores normales en puntos frontera regulares de K}

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferen



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

El cuerpo forma

Definicién:

El cuerpo forma de un cuerpo convexo K, representado por K*, es

K= (] H(B"u).

u€ly(K)

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferen



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

El cuerpo forma

Definici

El cuerpo forma de un cuerpo convexo K, representado por K*, es

K*= () H(B"u).

u€ly(K)

\

\h;\“-
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Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

El cuerpo forma

Definici

El cuerpo forma de un cuerpo convexo K, representado por K*, es

K*= () H(B"u).

u€ly(K)

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferen



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

El cuerpo forma

Definici

El cuerpo forma de un cuerpo convexo K, representado por K*, es

K*= () H(B"u).

u€ly(K)

N4

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferen



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Las clases R,

Teorema:

Si K € R, entonces, para todo p € (—r(K),0]
e h(K},u) =1 para todo u € clUy(K,).

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferen



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Las clases R,

Teorema:

Si K € R, entonces, para todo p € (—r(K),0]
o h(K;,u) =1 para todo u € clUy(K),).

o S(K,ln—p—11,8"[p}:-) =S(K3, Koln— p— 1], B7[p — 11;)

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Las clases R,

Teorema:

Si K € R, entonces, para todo p € (—r(K),0]
o h(K;,u) =1 para todo u € clUy(K),).

o S(Kyln—p—11,B7lpLi-) = S(K;, Kpln — p — 1], B[p — 1] )
@ Se da la igualdad en la desigualdad de Aleksandrov-Fenchel:

V(K}, Ko[n— i — 1], B"[i])* = V(K [2], Ko[n — i — 1], B"[i — 1])

V(Kp[n—i—1],B"[i +1])

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Las clases R,

Teorema:

Si K € R, entonces, para todo p € (—r(K),0]
o h(K;,u) =1 para todo u € clUy(K),).

o S(Kyln—p—11,B7lpLi-) = S(K;, Kpln — p — 1], B[p — 1] )
@ Se da la igualdad en la desigualdad de Aleksandrov-Fenchel:

V(K}, Ko[n— i — 1], B"[i])* = V(K [2], Ko[n — i — 1], B"[i — 1])

V(Kp[n—i—1],B"[i +1])

Consecuencias:

@ No existen politopos en R, paratodo 1 < p <n—1.
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Diferenciabilidad de quermassintegrals Planteamiento del problema
Las clases Rp

Las clases R,

Teorema:

Si K € R, entonces, para todo p € (—r(K),0]
o h(K;,u) =1 para todo u € clUy(K),).

o S(Kyln—p—11,B7lpLi-) = S(K;, Kpln — p — 1], B[p — 1] )
@ Se da la igualdad en la desigualdad de Aleksandrov-Fenchel:

V(K}, Ko[n— i — 1], B"[i])* = V(K [2], Ko[n — i — 1], B"[i — 1])

V(Kp[n—i—1],B"[i +1])

Consecuencias:

@ No existen politopos en R, paratodo 1 < p <n—1.
@ Se pueden caracterizar los cuerpos convexos de determinadas
familias que estdn en R,...

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Funciones simétricas de una matriz ,
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C.

Quermassintegrales: desigualdades funcionales N . N
Interpretacion heuristica de la concavidad

Quermassintegrales:
desigualdades funcionales

Trabajo conjunto con A. Colesanti

(Universidad de Florencia)
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Funciones simétricas de una matriz .
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C.

Quermassintegrales: desigualdades funcionales i . N
Interpretacién heuristica de la concavidad

Funciones simétricas de una matriz A

Sea A = (ajj)j una matriz simétrica N x N con valores propios
A1, ..., An. Se define la k—ésima funcién elemental simétrica de A como

o(A) =1, s(A= > AN, sik>1
1<ip<---<ix<N

En particular, s1(A) y sn(A) son la traza y el determinante de A.
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Funciones simétricas de una matriz .
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C-

uermassintegrales: desigualdades funcionales 73 e 5
Q g 8! Interpretacién heuristica de la concavidad

Funciones simétricas de una matriz A

Sea A = (ajj)j una matriz simétrica N x N con valores propios
A1, ..., An. Se define la k—ésima funcién elemental simétrica de A como

o(A) =1, s(A= > AN, sik>1
1< < <ik<N

En particular, s1(A) y sn(A) son la traza y el determinante de A.

Las derivadas de sx(A) para k =1,..., N estan bien definidas y se
denotan por

O Os(A)
i) = 244,
Sk( ) aau
La matriz (s,’f(A))U es también simétrica.

En el caso k = N, (s,’{,(A))U es la matriz cofactor de A.
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Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

Quermassintegrales: desigualdades funcionales s h N
Interpretacién heuristica de la concavidad

Lema clave

Un lema para operadores hessianos en la esfera

Sean ue C?(S" 1), ke {l,....n—1} y {E1,...,E,_1} un referencial
local ortonormal de campos de vectores en S”~!. Entonces, para cada
ief{l,...,n—1},

n—1
. i 0 i
div; (s/j (V2u+ u/)) = Jz:; a—Ejs,{(V2u +ul) =0,

0 . , :
donde 3E la diferencial covariante actuando en E;.
J
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Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

Quermassintegrales: desigualdades funcionales s h N
Interpretacién heuristica de la concavidad

Lema clave

Un lema para operadores hessianos en la esfera

Sean ue C?(S" 1), ke {l,....n—1} y {E1,...,E,_1} un referencial
local ortonormal de campos de vectores en S”~!. Entonces, para cada
ief{l,...,n—1},

n—1
. i 0 i
div; (s/j (V2u+ u/)) = Jz:; a—Ejs,{(V2u +ul) =0,

0 . , :
donde 3E la diferencial covariante actuando en E;.
J

e V? denota el Hessiano (en S"71).

@ [/ denota la matriz identidad.
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Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

Quermassintegrales: desigualdades funcionales s h N
Interpretacién heuristica de la concavidad

Lema clave

Un lema para operadores hessianos en la esfera

Sean ue C?(S" 1), ke {l,....n—1} y {E1,...,E,_1} un referencial
local ortonormal de campos de vectores en S”~!. Entonces, para cada
ief{l,...,n—1},

n—1
. i 0 i
div; (s/j (V2u+ u/)) = 1 a—Ejs,{(V2u +ul) =0,

j=

0 . , :
donde 3E la diferencial covariante actuando en E;.
J

e V? denota el Hessiano (en S"71).

@ [/ denota la matriz identidad.

@ El caso k = n— 1 fue probado por Cheng y Yau (1976).
o El resultado andlogo en R” fue probado por Reilly (1973).
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Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

Quermassintegrales: desigualdades funcionales s h N
Interpretacion heuristica de la concavidad

Cuerpos convexos de clase C_f

Definicién: cuerpo de clase C2

K se dice que es de clase C? si K € C?y su curvatura de Gauss es
estrictamente positiva en cada punto de 0K.
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Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

Quermassintegrales: desigualdades funcionales N h N
Interpretacion heuristica de la concavidad

Cuerpos convexos de clase C_f

Definicién: cuerpo de clase C2

K se dice que es de clase C? si K € C?y su curvatura de Gauss es
estrictamente positiva en cada punto de 0K.

K es de clase Cﬁ si y sélo si

he € C*(S"71) y la matriz ((hx); + hK(S,-j)ij es definida positiva en cada
punto de S" 1.
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Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

Quermassintegrales: desigualdades funcionales s h N
Interpretacion heuristica de la concavidad

Cuerpos convexos de clase C_f

Definicién: cuerpo de clase C2

K se dice que es de clase C? si K € C?y su curvatura de Gauss es
estrictamente positiva en cada punto de 0K.

e Ke C?r = su aplicacién de Gauss vk es un difeomorfismo entre
0K y S"—1.

K es de clase Cﬁ si y sélo si

he € C(S"71) y la matriz ((hx); + hK(S,-j)ij es definida positiva en cada
punto de S"~ 1.
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Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C
Interpretacién heuristica de la concavidad

Quermassintegrales: desigualdades funcionales

Cuerpos convexos de clase C_f

Definicién: cuerpo de clase C2

K se dice que es de clase C? si K € C?y su curvatura de Gauss es
estrictamente positiva en cada punto de 0K.

e Ke C?r = su aplicacién de Gauss vk es un difeomorfismo entre
0K y S"—1.

@ Los valores propios de Dy (aplicacién de Weingarten de 9K son
las curvaturas principales de K.

K es de clase Cﬁ si y sélo si

he € C(S"71) y la matriz ((hx); + hK(S,-j)ij es definida positiva en cada
punto de S"~ 1.

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

Quermassintegrales: desigualdades funcionales s h N
Interpretacion heuristica de la concavidad

Cuerpos convexos de clase C_f

Definicién: cuerpo de clase C2

K se dice que es de clase C? si K € C?y su curvatura de Gauss es
estrictamente positiva en cada punto de 0K.

e Ke C?r = su aplicacién de Gauss vk es un difeomorfismo entre
0K y S"—1.

@ Los valores propios de Dy (aplicacién de Weingarten de 9K son
las curvaturas principales de K.

o Dl/,;l = ((hK)U + hK(S,J)U =="!

K es de clase Cﬁ si y sélo si

he € C*(S"1) y la matriz ((hx); + hK(S,-j)ij es definida positiva en cada
punto de S" 1.
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Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

Quermassintegrales: desigualdades funcionales s h N
Interpretacién heuristica de la concavidad

Cuerpos convexos de clase C_f

Definicién: cuerpo de clase C2

K se dice que es de clase C? si K € C?y su curvatura de Gauss es
estrictamente positiva en cada punto de 0K.

¢ = {h € C3(S™1) + ((h)j + hdy),; >0 en S"—l}

esta formado por las funciones soporte de cuerpos convexos de clase Cer-

K es de clase Cﬁ si y sélo si

he € C*(S"1) y la matriz ((hx); + hK(S,-j)ij es definida positiva en cada
punto de S" 1.

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

Quermassintegrales: desigualdades funcionales s h N
Interpretacién heuristica de la concavidad

Cuerpos convexos de clase C_f

Definicién: cuerpo de clase C2

K se dice que es de clase C? si K € C?y su curvatura de Gauss es
estrictamente positiva en cada punto de 0K.

¢ = {h € C3(S™1) + ((h)j + hdy),; >0 en S"—l}

esta formado por las funciones soporte de cuerpos convexos de clase Cer-

Quermassintegral de K € C2

Wi(K)=C hkdSn—i—1(K,-)
S§n—1

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Funciones simétricas de una matriz >
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

Quermassintegrales: desigualdades funcionales s h N
Interpretacién heuristica de la concavidad

Cuerpos convexos de clase C_f

Definicién: cuerpo de clase C2

K se dice que es de clase C? si K € C?y su curvatura de Gauss es
estrictamente positiva en cada punto de 0K.

¢ = {h € C3(S™1) + ((h)j + hdy),; >0 en S"—l}

esta formado por las funciones soporte de cuerpos convexos de clase Cer-

Quermassintegral de K € C2

Wi(K) = C hkSp—i—1 ((hK)ij 4 hK(S;j) dH" !
Snfl

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Funciones simétricas de una matriz )
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

uermassintegrales: desigualdades funcionales 24 o 3
Q g 8! Interpretacién heuristica de la concavidad

Interpretacién heuristica de la concavidad

Desigualdad de Brunn-Minkowski

La raiz (n — i)-ésima de la i-ésima quermassintegral W; : K" — R,
i=0,...,n, es una funcién céncava, i.e., para t € [0,1] y K,L € K"

Wi(tK + (1 — t)L)77 > tW(K)7 + (1 — £)W;(L) 7.

E. Saorin Gémez egrales: desigualdades funcionales y



Funciones simétricas de una matriz N
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

uermassintegrales: desigualdades funcionales 24 o 3
Q g 8! Interpretacién heuristica de la concavidad

Interpretacién heuristica de la concavidad

Desigualdad de Brunn-Minkowski

La raiz (n — i)-ésima de la i-ésima quermassintegral W; : K" — R,
i=0,...,n, es una funcién céncava, i.e., para t € [0,1] y K,L € K"

Wi(tK + (1 — t)L)™ > tW;(K)7 + (1 — t)W;(L)7.

De forma heuristica, la concavidad de W;(-)*/("=) implica que la segunda
variacién del funcional debe ser semidefinida negativa (donde exista).

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Funciones simétricas de una matriz N
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C

uermassintegrales: desigualdades funcionales 24 o 3
Q g 8! Interpretacién heuristica de la concavidad

Interpretacién heuristica de la concavidad

¢ ={he ") : ((he)y + hd),; >0 en 5"}

esta formado por las funciones soporte de cuerpos convexos de clase Ci.

E. Saorin Gémez egrales: desigualdades funcionales y



Funciones simétricas de una matriz 5
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C:

uermassintegrales: desigualdades funcionales 24 o 3
Q g 8! Interpretacién heuristica de la concavidad

Interpretacién heuristica de la concavidad

¢ ={he ") : ((he)y + hd),; >0 en 5"}

estd formado por las funciones soporte de cuerpos convexos de clase Ci.

Si hx € €, ¢ € C*> y ¢ es suficientemente pequefio, entonces para |r| < €

hk +ro¢ € C.

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferen



Funciones simétricas de una matriz 5
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C:

uermassintegrales: desigualdades funcionales o 3
Q g 8! Interpretacién heuristica de la concavidad

Interpretacién heuristica de la concavidad

¢ ={he ") : ((he)y + hd),; >0 en 5"}

estd formado por las funciones soporte de cuerpos convexos de clase Ci.

Si hx € €, ¢ € C*> y ¢ es suficientemente pequefio, entonces para |r| < €

hk +ro¢ € C.

La raiz (n — j)-ésima del funcional...

Fi: € —R, hw/ hsp_j—1(E"H)dH"*
n—1

es una funcién céncava en €.
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Funciones simétricas de una matriz 5
Lema clave. Cuerpos convexos de clase C:

uermassintegrales: desigualdades funcionales o 3
Q g 8! Interpretacién heuristica de la concavidad

Interpretacién heuristica de la concavidad

¢ ={he ") : ((he)y + hd),; >0 en 5"}

estd formado por las funciones soporte de cuerpos convexos de clase Ci.

Si hx € €, ¢ € C*> y ¢ es suficientemente pequefio, entonces para |r| < €

hk +ro¢ € C.

La raiz (n — j)-ésima del funcional...

f(r)= /Sn_l(hK o rgf))s,,_j_l(E,*l)dH"*l

es una funcién céncava .

E. Saorin Gémez Quermassintegrales: desigualdades funcionales y diferenciabilidad



Para cuerpos de clase c2
Para cuerpos convexos generales

Desigualdades de tipo Poincaré

Para cuerpos de clase C2

Teorema: Desigualdad de tipo Poincaré en 0K

Sea K € R" un cuerpo convexo de clase Cﬁ, vk su aplicacién de Gauss y
me {1,...,n—1}. Para cada ¢ € C}(9K), si

Ysm_1(Dvg)dH"™1 =0
oK

entonces

m ¢2sm(DuK)dH"—1g/ {(sZ(Dv))Vy, (Dvk) 'V )dH L.
oK oK
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Desigualdades de tipo Poincaré

Para cuerpos de clase C2

Punto de vista: Desigualdades de tipo Poincaré

Estas desigualdades se pueden ver como desigualdades de tipo Poincaré
donde la norma L, de una funcién se acota por la norma L, de su
gradiente con una condicién de tipo media nula.
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Desigualdades de tipo Poincaré

Para cuerpos de clase C2

Punto de vista: Desigualdades de tipo Poincaré

Estas desigualdades se pueden ver como desigualdades de tipo Poincaré
donde la norma L, de una funcién se acota por la norma L, de su
gradiente con una condicién de tipo media nula.

|
N

Desigualdad de Poincaré clasica: K = B"

Cuando K = B" (equivalentemente h = 1) recuperamos la desigualdad
de Poincaré clasica con la constante éptima:

H(x)dH" 1 (x)=0 =
§n—1

| e < = [ [vetofarri.

Sn—1
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Desigualdades de tipo Poincaré

Para cuerpos de clase C2

Teorema: Desigualdades de tipo Poincare en S"~1

Sean K un cuerpo convexo de clase C_ﬁ yme{l,...,n—1}. Para cada
¢ € CHS" 1), si

/ ésm((hk)ij + hidij) dH"™F =0
Sn—l

entonces

(n—m) ¢*Sm—1 ((hK)ij + hK5;j) dH" !
Sn—l

< /Sn_l ((s5((he)s + hicd) ) Vo, V) dHn .
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Desigualdades de tipo Poincaré

Cuerpos convexos generales. S1(K, -)

@ Cualquier cuerpo convexo K se puede aproximar por una sucesién de
cuerpos convexos (K;), € C2.
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Desigualdades de tipo Poincaré

Cuerpos convexos generales. S1(K, -)

@ Cualquier cuerpo convexo K se puede aproximar por una sucesién de
cuerpos convexos (K;), € C2.

e Si K, — K, entonces las medidas de area S;(K;, ) — S1(K, )
débilmente.
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Cuerpos convexos generales. S1(K, -)

@ Cualquier cuerpo convexo K se puede aproximar por una sucesién de
cuerpos convexos (K;), € C2.

e Si K, — K, entonces las medidas de area S;(K;, ) — S1(K, )
débilmente.

Teorema

Sea K C R” un cuerpo convexo arbitrario y S;(K, -) su medida de area
de orden 1. Para cada ¢ € C}(S" 1), si

(x)dS1(K,x) =0,
Sn—l

entonces

/ FO)IH ) < —— [ [0 Parn L.
sn—1 n—1 §n—1
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Para cuerpos de clase C2
Para cuerpos convexos generales
Desigualdades de tipo Poincaré

Problemas de tipo Minkowski

i Condiciones para que una medida sea la medida de drea de un cuerpo
convexo K7
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Para cuerpos convexos generales
Desigualdades de tipo Poincaré

Problemas de tipo Minkowski

Problema de tipo Minkowski

Dada una medida de Borel o en la esfera S"! no negativa, encontrar un
cuerpo convexo K cuya medida de drea sea o.
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Desigualdades de tipo Poincaré

Problemas de tipo Minkowski

Problema de tipo Minkowski

Dada una medida de Borel o en la esfera S"! no negativa, encontrar un
cuerpo convexo K cuya medida de drea sea o.

Teorema (Guan, Ma, Shen, Trudinger, Wang)
Sea f € CL1(S"™ 1), f >0yseag=1/f. Si

/ XF(x)dHL(x) = 0
Snfl

y la matriz (gj + g9;;);j es semidefinida positiva en casi todo punto de
S"—1 entonces existe un cuerpo convexo K, univocamente determinado
salvo translaciones, tal que

dSl(Ka ) = f() dHnil(')7

i.e., f es la densidad de S;(K, ) con respecto a H"~1(-).
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Desigualdades de tipo Poincaré

Desigualdades de tipo Poincaré y la funcién radial

Con el resultado anterior y utilizando....
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Desigualdades de tipo Poincaré

Desigualdades de tipo Poincaré y la funcién radial

Con el resultado anterior y utilizando....

Funcién radial de K

La funcién radial px de K se define como pk(x) = max{\ > 0| Ax € K}.
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Desigualdades de tipo Poincaré

Desigualdades de tipo Poincaré y la funcién radial

Con el resultado anterior y utilizando....

Funcién radial de K

La funcién radial px de K se define como pk(x) = max{\ > 0| Ax € K}.

Teorema: Sea K € K" con interior no vacio

Si / xpk(x)dH ™1 = 0, entonces, para cada ¢ € C}(S"1),
Sn—l

[ 600n()dH () = 0 =

1
PR < = [ Ve et

Sn—1
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