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Resumen 1

Resumen.

Este Trabajo de �n de Grado trata sobre el estudio de unidades en anillos de grupo

con coe�ciente enteros y en la búsqueda de un resultado que nos garantice cuándo el

grupo de unidades de un anillo de grupo con coe�cientes enteros es �nito.

En la primera parte del documento demostramos el Teorema de clasi�cación de

los grupos Hamiltonianos, que fue obtenido por Richard Dedekind en [4]. Además,

introducimos el concepto de anillo semisimple, anillo de grupo y orden junto con sus

propiedades más relevantes. Posteriormente enunciamos el Teorema de las Unidades

de Dirichlet junto con el concepto de unidad ciclotómica. Para terminar esta primera

parte, hacemos una breve mención a la teoría de representaciones y caracteres.

La segunda etapa de este documento se centra en el estudio de unidades en anillos

de grupo con coe�cientes enteros. En un primer lugar estudiamos las unidades triviales

y unipotentes, e incluso demostramos bajo qué hipótesis KG, con K un cuerpo, sola-

mente tiene unidades triviales. Después introducimos el concepto de unidad bicíclica y

caracterizamos cuando una unidad bicíclica es trivial. Además, justi�caremos que todas

las unidades bicíclicas no triviales tiene orden in�nito. A continuación estudiamos las

unidades cíclicas de Bass y demostramos bajo qué condiciones tienen orden in�nito.

Demostraremos el Teorema de Passman-Bass y deduciremos varios corolarios impor-

tantes. Para �nalizar el capítulo, describiremos el grupo de unidades de ZA con A un

grupo abeliano �nito y daremos estructura al grupo de unidades de aumento uno.

La última etapa del documento se centra en el estudio del Teorema de Higman y en

calcular U(ZCn) para valores pequeños de n ∈ N. Para poder abordar su demostración,

necesitamos en primer lugar estudiar el grupo de unidades de ZK8, de hecho, demos-

tramos que todas las unidades de ZK8 son triviales y además, calcularemos U(Z[ζ3])

y U(Z[ζ4]). Tras haber logrado demostrar el Teorema de Higman, nos centraremos

en la justi�cación de otro resultado que nos garantizará bajo que hipótesis el grupo

de unidades de ZG es �nito. Como consecuencia de este resultado, demostramos que

U(ZCn) = ±Cn para n = 1, 2, 3, 4, 6. Por último, calcularemos U(ZC8) y U(ZC5).



2 Abstract

Abstract.

In this dissertation we study the question of when the group ring ZG has only trivial

torsion units, where G is a �nite group. It turns out that the above question is closely

related to Hamiltonian groups and related to the most important units of ZG such as

bicyclic units and Bass cyclic units. So, we are going to study Hamiltonian groups and

units of group rings in order to be able to use them during the proof of when ZG has

only trivial torsion units.

In the �rst chapter, we introduce terms and basic properties which are going to

be used during this project. After this, we will prove the Theorem of classi�cation of

Hamiltonian groups. To prove this theorem we �rst prove that if G is an abelian �nite

p-group and g ∈ G is an element of maximal order, then 〈g〉 is a direct summand of G.

Later, we prove that every Hamiltonian group contains a subgroup isomorphic to the

Quaternion group of order 8 which we denote by K8. We will use these two lemmas

to prove that a group G is Hamiltonian if and only if G = K8 × E × A where E is

an elementary abelian 2-group and A is an abelian group where all elements have odd

order. Theorem 1.5 is known as the classi�cation of Hamiltonian groups and the idea

of the proof was taken from the paper [4] which was written by R. Dedekind. This

result will be very important during the proof of Higman's Theorem, which we will

study in Chapter 3. Later on, we are going to introduce the concept of R-modules and

semisimple rings in order to be able to use the Wedderburn-Artin Theorem. It states

that a ring R is semisimple if and only if it is a direct sum of matrix algebras over

division rings. Next, we introduce the concept of group ring. Let G be a group and R

be a ring. By RG we denote the set of all R-linear combinations of elements of G. The

operations in R and G induce a natural sum and product in RG which make RG into

a ring called the group ring of G with coe�cients in R. After this, we introduce the

augmentation map and the Universal Property of Group Ring. In addition, semisimple

group rings are characterized by Maschke's Theorem 1.7 which states that the group

ring RG is semisimple if and only if R is a semisimple ring, G is �nite and |G| is
invertible in R.
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There are two important theorems in the �rst chapter which we are going to use

frequently but we need not to prove because this is not the aim of the dissertation.

One of these theorems is the Perlis-Walker's Theorem 1.9 which states that if G

is a �nite abelian group, of order n, and K is a �eld such that char(k) - n, then
KG ' ⊕d|nadK(ζd) where ζd denotes a primitive root of unity of order d, ad = nd

[K(ζd) : K]

and nd denotes the number of elements of order d in G. The last theorem is the

Dirichlet's Unit Theorem 1.11 which states that if K is a �nite extension of Q then

U(OK) = C ×F is a �nitely generated abelian group where OK is the ring of algebraic

integers, C is a �nite cyclic group and F is torsion free of rank n1 + n2 − 1 where

n1 denotes the number of real embeddings of K and n2 denotes the number of pairs

of complex embeddings of K which are not real. Later, we introduce the cyclotomic

units, the concept of order and we prove their basic properties. Let ζ be a complex

root of unity of order n > 1 and consider the subring R = Z[ζ] of C generated by ζ.

For every positive integer k let ηk(ζ) = ζk−1
ζ−1 = 1 + ζ + ζ2 + · · · + ζk−1. We prove that

ηk(ζ) ∈ U(Z[ζ]) and that ηk(ζ)−1 = ηl(ζ
k) if kl ≡ 1 mod |ζ|. The units of this form

are called cyclotomic units. The last part of Chapter 1 is dedicated to the introduction

of representations and characters.

The principal aim of Chapter 2 is to study the most important units in group rings

in order to be able to search for a theorem which characterizes when the unit group of

ZG is �nite. We have proved this theorem using Higman's Theorem 3.9 which we will

explain in Chapter 3. In addition, we prove in Chapter 2 some basic lemmas which

help us during the project.

Only a few ways to build units in the group ring ZG are known.We are going to use

two of them in order to build bicyclic units and Bass cyclic units. First, an element of

the form rg where r ∈ U(R) and g ∈ G, has an inverse r−1g−1. The elements of this

form are called the trivial units of RG. If η ∈ R is such that ηk = 0 for some positive

integer k, then we have (1− η)(1 + η + η2 + · · ·+ ηk−1) = 1− ηk = 1. Thus, 1± η are

units of R. They are called unipotent units of R. In the �rst theorem of Chapter 2,

which is Theorem 2.3, we prove that if G is not torsion-free and K is a not trivial �eld

of characteristic p ≥ 0 then KG has only trivial units if and only if one of the following
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conditions hold:

1. K = Z2 and G = C2 or G = C3.

2. K = Z3 and G = C2.

The idea of the last proof was taken from the paper [17] which was written by Passman.

Moreover, the case of when G is torsion-free is a opened problem yet. Next, bicyclic

units were introduced by Ritter and Sehgal in [22]. Let G be a group and let R = ZG
be an integral group ring. If a ∈ G is an element of �nite order n > 1 then (a−1)â = 0,

where â = 1 + a+ · · ·+ an−1. Thus, taking any other element b ∈ G, we can construct

a unit: µa,b = 1 + (a − 1)bâ. It is called a bicyclic unit of the group ring ZG. After

this, we prove that if g, h ∈ G with o(g) = n < ∞ then µg,h is trivial if and only if h

normalizes 〈g〉. Then, we prove that every bicyclic unit µg,h 6= 1 of ZG is of in�nite

order.

Next, we introduce Bass cyclic units. Let G be a group and let R = ZG be an

integral group ring. Let g ∈ G of order n < ∞. Suppose that k is an integer that

is coprime with n, therefore we can �nd another positive integer m such that km ≡ 1

mod n. Because of this, we can build a unit: uk,m(g) = (1+g+g2+· · ·+gk−1)m+ 1−km
n
·ĝ.

These units were discovered by Hyman Bass and are called Bass cyclic units. Later, we

will prove that if g ∈ G with order n < ∞ and l ∈ Z is such that 1 < l < n − 1 and

(l, n) = 1 then the Bass cyclic unit ul,φ(n)(g) is of in�nite order, where φ(n) denotes

Euler's totient function.

The following units we are going to study are called torsion units and the main

theorem which we have proved previously is the Passman-Bass's Theorem 2.10 which

states that if γ =
∑

g∈G γ(g)g ∈ ZG is a torsion unit and γ(1) 6= 0 then γ = ±1.

This theorem gives us an important Corollary 2.13 which states that if A is an abelian

group then all torsion units of ZA are trivial. This result will be very important during

the proof of Higman's Theorem 3.9, which we will study in Chapter 3. In addition,

the original proof of the Passman-Bass's theorem used concepts related to idempotent

elements but we have changed this proof in order to obtain the result easier by using

group representations and characters. This new proof was taken from [24]. The next
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theorem we have proved is the classi�cation of the unit group of ZA in Theorem 2.14,

where A is an abelian �nite group, showing that U(ZA) = ±A × F where F is a free

abelian group of �nite rank and this rank was calculated in the paper [23]. Using this

theorem, we prove in Theorem 2.18 that the subgroup of units of augmentation 1 in

U(ZA), which we denote by U1(ZA), has the next structure: U1(ZA) = A × U2(ZA)

where U2(ZA) = {u ∈ U(ZA) : u ≡ 1 mod (∆A)2} and ∆A denotes the kernel of the

augmentation map. During the last part of this chapter, we mention more theorems

which were proved in [27]. It implies that if G is a �nite group then the unit group of

ZG is a �nitely generated group.

Chapter 3 is going to be the most important chapter because it contains the main

theorem of this project which is known as the Higman's Theorem 3.9. To prove it we

need to study the units of ZK8 because it turns out that the proof is closely related to the

units of ZK8 and, in fact, we will prove that all the units of ZK8 are trivial. In addition,

before proving the Higman's Theorem, we have shown that U(Z[ζ3]) = {±1, ±ζ3, ±ζ23}
and that U(Z[ζ4]) = {±1, ±i}. Later, we will prove Higman's Theorem 3.9 which states

that if G is a torsion group, then all units of ZG are trivial if and only if G is either

a group of exponents equal to 1, 2, 3, 4, 6 or a Hamiltonian 2-group. We will obtain as

corollary of Higman's Theorem that if G is a �nite group then the unit group of ZG is

�nite if and only if G is either an abelian group of exponent equal to 1, 2, 3, 4, 6 or a

Hamiltonian 2-group as before.

The last chapter of this paper is used to calculate the unit group of ZCn with

small values of n, where Cn denotes the cyclic group of order n. Because of Higman's

Theorem we obtain that U(ZCn) = ±Cn for all n = 1, 2, 3, 4, 6. After this, we will

calculate two unit groups which are U(ZCn) for n = 5, 8. For that, we �rst prove

U(Z[
√

2]) = 〈−1〉 × 〈1 +
√

2〉 and U(Z[ζ8]) = 〈ζ8〉 × 〈1 +
√

2〉 = 〈ζ8〉 × 〈η3(ζ8)〉. Later
or, we prove that U(ZC8) = ±C8 × 〈u3,2(g)〉, where C8 = 〈g〉 is the cyclic group of

order 8. Then, if p is prime, we prove two previous results such us U1(ZCp) ' U1(Z[ζp])

and [U(Z[ζp]) : U1(Z[ζp])] = p − 1. Using these two results which we have proved in

Preposition 4.6, we will obtain the �nal result of this dissertation which is the Theorem

4.7 and it states that if C5 = 〈x〉 then U(ZC5) = 〈−1, x, u〉 where u = (x+ 1)2 − x̂.



6 Introducción

Introducción.

El objeto de esta memoria es el estudio de las unidades más importantes del anillo

de grupo con coe�cientes enteros ZG, con G un grupo �nito, y en la búsqueda de un

resultado que nos garantice cuando el grupo de unidades U(ZG) es �nito. Este resultado

lo vamos a obtener como consecuencia del Teorema de Higman 3.9, por lo tanto, nos

centraremos en lograr demostrar este resultado en primer lugar. Además, es importante

remarcar que el problema de estudiar U(ZG) se puede enmarcar en uno mucho más

general que consistiría en el estudio del grupo de las unidades de un Z-orden en un

álgebra racional semisimple de dimensión �nita. Este tipo de órdenes son conocidos con

el nombre de órdenes clásicos.

Los ejemplos más conocidos de órdenes clásicos son los anillos de enteros algebraicos

de un cuerpo K. La estructura de estos grupos es bien conocida y viene dada por uno

de los teoremas más importantes de la Teoría de Números Algebraicos, el Teorema de

las Unidades de Dirichlet 1.11. Existen varias generalizaciones de este teorema para

órdenes clásicos, entre las que destacamos el resultado de Hey [8] y el de Bass [2]. Sin

embargo, estas generalizaciones no son tan satisfactorias como la que nos proporciona

el Teorema de las Unidades de Dirichlet ya que no nos dan a conocer de forma precisa

la estructura del grupo de unidades. En la publicación de Kleinert [12] se recogen los

resultados más importantes relacionados con este tema.

Los órdenes clásicos que resultan de mayor interés en los últimos años son los anillos

de grupo con coe�cientes enteros. Varios libros se han publicado teniendo como único

objetivo el estudio de los anillos de grupo [16, 17, 20, 23] e incluso hay algunos que

están destinados solamente al estudio de unidades en anillos de grupo con coe�cientes

enteros [11, 24]. Nuestro trabajo se encuentra enmarcado dentro de este contexto y

tiene como objetivo principal, lograr demostrar qué propiedades tiene que satisfacer el

grupo G para que U(ZG) sea �nito.

A continuación, vamos a describir el contexto histórico en el que apareció el concepto

de anillo de grupo. En 1837, William Rowan Hamilton escribió la primera teoría formal
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sobre los número complejos, de�niéndolos como pares ordenados de número reales,

exactamente como los conocemos ahora. Como él era consciente de su interpretación

como vectores de un espacio plano dos-dimensional, se dio cuenta de que en realidad,

había construido un álgebra que le permitía trabajar con vectores en el plano. Después

de mucho esfuerzo, descubrió que podía describir un álgebra, no con vectores, pero sí

con operadores que actuaran sobre los vectores del espacio, trabajando de esta forma

en un álgebra cuatro-dimensional. Por lo tanto, consideró elementos de la forma α =

a + bi + cj + dk llamados cuaterniones, donde los coe�cientes a, b, c, d eran números

reales y a los símbolos i, j, k los llamó unidades fundamentales. La manera de sumar

dos cuaterniones era de la forma obvia, siguiendo la siguiente regla:

(a+ bi+ cj + dk) + (a′ + b′i+ c′j + d′k) = (a+ a′) + (b+ b′)i+ (c+ c′)j + (d+ d′)k

Sin embargo, para introducir el producto, tuvo más di�cultades. Finalmente, en octu-

bre de 1843 descubrió las leyes fundamentales con las que se rige el producto de los

cuaterniones: i2 = j2 = k2 = ijk = −1. Estas leyes implican las conocidas formulas:

ij = k = −ji
jk = i = −kj
ki = j = −ik

Este descubrimiento causó gran expectación en el mundo matemático ya que abría la

puerta a numerosas posibilidades. De igual forma a los cuaterniones, se de�nieron los

bicuaterniones pero utilizando coe�cientes complejos y el sistema hipercomplejo como

la generalización de los bicuaterniones.

Los hechos mencionados anteriormente pueden ser considerados como los primeros

avances más signi�cativos en la teoría de anillos. En pocos años, muchos otros sistemas

fueron descubiertos y apareció la necesidad de poder clasi�carlos. La mayor parte de

este trabajo se realizó por Benjamin Peirce, ya que introdujo importantes ideas en

la teoría de anillos, tales como la noción de elementos idempotentes y nilpotentes.

Posteriormente, A. Sudy y G. Sche�ers introdujeron los conceptos de álgebras simples

y semisimples. Todo este trabajo culminó en el maravilloso Teorema de Wedderburn

con el que se describe la estructura de álgebras de dimensión �nita sobre un cuerpo
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arbitrario, utilizando técnicas relacionadas con la existencia de elementos idempotentes.

La primera de�nición de grupo abstracto fue dada por A. Cayley en [3]. Es muy

interesante mencionar, que en esta publicación fue donde apareció por primera vez el

concepto de anillo de grupo. Casi al �nal de este artículo, Cayley menciona que él

considera elementos de un grupo �nito como unidades fundamentales de un sistema

hipercomplejo. De forma más explícita, dado un grupo �nito G = {g1, g2, . . . , gn},
consideró todos los elementos de la forma

x1g1 + x2g2 + · · ·+ xngn

donde x1, x2 . . . , xn son números reales o complejos. Entonces la suma y el producto

de dos elementos α =
∑n

i=1 xigi y β =
∑n

i=1 yigi venían dados por:

α + β =
n∑
i=1

(xi + yi)gi

αβ =
∑
i,j

(xiyj)(gigj)

De hecho, esta es la de�nición de un anillo de grupo en este caso particular. El trabajo de

Cayley pasó desapercibido durante un tiempo pero Theodor Molien volvió a retomarlo

en su tesis doctoral dando estructura a la teoría de sistemas hipercomplejos. En el

artículo [14] Molien descubrió resultados sobre la teoría de representaciones complejas

de grupos �nitos, incluyendo la relación de ortogonalidad para caracteres. La conexión

entre la teoría de representaciones de grupos y la teoría de álgebras fue reconocida

después de la publicación del artículo [15] elaborado por Emmy Noether.

El estudio de los anillos de grupo fue estimulado en gran parte por la famosa

lista de problemas de I. Kaplansky's [10]. A los pocos años, se publicó el primer libro

enteramente destinado al estudio de los anillos de grupo [18], obra de D. S. Passman.

A partir de este momento, se publicaron numerosos artículos relacionados con este

tema, entre los que destacamos [1, 5, 6]. En los últimos años se han realizado muchas

publicaciones relacionadas con anillos de grupo. Las más interesantes de mencionar son

[17, 23].
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Pasemos ya a una descripción detallada de los contenidos de esta memoria. El

documento se encuentra destinado a estudiar cuándo el grupo de unidades de ZG
solamente tiene unidades triviales, donde G es un grupo de torsión. La respuesta a esta

pregunta se encuentra muy relacionada con los grupos Hamiltonianos y con las unidades

más importantes de los anillos de grupo, tales como las unidades bicíclicas y las unidades

cíclicas de Bass. Por lo tanto, vamos a estudiar los grupos Hamiltonianos y las unidades

en anillos de grupo para poder usarlas durante la demostración anteriormente citada.

El Capítulo 1 lo dedicaremos a introducir la notación y las propiedades elementales

que utilizaremos a lo largo de la memoria. Destacamos la clasi�cación de los grupos

Hamiltonianos. Para demostrar este resultado, primero demostramos que si G es un

p-grupo abeliano �nito y g ∈ G es un elemento de orden máximo, entonces 〈g〉 es un
sumando directo de G. A continuación, demostramos que todo grupo Hamiltoniano

contiene un subgrupo isomorfo al grupo de los cuaterniones de orden 8, que lo deno-

taremos por K8, Estos dos resultados previos nos serán de gran ayuda para demostrar

que todo grupo Hamiltoniano es de la forma G = K8 × E × A donde E es un 2-

grupo abeliano elemental y A es un grupo abeliano con todos los elementos de orden

impar. Este teorema aparece en la memoria como Teorema 1.5 y es conocido como la

clasi�cación de los grupos Hamiltonianos. Además, la idea de la demostración se extrajo

de la publicación [4], la cual fue escrita por R. Dedekind. Este resultado desempeñará

un papel fundamental en el trascurso de la demostración del Teorema de Higman que

estudiaremos en el capítulo 3. Más adelante, introducimos el concepto de R-módulo y

de anillos semisimples con el �n de poder utilizar el Teorema de Wedderburn-Artin 1.6.

Introducimos a continuación el concepto de anillo de grupo. Sea G un grupo y sea R

un anillo. Vamos a denotar por RG al conjunto de todas las combinaciones R-lineales

de elementos de G. Las operaciones en R y en G inducen de forma natural una suma y

un producto en RG convirtiendo a RG en un anillo y lo llamaremos el anillo de grupo

de G con coe�cientes en R. A continuación, introducimos la aplicación aumento y la

Propiedad Universal de los Anillos de Grupo. Además, los anillos de grupo semisimples

están caracterizados por el Teorema de Maschke 1.7.

Hay dos teoremas muy importantes en el primer capítulo que vamos a utilizar con
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mucha frecuencia a lo largo de todo el documento, pero no vamos a demostrarlos porque

ese no es el objetivo de esta memoria. El primero de estos teoremas es el Teorema de

Perlis-Walker 1.9 y el segundo es el Teorema de las Unidades de Dirichlet 1.11. Los

siguientes conceptos que trataremos son el de unidad ciclotómica y el de orden, donde

probaremos varios resultados muy útiles para el desarrollo del documento. Sea ζ una

raíz compleja de la unidad de orden n > 1 y consideramos el subanillo R = Z[ζ]

de C generado por ζ. Para todo entero positivo k, consideramos ηk(ζ) = ζk−1
ζ−1 =

1 + ζ + ζ2 + · · · + ζk−1. Probaremos que ηk(ζ) ∈ U(Z[ζ]) y que ηk(ζ)−1 = ηl(ζ
k) si

kl ≡ 1 mód |ζ|. A las unidades de esta forma las llamaremos unidades ciclotómicas. La

parte �nal del Capítulo 1 está basada en la introducción a la teoría de representaciones

y caracteres.

El segundo capítulo de esta memoria tiene como objetivo realizar un estudio sobre

las unidades más importantes en los anillos de grupo con coe�cientes enteros que nos

facilitará después la búsqueda de un resultado que nos garantice bajo qué condiciones

el grupo de unidades del anillo de grupo ZG es �nito. Este resultado se deduce del

Teorema de Higman 3.9 que veremos en el capítulo 3. Para llevar a cabo este teorema,

necesitamos en primer lugar introducir los diferentes tipos de unidades necesarias para

la elaboración de la demostración y también tenemos que probar unos resultados previos

que nos ayudarán en futuras demostraciones. Se conocen pocas maneras de construir

unidades en ZG, entre las que destacamos la construcción de las unidades bicíclicas

y las unidades cíclicas de Bass. En un primer lugar estudiamos las unidades triviales

y unipotentes. Un elemento de la forma rg donde r ∈ U(R) y g ∈ G tiene como

inverso r−1g−1. A los elementos de esta forma los llamaremos unidades triviales de

RG. Si η ∈ R es tal que ηk = 0 para algún entero positivo k, entonces se tiene que

(1 − η)(1 + η + η2 + · · · + ηk−1) = 1 − ηk = 1. Por lo tanto, 1 ± η son unidades en

R y las llamaremos unidades unipotentes de R. En el primer teorema de este capítulo

demostramos que KG, con K un cuerpo y G un grupo no libre de torsión, solamente

tiene unidades triviales si y solo si se veri�can una de las siguiente condiciones:

1. K = Z2 y G = C2 ó G = C3.

2. K = Z3 y G = C2.
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La idea para elaborar esta demostración fue tomada de la publicación [17] de Passman.

Es importante mencionar que el caso en que G sea un grupo libre de torsión aún sigue

abierto, es decir, no hay un resultado concreto que lo demuestre. Después realizamos la

construcción de las unidades bicíclicas. Estas fueron introducidas por Ritter y Sehgal

en [22]. Sea G un grupo y se ZG un anillo de grupo con coe�cientes enteros. Tomamos

a ∈ G con orden n <∞, entonces (a−1)â = 0, donde â = 1+a+· · ·+an−1. Por lo tanto,
si tomamos otro elemento b ∈ G, podemos construir una unidad µa,b = 1 + (a−1)bâ. A

las unidades de esta forma las llamaremos unidades bicíclicas. Demostraremos que µa,b
es una unidad trivial si y solo si b normaliza a 〈a〉. Y por último, demostraremos que toda

unidad bicíclica µa,b 6= 1 tiene orden in�nito. A continuación construimos las unidades

cíclicas de Bass y demostramos bajo qué condiciones tienen orden in�nito. Supongamos

que k es un entero coprimo con n, por lo tanto, podemos encontrar otro entero positivo

m tal que km ≡ 1 mód n. Como consecuencia de esto, podemos construir una unidad:

uk,m(a) = (1+a+a2+ · · ·+ak−1)m+ 1−km
n
· â. Este tipo de unidades fueron descubiertas

por Hyman Bass y las llamaremos unidades cíclicas de Bass. Demostraremos que si l ∈ Z
tal que 1 < l < n − 1 entonces la unidad cíclica de Bass ul,φ(n)(a) tiene orden in�nito,

donde φ(n) denota la función de Euler. Es de destacar que las unidades cíclicas de

Bass son una especie de unidades ciclotómicas, pero en un contexto más general. De

hecho, Bass demostró en [2] que si G es un grupo abeliano entonces las unidades cíclicas

de Bass generan un subgrupo que contiene un subgrupo de índice �nito del centro de

U(ZG). Además, se sabe que el grupo generado por las unidades cíclicas de Bass y las

unidades bicíclicas genera un subgrupo de índice �nito en U(ZG) en los siguientes casos

(véase [21]):

1. G un 2-grupo tal que QG ' ⊕iMni(Di) donde Di son cuerpos y si ni = 2 entonces

Di 6= Q o una extensión cuadrática imaginaria.

2. G es un grupo �nito nilpotente de orden impar.

3. G es el grupo simétrico Sn.

Más aún, Jesper y Leal [9] han extendido estos resultados a clases más amplias de gru-

pos. Las siguiente unidades que estudiaremos son las unidades de torsión, demostrando

el Teorema de Passman-Bass 2.10 que nos dice que si γ =
∑

g∈G γ(g)g ∈ ZG es una

unidad de torsión y γ(1) 6= 0 entonces se tiene que γ = ±1. Además, deduciremos en el
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Corolario 2.13 que si A es un grupo abeliano entonces todas las unidades de torsión de

ZA son triviales. Este resultado desempeñará un papel fundamental en la demostración

del Teorema de Higman 3.9 que estudiaremos en el Capítulo 3. Es importante men-

cionar que la demostración original de Passman-Bass utilizaba conceptos de elementos

idempotentes en anillos de grupo, pero hemos utilizado otra demostración alternativa

utilizando representaciones y caracteres, ya que de esta forma obteníamos el resultado de

forma más directa. La demostración fue obtenida de la publicación [24] de S. K. Sehgal.

Posteriormente clasi�camos el grupo de unidades de ZA con A un grupo abeliano �nito,

demostrando en el Teorema 2.14 que U(ZA) = ±A×F , donde F es un grupo abeliano

libre de rango �nito. El rango de F en el teorema anterior se encuentra calculado de

forma explícita en [23]. Incluso daremos estructura a las unidades de aumento uno de

ZAmediante el resultado 2.18 que nos decía lo siguiente: Si A es un grupo abeliano �nito

entonces U1(ZA) = A× U2(ZA) donde U2(ZA) = {u ∈ U(ZA) : u ≡ 1 mód (∆A)2} .
Para terminar este capítulo del documento, hacemos mención a un resultado de [27] que

es mucho más general y con el que se determina que si G es un grupo �nito, entonces

el grupo de unidades de ZG es un grupo �nitamente generado.

El Capítulo 3 es el más importante de la memoria y se encuentra centrado en el

estudio del Teorema de Higman 3.9. Para poder abordar la demostración, necesitamos

en primer lugar estudiar el grupo de unidades de ZK8 ya que la demostración del

teorema está muy relacionada con las unidades de ZK8, de hecho, llegamos incluso a

demostrar que todas las unidades de ZK8 son triviales. También nos resultará de gran

ayuda calcular U(Z[ζ3]) = {±1, ±ζ3, ±ζ23} y U(Z[ζ4]) = {±1, ±i}. Con todo esto,

logramos demostrar el Teorema de Higman 3.9 que nos dice que si G es un grupo de

torsión entonces todas las unidades de ZG son triviales si y solo si se veri�ca una de

las siguientes condiciones:

1. G es un grupo abeliano de exponente igual a 1, 2, 3, 4, 6.

2. G es un 2-grupo Hamiltoniano.

A continuación de este resultado, nos centraremos en la justi�cación de otro teorema que

nos garantizará bajo que hipótesis el grupo de unidades de ZG es �nito, lo obtendremos

como consecuencia del Teorema de Higman. De hecho, demostraremos en el Teorema
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3.10 que si G un grupo �nito, entonces U(ZG) es un grupo �nito si y solo si todas las

unidades de ZG son triviales.

El último capítulo del documento se encuentra destinado a calcular el grupo de

unidades de ZCn para valores pequeños de n ∈ N, donde Cn denota el grupo cíclico

de orden n. Como consecuencia del Teorema de Higman, lograremos demostrar que

U(ZCn) = ±Cn para n = 1, 2, 3, 4, 6. El objetivo de Capítulo 4 consiste en calcular

U(ZC8) y U(ZC5). En un primer lugar, demostraremos que U(Z[
√

2]) = 〈−1〉×〈1+
√

2〉
y que U(Z[ζ8]) = 〈ζ8〉 × 〈1 +

√
2〉 = 〈ζ8〉 × 〈η3(ζ8)〉. Estos dos grupos de unidades

nos serán de gran ayuda para lograr demostrar en el Teorema 4.5, el cual a�rma

que U(ZC8) = ±C8 × 〈u3,2(g)〉 donde C8 = 〈g〉. Como última etapa de este capítulo,

abordamos el cálculo del grupo de unidades de ZC5. Para poder realizar este calculo,

introducimos la notación U1(Z[ζp]) para referirnos a un tipo especial de unidades de

Z[ζp] con p un número primo, más concretamente, a las unidades y ∈ U(Z[ζp]) tales que

y ≡ 1 mód ζp − 1. Como resultados previos, demostraremos que U1(ZCp) ' U1(Z[ζp])

y que [U(Z[ζp]) : U1(Z[ζp])] = p − 1. Finalmente, logramos demostrar en el Teorema

4.7 que si C5 = 〈x〉 entonces U(ZC5) = 〈−1, x, u〉, donde u = (x + 1)2 − x̂ y en este

caso particular x̂ = 1 + x+ x2 + x3 + x4.

Con el �n de elaborar esta memoria correctamente, una buena parte de mi trabajo

se encuentra obtenido de la siguiente bibliografía: [4, 17, 20, 22, 24]. Sin embargo, he

profundizado más en las técnicas matemáticas empleadas en esta memoria utilizando

material de un documento en preparación de Ángel del Río y Eric Jespers. Además,

he asistido a los seminarios semanales de álgebra durante todo el curso académico,

en los cuales participaban alumnos de doctorado y una amplia variedad de profesores

de álgebra, a �n de complementar mi formación. También es importante mencionar,

que me ha resultado muy útil la asignatura Álgebra No Conmutativa sobre todo en la

fase de asimilación de conceptos relacionados con anillos de grupo. Por último, en la

primera semana de junio asistí al congreso de álgebra que se celebró en la Facultad de

Matemáticas de la Universidad de Murcia, teniendo como principales objetivos tanto

conocer los últimos descubrimientos relacionados con mi trabajo como mi preparación

para futuros proyectos.
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Capítulo 1

Preliminares.

Vamos a introducir una serie de conceptos, propiedades y resultados que utilizaremos

en el desarrollo del documento y que nos resultaran de vital importancia para el estudio

de las unidades en anillos de grupo.

1.1. Notación general de grupos y anillos.

Sea R un anillo y sea G un grupo. De�nimos el grupo multiplicativo de las unidades

de R como el siguiente conjunto:

U(R) = {x ∈ R : existe algún y ∈ R veri�cando que xy = yx = 1}

Si x ∈ U(R) entonces diremos que x es un elemento invertible o unidad en R.

Supongamos que f : R −→ S es un homomor�smo de anillos. Entonces es claro que f

se restringe a un homomor�smo de grupos g : U(R) −→ U(S).

Sea a ∈ G y consideramos n, m ∈ Z. De�nimos las potencias de a de la siguiente

forma:

an =


a · a · · · ·

n veces

· a si n > 0

a−1 · a−1 · · · ·
|n| veces

· a−1 si n < 0

1 si n = 0

Como an ·am = am+n entonces 〈a〉 =
{
ak : k ∈ Z

}
es un subgrupo de G y lo llamaremos

el subgrupo cíclico de G generado por a. En el caso en que G sea �nito, al número

de elementos de G lo llamaremos orden de G y lo denotaremos por |G|. Al menor

entero positivo k tal que ak = 1 lo llamaremos orden de a y lo vamos a denotar por

o(a) ó por |a|. Si 〈a〉 tiene in�nitos elementos entonces diremos que a es un elemento
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de orden in�nito. En el caso en que o(a) = n, vamos a introducir la notación â =

1 + a+ a2 + · · ·+ an−1. Diremos que G es un grupo cíclico, si existe un elemento a ∈ G
tal que G = 〈a〉, además, diremos que a es el generador de G. Es claro que o(a) = |〈a〉|
y que todo grupo cíclico es abeliano. Introducimos la notación Cn = 〈a : an = 1〉
para referirnos al grupo cíclico de orden n ∈ N y C∞ para referirnos a un grupo cíclico

in�nito. Un elemento g ∈ G diremos que es un elemento de torsión si tiene orden �nito

y G es un grupo de torsión si todo elemento de G es un elemento de torsión. Por lo

tanto, el conjunto formado por todos los elementos de torsión de G vendría dado por

{g ∈ G : o(g) <∞}. En el caso en que el único elemento de torsión de G sea el 1

diremos que G es un grupo libre de torsión.

Dado un conjunto X, un grupo libre en X es una aplicación j : X −→ F , donde

F es un grupo, que cumple la siguiente propiedad: para cada aplicación f : X −→ G,

con G un grupo, existe un único homomor�smo de grupos f̄ : F −→ G veri�cando

f̄ ◦ j = f .

Sea p un número entero primo. Diremos que G es un p-grupo si todo elemento de

G tiene orden una potencia de p. Un elemento de G diremos que es un p-elemento si

su orden es una potencia p. Por lo tanto, si G es un p-grupo entonces todo elemento

de G es un p-elemento. Un grupo abeliano se dice que es un grupo abeliano libre si es

suma directa de grupos cíclicos in�nitos. Si el número de sumandos directos es �nito,

entonces lo llamaremos el rango de G. En cualquier otro caso diremos que el grupo

es de rango in�nito. Además, un grupo abeliano diremos que es un p-grupo abeliano

elemental si todo elemento distinto de la unidad tiene orden p. De�nimos el exponente

de G como el menor entero positivo m tal que gm = 1 para todo g ∈ G, en el caso en

que este número exista.

Introducimos la notación H ≤ G para referirnos a que H es un subgrupo de G. Se

veri�ca que H es un subgrupo normal de G si y solo si para todo g ∈ G se veri�ca que

g−1Hg = H. Además, diremos que g ∈ G normaliza a H si y solo si g−1Hg ⊆ H. Es

obvio que si A es un grupo abeliano, entonces todo subgrupo de A es normal.

De�nimos el centralizador de H en G como el subgrupo de G dado por

CG(H) = {x ∈ G : xh = hx para todo h ∈ H}

y vamos a denotar al centro de G como Z(G) = CG(G).
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Por otro lado, al grupo de los cuaterniones de orden 8 lo vamos a denotar de la

siguiente forma:

K8 = 〈a, b : a4 = 1, a2 = b2, bab−1 = a−1〉 =
{

1, a, a2, a3, b, ab, a2b, ab3
}

Una propiedad muy importante de K8 es que Z(K8) = 〈a2〉 = {1, a2}.
Sean x, y ∈ G, introducimos la notación x conjugado por y como xy = y−1xy.

Sea n un entero positivo y se K un cuerpo cuya característica no divide a n. Sea L

la clausura algebraica de K. De�nimos el n-ésimo polinomio ciclotómico en K como el

polinomio mónico irreducible en K[X] que se anula en ζ, donde ζ es una raíz primitiva

n-ésima de la unidad en L. Además, es bien conocido que viene dado por la expresión:

Φn(x) =
∏

(i,n)=1

(x− ξi)

En particular, si n es un número primo p entonces se tiene que Φp(x) = xp−1 + xp−2 +

· · ·+ 1.

Es bien conocido que si F es un cuerpo tal que |F | = p entonces F ' Zp. Denotamos

con Zp al cuerpo con p elementos.

1.2. Grupos Hamiltonianos.

En este apartado vamos a de�nir los grupos Hamiltonianos y vamos a obtener su

clasi�cación que luego utilizaremos con mucha frecuencia. Para ello introducimos las

de�niciones y unos lemas previos necesarios para la demostración más importante de

esta sección.

En primer lugar, sabemos que K8 es un grupo no abeliano y veri�ca que todos

sus subgrupos son normales. Esto motiva el concepto de grupo Hamiltoniano. Diremos

que un grupo no conmutativo G es un grupo Hamiltoniano si todos sus subgrupos son

normales.

De�nimos el conmutador de x, y ∈ G como (x, y) = x−1y−1xy ∈ G. El conmutador
de dos elementos de un grupo G veri�ca las siguientes propiedades:

Lema 1.1. Sea G un grupo y sean x, y, z ∈ G. Entonces se veri�ca lo siguiente:
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1. (x, y) = 1 si y solo si xy = yx.

2. (x, y)−1 = (y, x).

3. (xy, z) = (x, z)y(y, z) = (x, z)((x, z), y)(y, z).

4. (x, yz) = (x, z)(x, y)z = (x, z)(x, y)((x, y), z).

Demostración. (x, y) = 1 si y solo si x−1y−1xy = 1 si y solo si xy = (x−1y−1)
−1

= yx.

Lo que demuestra el primer apartado. El segundo se obtiene por lo siguiente: (x, y)−1 =

(x−1y−1xy)−1 = y−1x−1yx = (y, x).

Veamos la demostración del tercer apartado. Utilizando que (x, z)y = y−1(x, z)y =

y−1x−1z−1xzy entonces deducimos lo siguiente:

(x, z)y(y, z) = y−1x−1z−1xzyy−1z−1yz = y−1x−1z−1xyz = (xy, z)

Como ((x, z), y) = (x−1z−1xz, y) = z−1x−1zxy−1x−1z−1xzy entonces se tiene que

(x, z)((x, z), y)(y, z) = x−1z−1xzz−1x−1zxy−1x−1z−1xzyy−1z−1yz = y−1x−1z−1xyz =

(xy, z).

La demostración del apartado 4 es análoga a la del apartado 3, realizando cálculos

sencillos la obtenemos de igual manera.

Lema 1.2. Sea H = 〈x, y〉 tal que (x, y) ∈ Z(H). Entonces se veri�ca lo siguiente para

r ∈ N:

1. (xr, y) = (x, y)r = (x, yr).

2. Si r ≥ 2 entonces (xy)r = xryr(y, x)(
r
2)

Demostración. Para demostrar el primer apartado procedemos por inducción en r ∈ N.
Para r = 1 es obvio. Supongamos cierto para r − 1 con r > 1 y vamos a demostrarlo

para r. Utilizando el apartado 3 del Lema 1.1 y utilizando que (x, y) ∈ Z(H) obtenemos

que (xr, y) = (x, y)x
r−1

(xr−1, y) = x−(r−1)(x, y)xr−1(x, y)r−1 = (x, y)r. El caso (x, y)r =

(x, yr) es análogo utilizando el Lema 1.1 apartado 4.

Vamos a demostrar el segundo apartado. Procedemos otra vez por inducción en

r ∈ N. Supongamos que r = 2. Aplicando que (x, y) ∈ Z(H) tenemos que

x2y2(y, x)(
2
2) = x2y2(y, x) = x2y(y, x)y = (xy)2
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Supongamos cierto (xy)n = xnyn(y, x)(
n
2) y vamos a demostrarlo para n + 1. Se tiene

que (xy)n+1 = (xy)n(xy) = xnyn(y, x)(
n
2)(xy) = xnynxy(y, x)(

n
2). Como se veri�ca que

ynx = xyny−nx−1ynx = xyn(yn, x) = xyn(y, x)n

entonces si sustituimos en la expresión anterior obtenemos lo siguiente:

(xy)n+1 = xnxyn(y, x)ny(y, x)(
n
2) = xn+1yn+1(y, x)(

n+1
2 )

Lema 1.3. Sea G un p-grupo abeliano �nito y sea g ∈ G un elemento de orden máximo.

Entonces 〈g〉 es un sumando directo de G.

Demostración. Tomamos

S = {N ≤ G : N ∩ 〈g〉 = {1}}

Como G es un grupo �nito entonces existe un subgrupo M de G maximal en S. Si

probamos que G = M〈g〉 entonces aplicando que M ∩ 〈g〉 = {1} tendríamos que

G = M × 〈g〉. Por lo tanto vamos a demostrar que G = M〈g〉.
Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que G 6= M〈g〉. Tomamos x ∈ G

tal que x /∈ M〈g〉 y además vamos a suponer que x tiene orden mínimo entre los que

satisfacen esta propiedad. Aplicando la fórmula para el grado de x

|xp| = |x|
mcd(p, |x|)

=
|x|
p

deducimos que o(xp) < o(x) y como x tenía orden mínimo entonces tenemos que xp ∈
M〈g〉. Por lo tanto xp = ygl con y ∈ M y l ∈ Z. Supongamos que o(g) = pn. Entonces

como g tiene orden máximo tendríamos que xp
n

= 1. Luego 1 = xp
n

= yp
n−1 · glpn−1

y

esto implica que

glp
n−1

=
(
yp

n−1
)−1
∈M ∩ 〈g〉 = {1}

Por lo que tenemos 1 = glp
n−1

de donde deducimos que p|l. Supongamos que l =

pl1. Obsérvese que
(
xg−l1

)p
= xpg−l1p = yglg−l1p = y ∈ M , pero como x /∈ M〈g〉

entonces tenemos que xg−l1 /∈M . Debido a la maximalidad de M en S deducimos que
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〈xg−l1〉 ∩ 〈g〉 6= 1. Luego existe un elemento y′ ∈ M y enteros positivos u, k tales que

(xg−l1)u · y′ = gk 6= 1 por lo que (xg−l1)u ∈M〈g〉.
Vamos a distinguir dos casos. Supongamos en primer lugar que p|u y tomamos

u = pα. Entonces (xg−l1)u = (xg−l1)pα = (xpg−l1p)α = (yglg−l1p)α = yα ∈ M . Luego

yαy′ = gk 6= 1. Entonces gk ∈ M , de donde obtenemos que gk ∈ M ∩ 〈g〉 = {1}.
Contradicción. Supongamos ahora que p - u. Entonces existen enteros positivos r, s

tales que 1 = rp+su. Ponemos x = xrp+su = xrp ·xsu. Como o(xrp) < o(x) y xp ∈M〈g〉
entonces xrp ∈ M〈g〉. Aplicando además que xu ∈ M〈g〉 deducimos que x ∈ M〈g〉.
Contradicción.

Lema 1.4. Sea G un grupo Hamiltoniano. Entonces G contiene un subgrupo isomorfo

a K8.

Demostración. Sean x, y ∈ G tales que (x, y) = c 6= 1. Utilizando la primera propie-

dad del Lema 1.1 deducimos que x e y no conmutan. Aplicando que G es un grupo

Hamiltoniano obtenemos que 〈x〉 y 〈y〉 son subgrupos normales de G. Entonces c ∈ 〈x〉
y c ∈ 〈y〉. Luego c ∈ 〈x〉 ∩ 〈y〉. Por lo tanto existen enteros positivos r y s tales que

c = (x, y) = xr = ys.

Tomamos H = 〈x, y〉 = 〈x〉〈y〉. Entonces c ∈ Z(H). Utilizando la propiedad 1

del Lema 1.2 obtenemos que cr = (x, y)r = (xr, y) = (c, y) = 1. Luego deducimos

que o(c) < ∞. Entonces se tiene que o(x) < ∞ y que o(y) < ∞. Aplicando que los

ordenes de x, y, c son �nitos junto con que c ∈ Z(H) deducimos que |H| <∞. Tomamos

o(x) = m y o(y) = n. Supongamos que hemos tomado x e y de tal forma que m + n

sea lo menor posible. Sea p un número primo que divide a m. Utilizando la fórmula del

grado para xp obtenemos que o(xp) = m
p
. Entonces por la elección mínima de m + n

deducimos que xp e y conmutan. Luego 1 = (xp, y) = (x, y)p = cp, lo que implica que

o(c) = p. Como acabamos de probar que para cualquier primo p que divida a m se

tiene que o(c) = p y además c = xr = ys entonces deducimos que o(x) y o(y) son una

potencia de p.

Supongamos que r = kpr1 y que s = lps1 con mcd(p, k) = mcd(p, l) = 1. Luego

c = xkp
r1 = ylp

s1 . Es bien conocido que podemos encontrar enteros k′ y l′ tales que

kk′ ≡ 1 mód o(x) y ll′ ≡ 1 mód o(y). Denotamos por x′ = xl
′
e y′ = yk

′
. Por un lado,

utilizando el apartado 1 del Lema 1.2, se veri�ca que (x′, y′) = (xl
′
, yk

′
) = (x, y)l

′k′ =

ck
′l′ . Por otro lado, como (x′)p

r1 = xl
′pr1 = (xp

r1 )l
′
entonces ck

′
= (xkp

r1 )k
′

= xp
r1 . Por
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lo tanto (x′)p
r1 = xp

r1 = ck
′l′ . Luego hemos demostrado que (x′)p

r1 = (x′, y′). Llamamos

c′ = (x′, y′). Con un razonamiento análogo al anterior obtenemos que c′ = (y′)p
s1 . Luego

c′ = (x′)p
r1 = (y′)p

s1 . Como o(c′) = p entonces (c′)p =
(
(x′)p

r1
)p

=
(
(y′)p

s1
)p

= 1. Por

lo tanto o(x′) = pr1+1 y o(y′) = ps1+1. Podemos suponer para evitar complicación en la

notación que x = x′ y que y = y′. Además sin pérdida de generalidad vamos a suponer

que r1 ≥ s1.

Tomamos y1 = x−p
r1−s1 ·y ∈ H. Entonces aplicando el Lema 1.1 junto con que xp e y

conmutan obtenemos que (x, y1) = (x, x−p
r1−s1 ·y) = (x, y) ·(x, x−pr1−s1 )y = (x, y) = c 6=

1. Luego x e y1 no conmutan. Como hemos tomado m+ n mínimo entonces se veri�ca

que o(y1) ≥ o(y) = ps1+1, luego yp
s1

1 6= 1. Pero por otro lado obtenemos al aplicar el

Lema 1.2 apartado 2 lo siguiente:

yp
s1

1 =
(
x−p

r1−s1y
)ps1

= x−p
r1yp

s1 (y, x−p
r1−s1 )(

ps1

2 ) = (x, y)p
r1−s1 ·(p

s1

2 ) = c
pr1 ·(ps1−1)

2

Si suponemos que p sea un número primo impar entonces ps1 − 1 sería par. Por lo

tanto aplicando que p|p
r1 ·(ps1−1)

2
y que o(c) = p deducimos que o(c)|p

r1 ·(ps1−1)
2

. Luego

yp
s1

1 = 1. Contradicción.

Entonces la única posibilidad sería p = 2 y r1 = 1 porque en caso contrario

obtendríamos yp
s1

1 = 1. Como estamos suponiendo que r1 ≥ s1 entonces tenemos que

s1 = 1. Luego o(x) = o(y) = 4. Esto implica que x4 = 1, c = x2 = y2 y por lo tanto

también implica que x−1 = y−1xy. Luego K = 〈x, y〉 es isomorfo a K8.

1.2.1. Clasi�cación de los grupos Hamiltonianos.

En el siguiente teorema se clasi�can los grupos Hamiltonianos. Nos resultará de gran

ayuda en el trascurso del documento.

Teorema 1.5. Un grupo G es Hamiltoniano si y solo si G = K8×E ×A donde K8 es

el grupo de los cuaterniones de orden 8, E es un 2-grupo abeliano elemental y A es un

grupo abeliano con todos los elementos de orden impar.

Demostración. Supongamos que G = K8 × E × A. Para ver que G es un grupo

Hamiltoniano es su�ciente con probar que para cada g ∈ G se veri�ca que 〈g〉 es
un subgrupo normal de G. Supongamos que g ∈ G. Entonces g = xab con x ∈ K8, a ∈
A y b ∈ E. Supongamos además que a 6= 1 y que b 6= 1.
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Si o(x) = 2 entonces x es central, luego g es central y por lo tanto 〈g〉 es normal.

Con lo que terminaríamos la demostración. En caso contrario tendríamos que o(x) = 4.

Entonces la clase de conjugación de x es C(x) = {x, x−1} y la clase de conjugación de

g es C(g) = {g, x−1ab}.

Vamos a demostrar que x−1ab ∈ 〈g〉. Como a ∈ A entonces o(a) es impar. Tomamos

s = 2o(a) + 1. Como o(a) − 1 > 0 y 2 · (o(a) − 1) ≡ 0 mód 4 entonces se tiene que

s ≡ 3 mód 4. Veamos que gs = x−1ab. Por un lado tenemos que como o(x) = 4 y como

s ≡ 3 mód 4 entonces xs = x−1. Por otro lado tenemos que como s ≡ 1 mód o(a)

entonces as = a. Finalmente como o(b) es par y s es impar entonces bs = b. Luego

hemos conseguido demostrar que gs = xsasbs = x−1ab. Esto implica que x−1ab ∈ 〈g〉.
Luego C(g) ⊆ 〈g〉 y por lo tanto se veri�ca que 〈g〉 es un subgrupo normal de G. Con

lo que termina esta parte de la demostración.

Veamos ahora la otra implicación. Supongamos que G es un grupo Hamiltoniano,

entonces utilizando el Lema 1.2 sabemos que contiene un subgrupo K isomorfo a K8.

Entonces K = 〈x, y〉 con x e y satisfaciendo x4 = 1, x2 = y2 y x−1 = yxy−1.

Vamos a demostrar que G = KCG(K). Procedemos por reducción al absurdo.

Supongamos que existe un g ∈ G tal que g /∈ KCG(K). Entonces g no conmuta

con x o g no conmuta con y . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que g

no conmuta con y. Como yg ∈ 〈y〉 entonces tenemos que yg = y3 = y−1. Además se

tiene que ygx = gygx = gy3x = gxy. Por tanto gx conmuta con y. Como gx /∈ CG(K)

y K = 〈x, y〉 entonces deducimos que gx no conmuta con x. Luego xgx = x−1. Entonces

como xgxy = (xgx)y = (x−1)
y

= x y ygxy = yy = y obtenemos que gxy ∈ CG(K). Como

xy ∈ K entonces deducimos que g ∈ KCG(K) en contradicción con la hipótesis.

Veamos ahora que G es un grupo de torsión. Como ya tenemos demostrado que

G = KCG(K), entonces aplicando que los elementos de K y de CG(K) conmutan

junto con que K es un grupo de torsión deducimos que para que G sea de torsión

lo único que tenemos que demostrar es que CG(K) es de torsión. Sea g ∈ CG(K).

Entonces aplicando el Lema 1.1 apartado 3 obtenemos que (x, gy) = (x, y)·(x, g)y. Como

g ∈ CG(K) entonces (x, g) = 1 y por lo tanto (x, gy) = (x, y) = x2 6= 1. Como G es

Hamiltoniano entonces 〈x〉 y 〈gy〉 son subgrupos normales de G. Por lo que (x, gy) ∈ 〈x〉
y (x, gy) ∈ 〈gy〉, entonces se tiene que (x, gy) ∈ 〈x〉 ∩ 〈gy〉. Por lo tanto existen enteros

r y s tales que (x, gy) = xr = (gy)s. Tomamos H = 〈x, gy〉 = 〈x〉〈gy〉. Luego se tiene
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que (x, gy) ∈ Z(H). Por lo tanto deducimos que (x, gy)r = (xr, gy) = ((x, gy), gy) = 1,

luego o((x, gy)) <∞ y o(gy) <∞. Entonces o(g) <∞.

Veamos que CG(K) no contiene elementos de orden 4. Procedemos por reducción

al absurdo. Supongamos que existe g ∈ CG(K) con orden 4. Por lo demostrado ante-

riormente sabemos que (x, gy) = (x, y) = x2 6= 1. Como G es un grupo Hamiltoniano,

todos sus subgrupos son normales y todo elemento de orden 2 es central, entonces como

g tiene orden 4 deducimos que o(gy) = 4. Por lo tanto tenemos que como (x, gy) 6= 1

y o(gy) = 4 entonces (gy)x = (gy)−1. Además (gy, x) = (gy)−1 · (gy)x = g−2y−2. Como

(gy, x) = (y, x) = (x, y)−1 = x2 = y2, entonces tenemos que g2y2 = y2 y por lo tanto

g2 = 1. Contradicción.

A continuación vamos a demostrar que todos lo elementos de orden impar en G son

centrales. Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que existe un elemento

a ∈ G tal que a /∈ Z(G) y |a| impar. Sea b ∈ G talque ab 6= ba. Consideramos el grupo

Hamiltoniano H = 〈a, b〉. Tomamos la proyección canónica

f : H −→ H/〈a〉

Es claro que ker(f) = 〈a〉 y que H/〈a〉 es cíclico, por tanto abeliano. Como H es un

grupo Hamiltoniano, utilizando el Lema 1.4 sabemos que H contiene un subgrupo K

isomorfo a K8. Como K ∩ 〈a〉 = {1} entonces la restricción de f a K es una aplicación

inyectiva. Contradicción porque H/〈a〉 es abeliano pero K no.

Como ya hemos demostrado que no hay elementos de orden 4 en CG(K), entonces

si h ∈ CG(K) es un 2-elemento, eso implica que es central porque como máximo tiene

orden 2. Por lo tanto CG(K) ⊆ Z(G), CG(K) es un grupo abeliano y el conjunto de los 2-

elementos de CG(K) es un 2-grupo abeliano elemental. Lo llamaremos B. Consideramos

A el subgrupo de G formado por todos los elementos de orden impar en G. Cómo A es

central en G entonces CG(K) = B × A. Como x2 tiene orden 2 entonces es central y

además x2 ∈ B. Aplicando que x2 tiene orden máximo en B, podemos utilizar el Lema

1.3 y obtenemos que B = 〈x2〉 × E donde E es un 2-grupo abeliano elemental.

Aplicando que el único elemento de orden 2 en K8 es x2, que K8 ∩ (E × A) = {1}
y que E × A es central tenemos lo siguiente:

G = KCG(K) = K8(B × A) = K8

(
〈x2〉 × E × A

)
= K8 × E × A
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1.3. Anillos semisimples.

Sea R un anillo. Diremos que R es un anillo de división si todo elemento no nulo

de R es invertible en R.

Un grupo abeliano y aditivo M diremos que es un R-módulo por la izquierda si

para cada elemento a ∈ R y para cada m ∈ M tenemos un producto am ∈ M tal que

se veri�can las siguientes propiedades para todo a, b ∈ R y m1,m2 ∈ M : (a + b)m =

am + bm, a(m1 + m2) = am1 + am2, a(bm) = (ab)m y 1m = m. Con un proceso

similar podemos de�nir los R-módulos por la derecha considerando la multiplicación

de elementos de M por elementos de R por el lado derecho. Un subconjunto no vacío

N ⊂ M diremos que es un R-submódulo de M si se veri�can las dos propiedades

siguientes: para todo x, y ∈ N se tiene que x+ y ∈ N , y para todo r ∈ R y todo n ∈ N
se tiene que rn ∈ N .

Supongamos que M y N son dos R-módulos por la izquierda. Entonces de�nimos

un homomor�smo de R-módulos por la izquierda como una función f : M −→ N

que veri�ca lo siguiente: para cualquier m, n ∈ M y cualquier r, s ∈ R se tiene que

f(rm + sn) = rf(m) + sf(n). La de�nición de homomor�smo de R-módulos por la

derecha sería análoga, considerando la multiplicación de elementos deM por elementos

de R por el lado derecho.

Diremos que un R-módulo P es proyectivo si y solo si para cualquier homomor�smo

de R-módulos suprayectivo f : M −→ N existe un homomor�smo de R-módulos

h : P −→M tal que fh = IP .

En el caso en que R fuera un anillo conmutativo, un R-módulo A diremos que es una

R-álgegra si hay una multiplicación de�nida en A tal que juntando esa multiplicación

con la suma de A dotamos a A de estructura de anillo y además se veri�ca para todo

r ∈ R y para todo a, b ∈ A la siguiente propiedad: r · (ab) = (ra) · b = a · (rb).
Diremos que un R-móduloM es semisimple si todo submódulo deM es un sumando

directo de M . Además, R es semisimple si visto como R-módulo es semisimple.

Los anillos semisimples están caracterizados por el Teorema de Wedderburn-Artin.

Teorema 1.6. Teorema de Wedderburn-Artin.

Un anillo R es semisimple si y solo si es suma directa de álgebras de matrices sobre
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anillos de división:

R 'Mn1(D1)⊕Mn2(D2)⊕ · · · ⊕Mns(Ds)

1.4. Introducción a los anillos de grupo.

En esta sección vamos a dar unas nociones generales de los anillos de grupo junto

con sus propiedades más importantes. Comenzamos con unas nociones básicas.

Sea G un grupo y R un anillo. Denotaremos por RG al conjunto de todas las

combinaciones R-lineales de elementos de G. Las operaciones de R y de G inducen de

forma natural una suma y un producto en RG, dotando a RG de estructura de anillo,

llamado el anillo de grupo de G con coe�cientes en R.

Vamos a precisar este concepto. Cada elemento a en RG tiene una única expresión

de la forma
∑

g∈G agg donde ag ∈ R para todo elemento g ∈ G, y ag = 0 para casi todo

elemento g ∈ G. Por lo tanto RG es el anillo cuyo conjunto subyacente es

RG =

{
α =

∑
g∈G

agg : ag ∈ R para todo g ∈ G y ag = 0 para casi todo g ∈ G

}

y la suma y la multiplicación en RG vienen dadas por las siguientes fórmulas:∑
g∈G

agg +
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(ag + bg) · g

(∑
g∈G

agg

)
·

(∑
g∈G

bgg

)
=
∑
g,h∈G

agbhgh =
∑
g∈G

∑
h∈G

(ahbh−1g) · g.

Sea α ∈ RG, vamos a denotar por ag el coe�ciente en R de g, por lo que α =∑
g∈G agg. El soporte de un elemento α =

∑
g∈G agg ∈ RG es el conjunto �nito

supp(α) = {g ∈ G : ag 6= 0}.
Consideramos R y G como subconjuntos de RG identi�cando r ∈ R con r1G y g ∈ G

con 1Rg. Denotamos por i : G −→ RG y v : R→ RG las aplicaciones de inclusión de

forma que R es un subanillo de RG y G es un subgrupo del grupo de unidades de RG.

Sea A un anillo. Dado un homomor�smo de anillos f : R −→ A y un homomor�smo

de grupos h : G −→ U(A) tales que f(r)h(g) = h(g)f(r) para todo r ∈ R y g ∈ G, es
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bien conocido que existe un único homomor�smo de anillos w : RG −→ A que extiende

a f y a h. Ésta propiedad se conoce con el nombre de la Propiedad Universal de los

Anillos de Grupo.

Denotamos al conjunto de todas las unidades de torsión de RG como TU(RG).

De�nimos la aplicación de aumento del anillo de grupo RG como el homomor�smo de

anillos ε : RG→ R dado por ε(
∑

g∈G agg) =
∑

g∈G ag y denotaremos su núcleo como

∆(G) = ker(ε) = {α ∈ RG tales que ε(α) = 0} .

Además se veri�ca que {g − 1 : g ∈ G, g 6= 1} es una base de ∆(G) como R-módulo

por la izquierda y por la derecha por lo tanto tenemos que:

∆(G) =

 ∑
g∈G−{1}

ag(g − 1) : ag ∈ R


A continuación enunciamos la caracterización de los anillos de grupo semisimples y

el Teorema de Perlis-Walker.

Teorema 1.7. Teorema de Maschke.

Sea R un anillo y sea G un grupo. RG es semisimple si y solo si R es semisimple,

G es �nito y |G| · 1R ∈ U(R).

Corolario 1.8. Sea K un cuerpo y sea G un grupo �nito. Entonces KG es semisimple

si y solo si | G |<∞ y char(K) no divide a |G|.

Demostración. Es consecuencia inmediata del Teorema de Maschke.

La prueba del siguiente resultado se sale del objetivo de este trabajo y por lo tanto

hacemos referencia a [19].

Teorema 1.9. Teorema de Perlis-Walker.

Sea G un grupo abeliano �nito con orden n y sea K un cuerpo tal que char(K) - n.
Entonces KG ' ⊕d|nadK(ζd) donde ζd denota una raíz primitiva de la unidad de orden

d y ad = nd
[K(ζd):K]

. En esta fórmula, nd representa el número de elementos de orden d

en G.
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Corolario 1.10. Sea G un grupo y consideramos g ∈ G con o(g) = n < ∞. Entonces

se veri�ca que Q〈g〉 ' ⊕d|nQ(ζd) donde ζd es una raíz d-ésima primitiva de la unidad

en C.

Demostración. Es consecuencia del Teorema de Perlis-Walker.

1.5. Anillos de enteros algebraicos.

Esta sección se encuentra destinada a enunciar el Teorema de las Unidades de

Dirichlet y a de�nir las unidades ciclotómicas.

En primer lugar vamos a considerar K una extensión �nita de Q. Diremos que un

elemento α ∈ K es algebraico sobre Q si existen ai ∈ Q tales que αn+an−1 ·αn−1+ · · ·+
a0 = 0. Un elemento β ∈ K diremos que es un entero algebraico si satisface una ecuación

mónica en Z[X], es decir, si existen bi ∈ Z tales que βn + bn−1 · βn−1 + · · · + b0 = 0.

Además es bien conocido que el conjunto de todos los enteros algebraicos de K forman

un anillo que lo denotaremos por OK y lo llamaremos el anillo de los enteros algebraicos

de K.

Procedemos al enunciado del Teorema de las Unidades de Dirichlet, la demostración

se sale de lo que buscamos en este documento por lo que hacemos referencia a [7].

Teorema 1.11. Teorema de las Unidades de Dirichlet.

Sea K una extensión �nita de Q. Sea s el número de inclusiones reales de K y 2t

el número de inclusiones complejas de K que no están incluidas en los reales. Entonces

U(OK) = C×F es un grupo abeliano �nitamente generado, donde C es un grupo cíclico

�nito y F es un grupo abeliano libre de torsión de rango s+ t− 1.

De acuerdo con el Teorema de las Unidades de Dirichlet 1.11 tenemos que

U(OK) = C × F = C × 〈u1〉 × 〈u2〉 × · · · × 〈uρ〉

donde {u1, u2, · · · , uρ} es un sistema fundamental de unidades .

Vamos a introducir el concepto de unidad ciclotómica. Sea ζ una raíz compleja de

la unidad de orden n > 1 y consideramos el subanillo R = Z [ζ] de C generado por ζ.

Para todo entero positivo k tomamos

ηk(ζ) =
ζk − 1

ζ − 1
= 1 + ζ + ζ2 + · · ·+ ζk−1 ∈ R.
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Si además se tiene que k es coprimo con n entonces k tiene un inverso l módulo n, es

decir, kl ≡ 1 mód n. En este caso tendríamos que

ηk(ζ)−1 =
ζ − 1

ζk − 1
=
ζkl − 1

ζk − 1
= 1 + ζk + ζ2k + · · ·+ ζ(l−1)k ∈ R

Por lo tanto ηk(ζ) ∈ U(Z [ζ]) y si kl ≡ 1 mód n entonces ηk(ζ)−1 = ηl(ζ
k). Las

unidades de la forma ηk(ζ) las llamaremos unidades ciclotómicas.

La prueba del siguiente resultado se sale del objetivo de este trabajo por lo que

hacemos referencia a [26].

Teorema 1.12. Sea K una extensión �nita de Q. Entonces las unidades ciclotómicas

generan un subgrupo de índice �nito en U(OK).

1.6. Órdenes.

Vamos a introducir el concepto de orden junto con algún ejemplo ilustrativo y

posteriormente demostraremos algunas de sus propiedades más importantes. Se realiza

este estudio sobre órdenes porque en futuras demostraciones aparecerá este concepto y

necesitaremos aplicarlo sobre todo como herramienta auxiliar en algunas pruebas.

Sea A una Q-álgebra. Un subanillo R de A diremos que es un orden en A si R

es �nitamente generado como Z-módulo y además QR = A, es decir, A como espacio

vectorial sobre Q está generado por R.

Ejemplo 1.13. Si G es un grupo �nito entonces ZG es un orden en QG.

Ejemplo 1.14. Si K es una extensión �nita sobre Q entonces OK es un orden en K.

Veamos las propiedades más importantes de los órdenes que utilizaremos en el

estudio de las unidades en anillos de grupo.

Lema 1.15. Sean R1 ⊂ R2 dos órdenes en una Q-álgebra A. Entonces existe un entero

d 6= 0 tal que dR2 ⊂ R1. Además, el índice de grupos aditivos [R1 : dR2] es �nito.

Demostración. Como R2 es un orden en A entonces R2 es �nitamente generado como

Z-módulo. Sea {γ1, γ2, . . . , γt} un conjunto de generadores de R2 considerado como Z-
módulo. Como R1 también es un orden en A entonces A visto como espacio vectorial
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sobre Q esta generado por R1, es decir, A = QR1. Entonces existe un número entero

d 6= 0 tal que dγi ∈ R1 para todo i = 1, 2, . . . , t. Por lo tanto tenemos que dR2 ⊂ R1.

Veamos que [R1 : dR2] es �nito. Como R2 es un orden en A entonces R2 es un grupo

abeliano aditivo y �nitamente generado por lo que utilizando el teorema fundamental

de los grupos abelianos sabemos que R2 es producto de un número �nito de subgrupos

cíclicos, luego el índice aditivo [R2 : dR2] es �nito. Aplicando que R1 ⊂ R2 y que

dR2 ⊂ R1 obtenemos lo siguiente:

[R1 : dR2] ≤ [R2 : dR2] <∞

Lema 1.16. Sean R1 y R2 dos órdenes en una Q-álgebra A tales que R1 ⊂ R2. Entonces

se tiene que (U(R2) : U(R1)) es �nito.

Demostración. Utilizando el Lema 1.15 sabemos que existe un entero d tal que dR2 ⊂
R1 y además el índice de grupos aditivos [R1 : dR2] es �nito.

Vamos a probar que (U(R2) : U(R1)) ≤ [R1 : dR2]. Tomamos x, y ∈ U(R2) tales

que x + dR2 = y + dR2. Entonces y−1x + dR2 = 1 + dR2 y por lo tanto y−1x − 1 ∈
dR2 ⊂ R1. Luego y−1x ∈ R1. Razonando de forma análoga obtenemos que x−1y ∈ R1.

Por lo que y−1x ∈ U(R1) con (y−1x)
−1

= x−1y. Como y−1x ∈ U(R1) entonces se tiene

que x ∈ yU(R1).

Con este argumento hemos probado que si dos unidades de R2 pertenecen a la misma

clase aditiva de R1 módulo dR2 entonces esas dos unidades también pertenecen a la

misma clase multiplicativa de U(R2) módulo U(R1). Por lo tanto, si x1, x2, . . . , xk
son elementos de U(R2) que no son congruentes multiplicativamente módulo U(R1),

entonces no son congruentes aditivamente módulo dR2. Luego (U(R2) : U(R1)) ≤
[R1 : dR2].

Proposición 1.17. Sean R1 y R2 dos órdenes en una Q-álgebra A tales que R1 ⊂ R2.

Sea u ∈ R1. Si u es invertible en R2 entonces u−1 ∈ R1.

Demostración. Como por hipótesis tenemos que u ∈ R1 es invertible en R2, entonces

se tiene que R2 = uR2. Si consideramos los grupos aditivos asociados a R1 y a R2

obtenemos que

[R2 : uR1] = [uR2 : uR1].
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Tomamos r1 ∈ R1 y r2 ∈ R2. Como r2 ≡ r1 mód R1 si y solo si ur2 ≡ ur1 mód uR1

entonces se tiene que [uR2 : uR1] = [R2 : R1]. Por lo tanto tenemos que [R2 : uR1] =

[R2 : R1]. Luego uR1 = R1. Esto implica que u−1 ∈ R1.

1.7. Representaciones y caracteres.

Sea F un cuerpo con característica p ≥ 0 y sea A una F -álgebra. Una representación

de A es un homomor�smo de F -álgebras A −→ Mn(F ) donde n es un número entero

positivo y lo llamaremos el grado de la representación. Dos F -representaciones ρ y ρ′

de A diremos que son equivalentes si tienen el mismo grado, pongamos n, y además

existe U ∈ GLn(F ) tal que Uρ(a) = ρ′(a)U , para todo a ∈ A.
Es bien conocido que existe una correspondencia biyectiva entre clases de equiva-

lencia de representaciones de A y clases de isomorfía de A-módulos por la izquierda

de dimensión �nita sobre F . Supongamos que M es un A-módulo por la izquierda de

dimensión �nita sobre F . Entonces la aplicación

p : A −→ EndF (M)

a 7→ ρa

dada por ρa(m) = am para cada a ∈ A y m ∈M , es un homomor�smo de F -álgebras.

Para cada F -base B de M y para cada a ∈ A consideramos ρB(a) la matriz asociada a

ρa respecto de la base B. Entonces ρB es una representación de A de grado dimF (A) y

la llamaremos la representación de A asociada a M respecto de la base B.

Sea G un grupo. Una F -representación de G es un homomor�smo de grupos ρ :

G −→ GLn(F ). Al número entero positivo n lo llamaremos el grado de la representación.

Dos F -representaciones ρ y ρ′ de G diremos que son equivalentes si tienen el mismo

grado, pongamos n, y además existe una matriz U ∈ GLn(F ) tal que Uρ(g) = ρ′(g)U

para todo g ∈ G. Vamos a establecer a continuación una conexión entre álgebras de

grupo y representaciones de grupos. Una F -representación ρ de G de grado n se extiende

de forma única a un homomor�smo de F -álgebras ρ : FG −→ Mn(F ). Además, si ρ′

es otra representación de G entonces se tiene que ρ y ρ′ son equivalentes si y solo si ρ

y ρ′ son equivalentes. De esta forma deducimos que una F -representación de G y una

representación de FG de�nen la misma noción matemática. En lo sucesivo, denotaremos
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a ρ simplemente por ρ. Por lo tanto, vamos a identi�car clases de equivalencia de F -

representaciones de G con clases de isomorfía de FG-módulos de dimensión �nita sobre

F .

En el caso en que G sea un grupo �nito, de�nimos la representación regular de G

por la izquierda como la F -representación de FG considerado como FG-módulo por la

izquierda. Sea ρ una F -representación de G. De�nimos el carácter asociado a ρ como

la aplicación χ : G −→ F dada por χ(g) = tr(ρ(g)), donde tr(ρ(g)) representa la traza

de la matriz ρ(g).

Un F -carácter deG es el carácter asociado a una F -representación deG. En términos

de FG-módulos, siM es un FG-módulo entonces el carácter asociado aM es el carácter

asociado a su representación respecto de cualquier base elegida. Por lo tanto, el carácter

χ asociado a ρ es el mismo que el carácter del FG-módulo M asociado a ρ.

Proposición 1.18. Sea G un grupo �nito y F un cuerpo con característica p ≥ 0. Sea

χ el carácter asociado a la F -representación regular ρ de G. Entonces se veri�ca que:

χ

(∑
g∈G

agg

)
= |G|a1G

donde ag ∈ F para todo g ∈ G.

Demostración. Consideramos G como base de FG. Entonces se tiene lo siguiente:

χ
(∑

g∈G agg
)

= tr
(
ρ
(∑

g∈G agg
))

= tr
(∑

g∈G agρ(g)
)

=
∑

g∈G agtr(ρ(g)). Luego

para cada h ∈ G se tiene que la columna de ρ(g) asociada a h está formada por ceros

excepto en la �la gh que aparecerá un 1. Por lo tanto, si g = 1G entonces en la diagonal

de ρ(g) solamente aparecerán unos mientras que si g 6= 1G entonces en la diagonal de

ρ(g) solamente aparecerán ceros. Esto implica lo siguiente:

χ

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

agtr(ρ(g)) = tr(ρ(1G))a1G = |G|a1G .
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Capítulo 2

Unidades en Anillos de Grupo.

En este capítulo vamos a realizar un estudio sobre las unidades más importantes

en los anillos de grupo que nos facilitará después la búsqueda de un resultado que nos

garantice bajo qué condiciones el grupo de unidades del anillo de grupo ZG es �nito.

Este resultado se deduce del Teorema de Higman 3.9 que veremos en el capítulo 3. Para

llevar a cabo este teorema, necesitamos en primer lugar introducir los diferentes tipos

de unidades necesarias para la elaboración de la demostración y también tenemos que

demostrar unos resultados previos que nos ayudarán en el transcurso del documento.

Sea R un anillo y sea G un grupo. Consideramos la aplicación aumento de la sección

1.4 denotada por ε : RG → R. Como ε es un homomor�smo de anillos entonces

se veri�ca que si u ∈ U(RG) entonces ε(u) ∈ U(R). Denotamos por U1(RG) =

{u ∈ U(RG) : ε(u) = 1} el subgrupo de U(RG) formado por las unidades de aumento

1 . Diremos que γ ∈ RG es una unidad de torsión de RG si γ ∈ U(RG) y además existe

un entero positivo n tal que γn = 1.

2.1. Unidades triviales y unidades unipotentes.

En esta sección se de�nen las unidades triviales y las unidades unipotentes y se

demuestra bajo qué condiciones KG, con K un cuerpo, tiene solamente unidades

triviales.

Consideramos el anillo de grupo RG. Sea r ∈ U(R) y sea g ∈ G. Al elemento

rg ∈ RG lo llamaremos una unidad trivial de RG. Su inverso es r−1g−1.

Ejemplo 2.1. Las unidades triviales de ZG son los elementos de la forma ±g con

g ∈ G.
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Ejemplo 2.2. Las unidades triviales de KG, con K un cuerpo, son los elementos de

la forma kg con k ∈ K, k 6= 0 y g ∈ G.

Supongamos que η ∈ R tal que ηk = 0 con k ∈ N. Entonces tenemos que

(1− η) · (1 + η + η2 + · · ·+ +ηk−1) = 1− ηk = 1

Por lo tanto 1± η son unidades de R y las llamaremos unidades unipotentes .

Teorema 2.3. Sean G un grupo �nito que no es libre de torsión y K un cuerpo no

trivial con característica p ≥ 0 tal que p - |G|. Entonces se veri�ca lo siguiente: KG

solo tiene unidades triviales si y solo si se veri�ca una de las siguientes condiciones:

1. K = Z2 y G = C2 ó G = C3.

2. K = Z3 y G = C2.

Demostración. Supongamos que KG = Z2C2 = {0, 1, a, 1 + a}. Entonces las úni-

cas unidades de KG son {1, a}. Claramente son triviales. Supongamos ahora que

KG = Z2C3 = {0, 1, a, a2, 1 + a, 1 + a2, 1 + a+ a2, a+ a2}. Entonces las únicas

unidades de KG son {1, a, a2}. Claramente son triviales. Si fuera KG = Z3C2 =

{0, 1, 2, a, 1 + a, 1 + 2a, 2 + a, 2 + 2a, 2a}, entonces las únicas unidades de KG son

{1, 2, a, 2a}. Claramente son triviales. Esto demuestra la su�ciencia del resultado.

Supongamos queKG solamente contiene unidades triviales con el �n de demostrar la

otra implicación. En un primer lugar, vamos a demostrar que todos los subgrupos �nitos

de G son normales. Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que G contiene

un subgrupo cíclico �nito de orden n, pongamos generado por a, tal que 〈a〉 no está

normalizado por un elemento b ∈ G. Tomamos η = (a−1) ·b · â. Si η = 0 entonces abâ =

bâ. Luego b−1abâ = â. Entonces se tiene que b−1ab〈a〉 = supp(b−1abâ) = supp(â) = 〈a〉.
En contradicción con que b−1ab /∈ 〈a〉. Luego η 6= 0. Además, se tiene que η2 = 0 porque

â(a − 1) = 0. Luego 1 + η es una unidad unipotente en KG. Como η 6= 0 entonces

deducimos que abâ 6= bâ. Luego existe un i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tal que abai 6= baj para

todo j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Por lo tanto se tiene que 1, abai ∈ supp(1 + η) 6= {1}. Esto
implica que 1 + η es una unidad no trivial de KG en contradicción con la hipótesis.

Luego todos los subgrupos �nitos de G son normales.
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Supongamos que H es un subgrupo �nito y propio de G tal que H 6= {1}. Con-
sideramos Ĥ =

∑
h∈H h. Es bien conocido que Ĥ ∈ Z(KG) y que Ĥ2 = |H| · Ĥ.

Si |H| fuera múltiplo de p entonces tendríamos que Ĥ2 = 0. Tomamos g ∈ G tal

que g /∈ H y consideramos η = g + Ĥ. Entonces η es una unidad en KG porque

(g + Ĥ) · (g−1 · (1 − g−1Ĥ)) = 1. Además como supp(Ĥ) = H y g /∈ H entonces

1, g ∈ supp(η). Luego |supp(η)| 6= 1. Por lo tanto η no es una unidad trivial en KG. En

contradicción con la hipótesis.

Supongamos ahora que |H| no es múltiplo de p. Esto implica que e = 1
|H|Ĥ es un

elemento central y además es idempotente porque e2 =
(
Ĥ
|H|

)2
= Ĥ2

|H|2 = |H|Ĥ
|H|2 = Ĥ

|H| = e.

Luego e + g(1 − e) es una unidad de KG porque (e+ g(1− e)) · (e+ g−1(1− e)) = 1.

Además, como supp(e) = H y g /∈ H entonces 1, g ∈ supp(e + g(1 − e)). Luego

|supp(η)| 6= 1. Por lo tanto, e+g(1−e) es una unidad no trivial enKG. En contradicción
con la hipótesis.

Como G no es libre de torsión, entonces necesariamente contiene un subgrupo de

orden primo, pero como hemos demostrado que no contiene ningún subgrupo propio

�nito, entonces deducimos que G es cíclico de orden primo. Pongamos que G = 〈a〉 con
o(a) = h, donde h es un número primo. Vamos a distinguir dos casos.

Supongamos que h = p. Sea c ∈ K con c 6= 1. Vamos a demostrar que 1 + cĜ es una

unidad no trivial deKG a menos que h = 2 yK = Z2. Sabemos que 1+cĜ = 1+c|G| Ĝ|G| .

Llamamos e = Ĝ
|G| . Se tiene que e es idempotente porque e2 =

(
Ĝ
|G|

)2
= Ĝ2

|G|2 = |G|Ĝ
|G|2 =

Ĝ
|G| = e. Por lo tanto tenemos que 1 + cĜ = 1 + c|G|e = (1 − e) + (c|G| − 1)e =

1 · (1 − e) + ae donde a = c|G| − 1. Veamos que a 6= 0. En el caso en que a = 0,

tendríamos que c|G| = 1 y que cĜ = −e. Utilizando que e es idempotente obtenemos

que e2 = (−cĜ)2 = ccĜ2 = cc|G|Ĝ = cĜ 6= −cĜ = e. Contradicción. Por lo tanto se

tiene que (1 · (1− e) + ae) · ((1− e) + a−1e) = 1− e+ e = 1. Luego hemos demostrado

que 1 + cĜ es una unidad de KG. Además, 1 + cĜ es una unidad trivial en KG si y

solo si |G| = 1 ó |G| = 2 y c = −1. Por lo tanto, 1 + cĜ es una unidad no trivial de

KG a menos que h = 2 y K = Z2. Con esto ya tendríamos demostrado que si KG solo

contiene unidades triviales y h = p entonces K = Z2 y G = C2.

Supongamos que h 6= p. Usando el Corolario 1.8 obtenemos que K〈a〉 es semisimple
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y además usando el Teorema 1.9 de Perlis-Walker deducimos que existe un isomor�smo

µ : K〈a〉 −→ K ⊕K(ζ)⊕K(θ) · · ·

donde ζ, θ, . . . son raíces complejas de la unidad de orden h. Además se tiene que

µ(a) = (1, ζ, θ, . . .). Por lo tanto, si kai ∈ U(K〈a〉) para algún i entonces µ(kai) =

(k, kζ i, kθi, . . .). Supongamos que la descomposición de K〈a〉 como suma directa de

simples tuviera más de dos sumandos. Consideramos k = 1. Entonces tendríamos en

K〈a〉 una unidad de la forma (1, ζ, 1, . . .). Por lo tanto, se tiene para algún i que

µ(kai) = (k, kζ i, kθi, . . .) = (1, ζ, 1, . . .) = (1, ζ i, θi, . . .). Luego ζ i = ζ y θi = 1 . Esto

último implica que h|i. Luego ζ i = 1. Contradicción, porque 1 = ζ i = ζ 6= 1. Por lo

tanto se tiene que:

K〈a〉 ' K ⊕K(ζ)

Denotamos por q = |K|, E = K(ζ). Por lo tanto |E| = qr para algún r ∈ N. Como

K y K(ζ) son cuerpos y como K〈a〉 ' K ⊕K(ζ) entonces deducimos que las unidades

de K〈a〉 son de la forma (x, y) con x ∈ U(K) e y ∈ U(K(ζ)). Por hipótesis tenemos

que todas las unidades de K〈a〉 son triviales entonces el número de unidades de K〈a〉
coincide con el número de unidades triviales, luego p(q − 1) = (q − 1)(qr − 1). Esto

implica que p = qr − 1 y por lo tanto qr = p+ 1.

Por otro lado sabemos que el número de elementos de K〈a〉 es qp = q · qr = qr+1 y

si sustituimos en la expresión anterior obtenemos que qp = q · qr = q · (p+ 1). Entonces

qp−1 = p + 1. Como qp−1 es potencia de un primo entonces p + 1 es potencia de un

primo. Luego la igualdad qp−1 = p + 1 solamente puede ocurrir cuando o bien q = 2 y

p = 3 o bien q = 3 y p = 2, es decir, o K = F2 y G = C3 o K = F3 y G = C2.

2.2. Unidades Bicíclicas.

Vamos a introducir el concepto de unidad bicíclica en el anillo de grupo con coe�cien-

tes enteros ZG. Demostraremos unas propiedades muy útiles para posteriores resultados

y justi�caremos que toda unidad bicíclica no trivial tiene orden in�nito.

Sea R un anillo y sean x, y, t ∈ R. Tomamos η = ytx. Si xy = 0 entonces η2 = 0 y

por lo tanto 1 + η es una unidad unipotente de R.
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Sea G un grupo y consideramos R = ZG. Tomamos un elemento a ∈ G de orden

�nito. Supongamos que o(a) = n. Sea b ∈ G. Entonces se tiene que (a− 1) · â = 0. Por

lo tanto ((a− 1) · b · â)2 = 0. Luego 1+(a−1) ·b · â es una unidad en ZG. Los elementos

de la forma µa,b = 1 + (a − 1) · b · â se llaman unidades bicíclicas de ZG. Además, es

claro que si ab = ba entonces µa,b = 1.

Vamos a demostrar un resultado que nos va a caracterizar cuándo las unidades

bicíclicas son triviales.

Proposición 2.4. Sea G un grupo y sean g, h ∈ G elementos de G con o(g) = n <∞.

Entonces la unidad bicíclica µg,h es una unidad trivial en ZG si y solo si h normaliza

a 〈g〉.

Demostración. Supongamos por hipótesis que h normaliza a 〈g〉. Entonces h−1gh = gj

para algún j ∈ N. Luego gh = hgj. Es claro que gj ĝ = ĝ. Además, como gh = hgj

entonces ghĝ = hgj ĝ = hĝ. Por lo tanto µg,h = 1 + (g − 1)hĝ = 1 + ghĝ − hĝ = 1.

Supongamos que µg,h es una unidad trivial en ZG entonces existe un x ∈ G tal que

µg,h = ±x. Vamos a demostrar que h normaliza a 〈g〉. Como x = 1 + (1−g)hĝ entonces

despejando obtenemos lo siguiente:

1 + h · (1 + g + g2 + · · ·+ gn−1) = x+ gh(1 + g + g2 + · · ·+ gn−1) (2.2.1)

Como el 1 aparece a la izquierda de la igualdad, entonces aparece a la derecha. Si 1 6= x

entonces 1 = ghgi para algún i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Luego h ∈ 〈g〉 y gh(1 + g + g2 +

· · ·+ gn−1) = h · (1 + g+ g2 + · · ·+ gn−1). De donde deducimos que x = 1. Por lo tanto

h ∈ supp(gh(1+g+g2+· · ·+gn−1)), luego h = ghgi para algún i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Lo
que implica que g−i = h−1gh, de donde deducimos que h−1gh ∈ 〈g〉. Luego h normaliza

a 〈g〉.

Corolario 2.5. Sea G un grupo �nito. Entonces el subgrupo de U(ZG) generado por

todas las unidades bicíclicas de ZG es trivial si y solo si todo subgrupo de G es normal.

Demostración. Es consecuencia inmediata de la proposición anterior.

Proposición 2.6. Toda unidad bicíclica µg,h 6= 1 de ZG tiene orden in�nito.
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Demostración. Sea µg,h = 1 + (g − 1)hĝ una unidad bicíclica de ZG con µg,h 6= 1.

Considero s ∈ N con s 6= 0. Entonces µsg,h = (1 + (g − 1)hĝ)s = 1 + s · (g − 1) · h · ĝ.
Por lo tanto deducimos lo siguiente: µsg,h = 1 si y solo si s(g − 1)hĝ = 0 si y solo si

(g − 1)hĝ = 0 si y solo si µg,h = 1. Esto implica que implica que si µg,h 6= 1 entonces

µg,h tiene orden in�nito.

2.3. Unidades Cíclicas de Bass.

En esta sección se introducen las unidades cíclicas de Bass y se demuestra bajo qué

condiciones tienen orden in�nito.

Consideramos G un grupo y sea g ∈ G con o(g) = n < ∞. Sea R = ZG un

anillo de grupo con coe�cientes enteros. Tomamos k un entero coprimo con n tal que

1 ≤ k ≤ n − 1, luego existe algún entero positivo m tal que km ≡ 1 mód n. Entonces

de�nimos una unidad cíclica de Bass como un elemento de ZG de la forma:

uk,m(g) = (1 + g + g2 + · · ·+ gk−1)m +
1− km

n
· ĝ.

Proposición 2.7. Sea g ∈ G con o(g) = n > 1 y sea k un entero coprimo con

n. Consideramos un entero positivo m tal que km ≡ 1 mód n. Entonces uk,m(g) es

invertible en ZG con inverso

uk,m(g)−1 = (1 + gk + · · ·+ gk(l−1))m +
1− lm

n
· ĝ

donde l ∈ Z tal que kl ≡ 1 mód n.

Demostración. En un primer lugar, observamos que uk,m(g) = xk(g)m + rĝ con m

un entero elegido tal que ε(xk(g)m) ≡ 1 mód ε(ĝ) y r es el único entero tal que

ε (xk(g)m + rĝ) = 1. Si k ≡ k′ mód n entonces se tiene que xk′(g) = xk(g) + sĝ para

algún entero s. Como r es único, entonces tenemos que uk,m(g) = uk′,m(g). Luego, si

en la expresión de uk,m(g) sustituimos el elemento g por una raíz n-ésima compleja de

la unidad ζ, obtenemos que uk,m(ζ) = ηk(ζ)m. Además, esta expresión tiene sentido

porque n > 1. Como ya sabemos que ηk(ζ)−1 = ηl(ζ
k) para l ∈ Z tal que kl ≡ 1

mód n, entonces el candidato lógico para el inverso de uk,m(g) es ul,m(gk). Vamos a

comprobarlo.
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uk,m(g) · ul,m(gk) =
((

1 + g + g2 + · · ·+ gk−1
)
·
(
1 + gk + g2k + · · ·+ g(l−1)k

))m
+

tĝ = xkl(g)m+tĝ, donde t es el único entero tal que ε (xkl(g)m + tĝ) = 1. Como t es único

y además hemos demostrado que para k ≡ k′ mód n se tenía que uk,m(g) = uk′,m(g),

entonces deducimos que uk,m(g) ·ul,m(gk) = ukl,m(g) = u1,m(g) = 1. Por lo tanto uk,m(g)

es una unidad en ZG y además si kl ≡ 1 mód n se tiene que uk,m(g)−1 = ul,m(gk).

Sea n = pn1
1 · pn2

2 · · · · pntt ∈ N donde los pi son números primos distintos. De�nimos

la función de Euler como la función φ que toma los siguiente valores:

φ(n) = pn1−1
1 · (p1 − 1) · · · · pnt−1t (pt − 1)

Además, es bien conocido que la podemos expresar de la siguiente forma:

φ(n) = | {l ∈ Z : 1 ≤ l ≤ n, m.c.d(n, l) = 1} |

Una propiedad muy importante de la función de Euler es el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Teorema de Euler.

Si i y n son coprimos entre si entonces iφ(n) ≡ 1 mód n.

Proposición 2.9. Sea g ∈ G con o(g) = n < ∞. Sea l ∈ Z tal que 1 < l < n − 1

y m.c.d(l, n) = 1. Entonces la unidad cíclica de Bass ul,φ(n)(g) tiene orden in�nito en

ZG.

Demostración. Sabemos por el Corolario 1.10 que

Q〈g〉 ' ⊕d|nQ(ζd)

donde ζ es una raíz n-ésima primitiva de la unidad en C. Utilizando la Propiedad Univer-
sal de los Anillos de Grupo deducimos que hay un único homomor�smo

f : Q〈g〉 −→ C tal que f(g) = ζ. Entonces f(ul,φ(n)(g)) = (1 + ζ + ζ2 + · · · +

ζ l−1)φ(n) + 1−lφ(n)
n
· ζ̂, donde ζ̂ = 1 + ζ + ζ2 + · · · + ζn−1 es considerado como suma en

los complejos. Como ζ es una raíz n-ésima compleja primitiva de la unidad entonces

0 = ζn − 1 = (ζ − 1) · ζ̂. Si ζ = 1 entonces f(ul,φ(n)(g)) = 1, luego ul,φ(n)(g) = 1. En el

caso en que ζ 6= 1 tenemos que ζ̂ = 0. Luego f(ul,φ(n)(g)) = (1 + ζ + ζ2 + · · ·+ ζ l−1)φ(n).

Veamos ahora que f(ul,φ(n)(g)) tiene orden in�nito. Procedemos por reducción al

absurdo. Supongamos que f(ul,φ(n)(g)) tiene orden �nito. Entonces 1+ζ+ζ2+ · · ·+ζ l−1
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tiene orden �nito. Vamos a demostrar que esta última a�rmación es imposible. Sabemos

que {±ζt : 0 ≤ t ≤ n− 1} son todas las raíces primitivas de la unidad en Q(ζ) por

lo que existe algún entero positivo s tal que 1 + ζ + ζ2 + · · · + ζ l−1 = ±ζs. Luego
1 − ζ l =

(
1 + ζ + ζ2 + · · ·+ ζ l−1

)
· (1− ζ) = ±ζs · (1− ζ). Tomando módulos en esta

última igualdad tenemos que |1−ζ l| = |±ζs| · |1−ζ|. Esto implica que |1−ζ l| = |1−ζ|.
Como 1, ζ l, ζ son vértices de un polígono regular de n lados y además se veri�ca

que |1− ζ l| = |1− ζ| entonces deducimos que ζ l = ζ ó ζ l = ζ−1. Contradicción porque

ninguno de estos dos casos están permitidos por hipótesis. Luego hemos demostrado

que en este caso 1+ζ+ζ2 + · · ·+ζ l−1 no puede tener orden �nito, con lo que obtenemos

que f(ul,φ(n)(g)) no puede tener orden �nito en contradicción con la hipótesis. Luego

ul,φ(n)(g) tiene orden in�nito.

2.4. Unidades de torsión.

En esta sección vamos a demostrar unos resultados relacionados con unidades de

torsión en ZG. En primer lugar, diremos que γ ∈ ZG es una unidad central de ZG si

γ ∈ U(ZG) y además γ ∈ Z(ZG). Sea R un anillo conmutativo. De�nimos la aplicación

involución del anillo de grupo RG como la aplicación ? : RG→ RG dada por (
∑

g∈G ag ·
g)? =

∑
g∈G ag · g−1. Se veri�can las siguientes propiedades:

1. (α + β)? = α? + β?

2. (α · β)? = β? · α?

3. (α?)? = α

Teorema 2.10. Teorema de Passman-Bass.

Sean G un grupo y γ =
∑

g∈G γ(g)g ∈ ZG una unidad de torsión en ZG. Si γ(1) 6= 0

entonces γ = ±1.

Demostración. Consideramos la representación regular ρ : CG −→ Mm(C) con m =

|G|. Como γ tiene orden �nito, entonces ρ(γ) tiene orden �nito y por lo tanto sabemos

que es diagonalizable. Luego existe una matriz U ∈ Mm(C) tal que U
−1
ρ(γ)U es una

matriz diagonal y además, los elementos que aparecen en la diagonal son m raíces

complejas de la unidad, las denotamos por {ζ1, ζ2, . . . , ζm}. Entonces se tiene que
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tr(ρ(γ)) = ζ1 + ζ2 + · · ·+ ζm, por lo que |tr(ρ(γ))| = |ζ1 + ζ2 + · · ·+ ζm| ≤ m. Utilizando

la Proposición 1.18 deducimos que tr(ρ(γ)) = mγ(1), luego |tr(ρ(γ))| = |mγ(1)| ≤ m.

Como por hipótesis teníamos que γ(1) 6= 0 y además γ(1) es un número entero,

entonces |mγ(1)| = m implica que γ(1) = ±1. De donde deducimos que |ζ1 + ζ2 +

· · · + ζm| = m. Esto implica que ζ1 + ζ2 + · · · + ζm = ±m, luego ζ1 = ζ2 = . . . =

ζm = ±1. Aplicando que U
−1
ρ(γ)U es una matriz diagonal, cuyos elementos de la

diagonal son todos ±1, deducimos que es central y por lo tanto obtenemos que ρ(γ) =

diag(±1,±1, . . . ,±1), lo que implica que γ = ±1.

Corolario 2.11. Sea G un grupo. Supongamos que γ ∈ ZG tal que γγ? = γ?γ. Si γ es

una unidad de torsión en ZG entonces existe un g0 ∈ G tal que γ = ±g0.

Demostración. Como γ es una unidad de torsión en ZG, entonces existe un entero

positivo n tal que γn = 1. Aplicando que γγ? = γ?γ, que γn = 1 y que (γ?)n = 1

obtenemos que (γγ?)n = 1. Además se tiene que (γγ?)(1) =
∑

g∈G γ(g)2 6= 0. Utilizando

el Teorema 2.10 de Passman-Bass deducimos que γγ? = 1. Por lo tanto
∑

g∈G γ(g)2 = 1.

Esto implica que solamente puede haber un coe�ciente γ(g0) diferente de cero para algún

g0 ∈ G. Luego γ = ±g0.

Corolario 2.12. Todas las unidades centrales de orden �nito en ZG son triviales.

Demostración. Sea γ una unidad central y de orden �nito en ZG. Como γ es central

entonces γγ? = γ?γ, y como tiene orden �nito, aplicando el Corolario 2.11 obtenemos

que es una unidad trivial.

Corolario 2.13. Si A es un grupo abeliano entonces todas las unidades de torsión de

ZA son triviales.

Demostración. Sea γ una unidad de torsión de ZA. Como A es un grupo abeliano

entonces γ es una unidad central. Aplicando el Corolario 2.12 obtenemos que es una

unidad trivial.

2.5. Unidades en ZA, con A un grupo abeliano �nito.

En un primer lugar vamos a clasi�car el grupo de unidades de ZA, donde A es

un grupo abeliano �nito. Posteriormente, daremos estructura al grupo de unidades de

aumento 1 de ZA.
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Teorema 2.14. Sea A un grupo abeliano �nito. Entonces U(ZA) = ±A×F , donde F
es un grupo abeliano libre de rango �nito.

Demostración. Como A es un grupo �nito, entonces |A| = n para algún n ∈ N.
Utilizando el Teorema 1.9 de Perlis-Walker sabemos que existe un isomor�smo

µ : QA −→ ⊕d|nQ[ζd]

donde ζd son raíces complejas de la unidad de orden d, dado por µ(
∑

g∈A agg) =

(
∑

g∈A agζd1 ,
∑

g∈A agζd2 ,
∑

g∈A agζd3 , . . . ,
∑

g∈A agζds) donde {d1, d2, . . . , ds} son los di-

visores de n. Como ⊕d|nZ[ζd] ⊆ ⊕d|nQ[ζd] entonces podemos de�nir

M = µ−1
(
⊕d|nZ [ζd]

)
Es claro que ZA ⊂ M ⊂ QA. Además ZA y M son ordenes en QA. Aplicando
el Teorema de las Unidades de Dirichlet 1.11 deducimos que U(Z[ζd]) es un grupo

abeliano �nitamente generado para todo d. Por lo tanto U(M) está también �nitamente

generado, lo que implica que U(ZA) es un grupo abeliano �nitamente generado. Por

lo tanto podemos aplicar el teorema fundamental de los grupos abelianos con el que

obtenemos que

U(ZA) = TU(ZA)× F

donde F es un grupo abeliano libre de rango �nito. Usando el Corolario 2.13 deducimos

que TU(ZA) = ±A. Luego U(ZA) = ±A× F .

El rango de F en el teorema anterior se encuentra calculado de forma explícita en

la publicación [23].

Proposición 2.15. Sean G un grupo y u ∈ U(ZG) tal que u?u = 1. Entonces u = ±g0
con g0 ∈ G.

Demostración. Supongamos que u =
∑

g∈G ug · g y que u? =
∑

g∈G ug · g−1. Entonces se
tiene que 1 = u? ·u =

(∑
g∈G ug · g−1

)
·
(∑

g∈G ug · g
)

=
(∑

g∈G u
2
g

)
·1+

∑
g∈G−{1} cg ·g

para algunos cg ∈ Z. Por lo tanto
∑

g∈G u
2
g = 1. Esto implica que existe un único g0 ∈ G

tal que ug0 = ±1 y uh = 0 para todo h distinto de g0. Luego se tiene que u = ±g0.
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Proposición 2.16. Sean G un grupo �nito y g ∈ G con o(g) = n < ∞. Entonces se

veri�ca lo siguiente:

{γ ∈ ZG : (g − 1)γ = 0} = ĝZG

Demostración. Vamos a demostrar el doble contenido. Sea α ∈ ZG. Aplicando que

g · ĝ = ĝ obtenemos lo siguiente:

(g − 1) · ĝα = gĝα− ĝα = ĝα− ĝα = 0

Luego ĝα ∈ {γ ∈ ZG : (g − 1)γ = 0}.
Sea γ =

∑
h∈G ahh ∈ ZG tal que (g − 1)γ = 0. Entonces g

∑
h∈G ahh =

∑
h∈G ahh.

Luego
∑

h∈G ahgh =
∑

h∈G ahh. Por lo tanto se tiene que
∑

h∈G ag−1hh =
∑

h∈G ahh,

es decir, ah = ag−1h para todo h ∈ G. Luego ah = agih para todo h ∈ G y para

todo i ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , n− 1}. Tomamos {h1, h2, . . . , hs} representantes de las clases

laterales de G módulo 〈g〉 por la izquierda. Por lo tanto tenemos lo siguiente:

γ =
∑
g∈G

agg =
s∑
i=1

n−1∑
j=0

agjhig
jhi =

s∑
i=1

n−1∑
j=0

ahig
jhi =

= ĝ
s∑
i=1

ahihi ∈ ĝZG.

Recordemos que la aplicación de aumento del anillo de grupo RG venía dada por el

homomor�smo de anillos ε : RG → R, donde ε(
∑

g∈G ag · g) =
∑

g∈G ag. Además, su

núcleo lo denotábamos por ∆(G) y venía dado por

∆(G) =

 ∑
g∈G−{1}

ag(g − 1) : ag ∈ R

 .

Proposición 2.17. Sea A un grupo abeliano �nito y sea a ∈ A. Si a − 1 ∈ (∆A)2

entonces a = 1.

Demostración. En un primer lugar vamos a suponer que A = 〈c〉 con o(c) = n. Sea

a ∈ A con a− 1 ∈ (∆A)2. Sabemos que (∆A)2 es la unión de todas las combinaciones

lineales de productos de dos elementos de ∆A. Supongamos que a = ci para algún
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i ∈ {1, 2, 3, . . . , n− 1}. Sabemos que para un grupo G = 〈X〉, donde X es un conjunto

de elementos de G, se tiene que ∆G visto como ZG-módulo lo podemos expresar de

la siguiente forma: ∆GZG = {x− 1 : x ∈ X}ZG. Entonces para el caso particular

A = 〈c〉, tenemos que ∆A visto como ZA-módulo lo podemos expresar de la siguiente

forma:

∆AZA = (c− 1) · ZA

Aplicando también que a− 1 ∈ (∆A)2 deducimos que a− 1 = ci − 1 = (c− 1)2 · δ con
δ ∈ ZA. Como ci − 1− (c− 1)2 · δ = 0 entonces se tiene que

(c− 1) ·
(
(1 + c+ c2 + · · ·+ ci−1)− (c− 1) · δ

)
= 0

Utilizando la Proposición 2.16 deducimos que (1+c+c2+· · ·+ci−1)−(c−1)·δ = ĉ·β
para algún β ∈ ZA. Tomando la aplicación aumento a ambos lados de la igualdad

obtenemos lo siguiente:

ε
(
(1 + c+ c2 + · · ·+ ci−1)

)
− ε ((c− 1) · δ) = ε (ĉ · β) = ε(ĉ) · ε(β)

Como (c−1)δ ∈ ∆A entonces ε ((c− 1)δ) = 0. Utilizando que ε ((1 + c+ · · ·+ ci−1)) = i

y que ε(ĉ) = n obtenemos que i = nε(β). Por lo tanto deducimos que i es múltiplo de

n. Pero como o(c) = n y a = ci entonces se tiene que a = 1.

Veamos ahora el caso general. Por hipótesis teníamos que A es un grupo abeliano

�nito, entonces es bien conocido que lo podemos expresar como producto �nito de

grupos cíclicos. Supongamos que A =
∏n

i=1〈ci〉. Sea a ∈ A tal que a − 1 ∈ (∆A)2.

Consideramos pj : A −→ 〈cj〉 la proyección canónica como homomor�smo de grupos.

Utilizando la Propiedad Universal de los Anillos de Grupo obtenemos que pj induce

un único homomor�smo de anillos fj : ZA −→ Z〈cj〉 que extiende a pj. Además se

tiene que fj(∆A) = ∆〈cj〉 y fj ((∆A)2) = (∆〈cj〉)2 para todo j. Como a − 1 ∈ (∆A)2

entonces fj(a− 1) ∈ (∆〈cj〉)2 para todo j. Por lo tanto, como el caso en que A era un

grupo cíclico �nito ya lo tenemos demostrado, deducimos que fj(a) = 1 para todo j.

Como fj extiende a pj entonces sobre A coinciden y como por hipótesis teníamos que

a ∈ A entonces pj(a) = fj(a) = 1 para todo j. Luego a = 1.

Teorema 2.18. Sea A un grupo abeliano �nito. Entonces U1(ZA) = A×U2(ZA) donde

U2(ZA) =
{
u ∈ U(ZA) : u ≡ 1 mód (∆A)2

}
Además se tiene que U2(ZA) ⊂ U?(A) = {u ∈ U(ZA) : u? = u}.
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Demostración. Sea u ∈ AU2(ZA). Entonces existe un x ∈ U2(ZA) y un a ∈ A tales

que u = ax. Es claro que tanto el aumento de x como el de a valen 1. Por lo tanto

u ∈ U1(ZA).

Supongamos ahora que u ∈ U1(ZA). Entonces se tiene que u = 1+
∑

a∈A za · (a−1),

donde za ∈ Z para cada a ∈ A. Sean x, y ∈ A. Como (x− 1) · (y− 1) ∈ (∆A)2 entonces

se veri�ca la siguiente congruencia:

(xy − 1) = (x− 1) + (y − 1) + (x− 1) · (y − 1) ≡ (x− 1) + (y − 1) mód (∆A)2

Tomando y = x−1 en la congruencia anterior obtenemos lo siguiente:

−(x− 1) ≡ (x−1 − 1) mód (∆A)2

Vamos a demostrar que u ≡ 1 + (a0− 1) mód (∆A)2 para algún a0 ∈ A. Utilizando
que −(x− 1) ≡ (x−1− 1) mód (∆A)2 tenemos que para ciertos m, k ∈ Z se veri�ca la

siguiente congruencia:

∑
a∈A

za · (a− 1) =
m∑
i=1

(ai − 1)−
k∑
i=1

(bi − 1) ≡
m∑
i=1

(ai − 1) +
k∑
i=1

(b−1i − 1) mód (∆A)2

donde ai, bi ∈ A para cada i. Juntando ambas sumas obtenemos que para ciertos

ci ∈ A se tiene lo siguiente:
∑m

i=1(ai − 1) +
∑k

i=1(b
−1
i − 1) =

∑m+k
i=1 (ci − 1). Llamamos

h = m + k. Entonces tenemos que
∑h

i=1(ci − 1) −
∑h−2

i=1 (ci − 1) − (ch−1 · ch − 1) =

(ch−1−1)+(ch−1)−(ch−1 ·ch−1) = −(ch−1)(ch−1−1) ∈ (∆A)2. Luego
∑h

i=1(ci−1) ≡∑h−2
i=1 (ci − 1) + (cm−1 · cm − 1) mód (∆A)2. Continuando este proceso por inducción

deducimos que
∑h

i=1(ci−1) ≡
∑h−2

i=0 (ch−2i−1 ·ch−2i−1) mód (∆A)2. Por lo tanto, existe

un a0 ∈ A tal que ∑
a∈A

za · (a− 1) ≡ (a0 − 1) mód (∆A)2.

Luego u ≡ a0 mód (∆A)2. Esto implica que ua−10 ≡ 1 mód (∆A)2. Por lo tanto ua−10 ∈
U2(ZA).

Ya tenemos probado que U1(ZA) = AU2(ZA). Nos falta justi�car que el producto

es directo. Sea a ∈ A ∩ U2(ZA). Como a ∈ U2(ZA) entonces a ∈ U(ZA) y a ≡ 1

mód (∆A)2, luego se tiene que a−1 ∈ (∆A)2. Utilizando la Proposición 2.17 deducimos

que a = 1. Luego U1(ZA) = A× U2(ZA).
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Vamos a demostrar que U2(ZA) ⊂ U?(A). Sea u ∈ U2(ZA). Consideramos v =

u−1 · u?. Entonces se tiene lo siguiente:

v−1 =
(
u−1 · u?

)−1
= u · (u?)−1 = v?

Luego v?v = 1. Aplicando la Proposición 2.15 deducimos que v = ±a ∈ A es una

unidad trivial en ZA. Si fuera v = −a, entonces tendríamos que el aumento de v sería

−1, en contradicción con que u ∈ U2(ZA). Supongamos que v = a. Como u ∈ U2(ZA)

entonces a = v ∈ U2(ZA). Esto implica que a ≡ 1 mód (∆A)2. Luego a− 1 ∈ (∆A)2.

Utilizando la Proposición 2.17 obtenemos que a = 1. Luego 1 = v = u−1 · u? implica

que u = u?. Por lo tanto u ∈ U?(A).

Enunciamos a continuación unos resultados importantes pero sus demostraciones se

salen del objetivo de este trabajo por lo que hacemos referencia a otros documentos

donde se pueden encontrar. Para el Teorema de Bass-Milnor y el de Bass hacemos

referencia a [2], sin embargo, para los Teoremas 2.21 y 2.22 hacemos referencia a [25] y

a [27] respectivamente.

Teorema 2.19. Teorema de Bass-Milnor.

Sea A un grupo abeliano �nito. Entonces se tiene que el índice

(U(ZA) : 〈U(ZC) : C es un subgrupo cíclico de A〉)

es �nito.

Teorema 2.20. Teorema de Bass.

Sea C un grupo cíclico �nito. Entonces el grupo formado por todas las unidades

cíclicas de Bass genera un subgrupo de índice �nito en U(ZC).

Podemos resumir los dos resultado anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 2.21. Sea A un grupo abeliano �nito. Entonces el grupo formado por todas

las unidades cíclicas de Bass genera un subgrupo de índice �nito en U(ZA).

Por último, enunciamos el teorema más general de esta sección.

Teorema 2.22. Sea G un grupo �nito. Entonces U(ZG) es un grupo �nitamente

generado.
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Capítulo 3

El Teorema de Higman.

Comenzamos el capítulo más importante del documento, destinado al estudio del

Teorema de Higman y de un resultado que nos determinará cuando el grupo de unidades

de ZG es �nito. Con el �n de poder demostrar estos resultados, necesitamos estudiar

en primer lugar las unidades de ZK8.

3.1. Unidades en ZK8.

Vamos a demostrar unos lemas previos que utilizaremos posteriormente.

Lema 3.1. Sea G un grupo de torsión tal que todas las unidades de ZG son triviales

y sea C2 el grupo cíclico de orden 2. Entonces todas las unidades de Z (G× C2) son

triviales.

Demostración. Supongamos que C2 = 〈a〉. Como Z(G × C2) ' (ZG)C2 entonces un

elemento u ∈ Z(G×C2) se puede escribir de la forma u = α+βa con α ∈ ZG y β ∈ ZG.
Supongamos que u ∈ U(Z(G×C2)) y que u−1 = γ+δa con γ ∈ ZG y δ ∈ ZG. Entonces
tenemos que 1 = u·u−1 = (α + βa)·(γ + δa) = (α · γ + β · δ)+(α · δ + β · γ) a de donde

deducimos que α · γ + β · δ = 1 y que α · δ + β · γ = 0. Utilizando estas dos ecuaciones

obtenemos lo siguiente:

(α + β) · (γ + δ) = α · γ + α · δ + β · γ + β · δ = 1 + 0 = 1

(α− β) · (γ − δ) = α · γ − α · δ − β · γ + β · δ = 1− 0 = 1

Por lo tanto α + β ∈ U(ZG) con inverso (α + β)−1 = γ + δ y α − β ∈ U(ZG) con

inverso (α− β)−1 = γ − δ.
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Sabemos por hipótesis que todas las unidades de ZG son triviales luego α+β y α−β
son unidades triviales en ZG. Por el ejemplo 2.1 sabemos que las unidades triviales de

ZG son de la forma ±g con g ∈ G. Luego existen g1, g2 ∈ G tales que α + β = ±g1 y
α−β = ±g2. Despejando obtenemos que α = ±g1−β y β = α±g2. Estas dos ecuaciones
implican que α = ±g1 − α ± g2. Entonces α = 1

2
(±g1 ± g2). Como los coe�cientes de

α tiene que ser enteros porque α ∈ ZG entonces g1 = ±g2. Luego tenemos que o bien

α+β = α−β = ±g1 o bien α+β = −(α−β) = ±g1. Vamos a distinguir los dos casos.

Supongamos que α + β = α − β = ±g1 entonces α = ±g1 y β = 0. Luego u es una

unidad trivial en Z(G×C2). Supongamos que α+β = −(α−β) = ±g1 entonces α = 0

y β = ±g1. Luego u es una unidad trivial en Z(G× C2).

Consideramos el álgebra de cuaterniones Hamiltonianos H(R) = R⊕Ri⊕Rj ⊕Rk
con k = ij = −ji e i2 = j2 = 1. Sea α = x0 + x1i + x2j + x3k ∈ H(R). Entonces

de�nimos el conjugado de α como el elemento α = x0 − x1i − x2j − x3k ∈ H(R).

De�nimos la norma de α como ||α|| = α · α. Es fácil ver que el siguiente subconjunto
de H(R), H = {m0 +m1 · i+m2 · j +m3 · k : mh ∈ Z para todo h}, es un anillo y lo

llamaremos el anillo de los cuaterniones enteros. Vamos a calcular el grupo de unidades

de H.

Lema 3.2. U(H) = {±1,±i,±j,±k}.

Demostración. Sea α = x0+x1i+x2j+x3k ∈ H con α 6= 0. Luego α = x0−x1i−x2j−x3k
y ‖ α ‖= α ·α = x20+x21+x22+x23. Supongamos que α ∈ U(H). Entonces existe α−1 ∈ H
tal que α ·α−1 = 1. Por lo tanto ||α|| · ||α−1|| = ||αα−1|| = 1 siendo ||α|| y ||α−1|| enteros
positivos porque α 6= 0. Luego ||α|| = 1, lo que implica que x20 +x21 +x22 +x23 = 1. Como

los xj son enteros para cada j entonces la igualdad anterior es cierta solo cuando xi = 1

para algún i con 0 ≤ i ≤ 3 y xj = 0 para todo j distinto de i. Por lo tanto deducimos

que U(H) = {±1,±i,±j,±k}.

Lema 3.3. K8/〈a2〉 ' C2 × C2.

Demostración. En primer lugar vamos a calcular el orden de K8/〈a2〉.

|K8/〈a2〉| =
|K8|
|〈a2〉|

=
8

|a2|
=

8

2
= 4
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Sabemos que solo hay dos grupos de orden 4, C4 y C2 × C2. Vamos a demostrar que

K8/〈a2〉 no puede ser isomorfo a C4 porque K8/〈a2〉 no tiene elementos de orden 4

pero C4 si tiene un elemento de orden 4, su propio generador. Como Z(K8) = 〈a2〉 y
el cociente de un grupo por su centro siempre da un grupo abeliano, deducimos que

K8/〈a2〉 es un grupo abeliano.

Por otro lado, aplicando que además a y b tienen orden 2 en K8/〈a2〉 entonces
obtenemos que ab tiene orden 2 en K8/〈a2〉. Por lo que K8/〈a2〉 no tiene elementos de

orden 4 y por lo tanto no puede ser isomorfo a C4. Luego K8/〈a2〉 ' C2 × C2.

Teorema 3.4. Todas las unidades de ZK8 son triviales.

Demostración. Sea α ∈ ZK8 entonces se tiene que

α = x0 + x1a+ x2b+ x3ab+ y0a
2 + y1a

3 + y2a
2b+ y3ab

3

con xi e yi enteros para todo i. Usando el Lema 3.2 sabemos que U(H) = {±1,±i,±j,±k}.
De�nimos el epimor�smo φ : ZK8 −→ H dado por

φ(α) = (x0 − y0) + (x1 − y1)i+ (x2 − y2)j + (x3 − y3)k

Supongamos que α ∈ U(ZK8) entonces como φ es un homomor�smo se tiene que

φ(α) ∈ U(H). Por lo tanto para algún entero r con 0 ≤ r ≤ 3 se tiene que xr − yr =

±1 y xs − ys = 0 para todo s distinto de r. Utilizando el Lema 3.3 obtenemos que

K8/〈a2〉 ' C2 × C2. Tomamos la proyección canónica K8 −→ K8/〈a2〉 y consideramos

su extensión a ZK8 como la aplicación

ψ : ZK8 −→ Z
(
K8/〈a2〉

)
dada por:

ψ(α) = (x0 + y0) + (x1 + y1)ā+ (x2 + y2)b̄+ (x3 + y3)āb

Como α ∈ U(ZK8) entonces:

ψ(α) ∈ U
(
Z
(
K8/〈a2〉

))
' U (Z (C2 × C2))

Utilizando el Lema 3.1 sabemos que todas las unidades de Z(C2×C2) son triviales, por

lo tanto ψ(α) es una unidad trivial. Luego para algún indice h con 0 ≤ h ≤ 3 se tiene
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que xh + yh = ±1 y xk + yk = 0 para todo k distinto de h. Como los xj son enteros

entonces deducimos que r = h y además también se tiene lo siguiente:

O bien xr = ±1 , yr = 0 y xs = ys = 0 para todo s distinto de r.

O bien xr = 0 , yr = ±1 y xs = ys = 0 para todo s distinto de r.

En ambos casos deducimos que α en una unidad trivial en ZK8.

3.2. El Teorema de Higman.

Como consecuencia del Corolario 2.13, sabemos que si G es un grupo abeliano,

entonces todas las unidades de torsión de ZG son triviales. Vamos a buscar un resultado

que nos garantice qué hipótesis tiene que satisfacer el grupo G para que ZG tenga todas

sus unidades triviales. Comenzamos con un lema previo.

Lema 3.5. Sea G un grupo de torsión tal que U1(ZG) = G. Entonces todo subgrupo de

G es normal.

Demostración. Es su�ciente con demostrar que todo subgrupo cíclico de G es normal.

Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que 〈g〉 es un subgrupo cíclico de

G que no sea normal. Entonces existe un h ∈ G que no normaliza a 〈g〉. Por lo tanto,

utilizando la Proposición 2.4 deducimos que la unidad bicíclica µg,h no es trivial en ZG.
En contradicción con que todas las unidades de ZG sean triviales.

Recordemos que el exponente de un grupo G lo de�níamos como el menor entero

positivo m tal que gm = 1 para todo g ∈ G, en el caso en que este número exista.

Proposición 3.6. Sea G un grupo de torsión veri�cando U1(ZG) = G. Entonces se

veri�ca una de las siguientes a�rmaciones:

1. G es un grupo abeliano de exponente igual a 1, 2, 3, 4 ó 6.

2. G es un 2-grupo Hamiltoniano.

Demostración. Utilizando el Lema 3.5 deducimos que todo subgrupo de G es normal,

por lo tanto, G puede ser o bien un grupo abeliano o bien un grupo Hamiltoniano.

Supongamos en primer lugar que G es un grupo abeliano. Llamamos n al exponente

de G y procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que n 6= 1, 2, 3, 4, 6. Luego
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n = 5 ó n > 6. Supongamos que n = 5. Entonces evaluando la función de Euler tenemos

que φ(5) = 51−1 · (5 − 1) = 4 > 2. En el caso n > 6 obtenemos también que φ(n) > 2

porque ya teníamos previamente calculado que φ(5) > 2. Por lo tanto en ambos casos

obtenemos que φ(n) > 2 y usando la Proposición 2.9 deducimos que para g ∈ G con

o(g) = n se tiene que ul,φ(n)(g) es una unidad cíclica de Bass con orden in�nito y no

trivial en ZG para 1 < l < n− 1 y m.c.d(l, n) = 1. Contradicción con la hipótesis.

Supongamos ahora que G es un grupo Hamiltoniano. Utilizando el Teorema 1.5

sabemos que G = K8×E×A, donde E es un 2-grupo abeliano elemental y A es un grupo

abeliano con todos los elementos de orden impar. Procedemos por reducción al absurdo.

Supongamos que G no es un 2-grupo. Entonces A 6= {1}. Además, como todo elemento

en A tiene orden impar entonces existe un x ∈ A con x 6= 1 tal que o(x) = p > 2

con p impar. Consideramos g = ax ∈ G. Se tiene que o(g) = o(ax) = o(a) · o(x) = 4p

porque o(a) = 4 en K8. Por el mismo argumento que hemos utilizado al comienzo de

la demostración tenemos que φ(4p) > 2 y usando la Proposición 2.9 deducimos que

µl,φ(n)(g) es una unidad cíclica de Bass con orden in�nito y no trivial en ZG para

1 < l < n− 1 y m.c.d(l, n) = 1. Contradicción con la hipótesis.

Lema 3.7. Si ζ3 una raíz compleja primitiva de la unidad de orden 3 entonces

U(Z[ζ3]) =
{
±1, ±ζ3, ±ζ23

}
.

Demostración. Como ζ3 es una raíz cúbica compleja primitiva de la unidad, entonces el

polinomio mínimo asociado a ζ3 es Φ3(x) = x2+x+1. Sea α ∈ U(Z[ζ3]). Supongamos que

α = a + bζ3 con a, b ∈ Z. Consideramos el homomor�smo suprayectivo f : Z[ζ3] −→
Z[ζ3] dado por f(x + yζ3) = x + yζ23 . Como α ∈ U(Z[ζ3]) y f es un homomor�smo

entonces tenemos que f(α) ∈ U(Z[ζ3]). Llamamos f(α) = α1. Luego α · α1 = (a +

bζ3) · (a + bζ23 ) = a2 + abζ23 + abζ3 + b2ζ33 = a2 + b2 + ab · (ζ3 + ζ23 ). Como Φ3(ζ3) = 0

entonces ζ23 + ζ3 + 1 = 0, lo que implica que ζ23 + ζ3 = −1. Por lo tanto, tenemos

que α · α1 = a2 + b2 − ab ∈ Z. Además, α · α1 ∈ U(Z[ζ3]) porque α, α1 ∈ U(Z[ζ3]),

pero como α · α1 ∈ Z entonces α · α1 ∈ U(Z) = {1,−1}. Por lo tanto deducimos que

a2 + b2 − ab = ±1.

Vamos a suponer que |a| ≥ |b| con a, b ∈ Z. Si por lo contrario fuera |a| ≤ |b|,
procedemos de forma análoga. Distinguimos los siguientes casos. Supongamos que b 6=
0, 1. Entonces a2 + b2 > ab± 1. Esta desigualdad es falsa porque a, b ∈ Z y si tomamos
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a = 1 y b = 2 no se veri�ca. Luego llegamos a una contradicción. Supongamos que

b = 0. Entonces α = a ∈ Z. Como α ∈ U(Z[ζ3]) deducimos que α = ±1, de donde

obtenemos que ±1 ∈ U(Z[ζ3]).

Supongamos que b = 1. Entonces a2 + 1 = a ± 1 por lo que o bien a2 = a o bien

a2 − a + 2 = 0. Vamos a distinguir estos dos subcasos. Si a2 − a + 2 = 0 entonces

a = 1±
√
1−8
2

no tiene solución entera. Contradicción. Supongamos ahora que a2 = a.

Entonces a2 − a = 0, lo cual implica que a · (a − 1) = 0. Entonces deducimos que o

bien a = 0 o bien a = 1. Si a = 0 entonces α = bζ3 = ±ζ3 porque b = 1 y |α| = 1.

Luego ±ζ3 ∈ U(Z[ζ3]). Por otro lado, si a = 1 entonces α = 1 + ζ3 = −ζ23 porque

Φ3(ζ3) = 0. De donde deducimos que ±ζ23 ∈ U(Z[ζ3]). Por lo tanto hemos demostrado

que U(Z[ζ3]) = {±1, ±ζ3, ±ζ23}.

Lema 3.8. Si ζ4 una raíz compleja primitiva de la unidad de orden 4 entonces

U(Z[ζ4]) = {±1, ±i} .

Demostración. Sabemos que las raíces cuartas complejas de la unidad son {±1,±i}.
Supongamos que ζ4 = i entonces Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z}. Sea α ∈ U(Z[i]). Supon-

gamos que α = a + bi con a, g ∈ Z. Entonces ‖ α ‖= a2 + b2 = 1 porque α es unidad.

Como a, b ∈ Z y a2 + b2 = 1 entonces deducimos que o bien a = ±1 y b = 0, en cuyo

caso tendríamos que α = ±1, o bien a = 0 y b = ±1, en cuyo caso tendríamos que

α = ±i. Luego hemos demostrado que U(Z[ζ4]) = {±1, ±i}.

Teorema 3.9. Teorema de Higman.

Sea G un grupo de torsión. Todas las unidades de ZG son triviales si y solo si se

veri�ca una de las siguientes condiciones:

1. G es un grupo abeliano de exponente igual a 1, 2, 3, 4 ó 6.

2. G es un 2-grupo Hamiltoniano.

Demostración. Si todas las unidades de ZG son triviales, entonces utilizando la Pro-

posición 3.6 sabemos que se veri�ca una de las dos condiciones del enunciado. Vamos

a demostrar el recíproco. Para ello, supongamos que G es un grupo abeliano �nito de

exponente igual a 1, 2, 3, 4, 6. Utilizando el Teorema 1.9 de Perlis-Walker deducimos que

existe un isomor�smo µ : QG −→ ⊕d|nadQ(ζd) donde ζd es una raíz compleja primitiva
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de la unidad de orden d y ad = nd
[Q(ζd):Q]

donde nd es el número de elementos de orden d en

G. Deducimos que solamente las raíces de la unidad cuyos órdenes coinciden con órdenes

de elementos de G aparecen en la descomposición. Como ⊕d|nadZ[ζd] ⊆ ⊕d|nadQ[ζd]

entonces podemos de�nir

R = µ−1
(
⊕d|nadZ[ζd]

)
Por un lado, es bien conocido que si G es un grupo abeliano �nito entonces se puede

expresar como producto directo de sus subgrupos cíclicos. Como además el exponente de

G es 1, 2, 3, 4 ó 6, entonces se nos pueden presentar los siguientes casos:G ' C2×· · ·×C2,

G ' C3 × · · · × C3, G ' C4 × · · · × C4, G ' C2 × · · · × C2 × C4 × · · · × C4 y G '
C2×· · ·×C2×C3×· · ·C3. Utilizando el Lema 3.1 deducimos que basta solo con considerar

los casos G ' C3× · · · ×C3 y G ' C4× · · · ×C4. Utilizando la descomposición que nos

facilita el Teorema 1.9 de Perlis-Walker y utilizando el Lema 3.7 y el lema 3.8 sabemos

que hay un número �nito de unidades en adZ[ζd] para d = 1, 2, 3, 4. Entonces tenemos

un número �nito de unidades en ⊕d|nadZ[ζd]. Como µ es un isomor�smo, entonces R

tiene un número �nito de unidades. Como U(ZG) ⊆ U(R) entonces deducimos que hay

un número �nito de unidades en ZG. Al ser G un grupo abeliano, podemos utilizar

el Corolario 2.13 y obtenemos que todas las unidades de torsión en ZG son triviales.

Luego todas las unidades de ZG son triviales.

Por otro lado, supongamos que G es un grupo abeliano no �nito y de torsión con

exponente igual a 1, 2, 3, 4 ó 6. Sea u ∈ U(ZG). Sabemos que supp(u) es �nito. Como

G es abeliano entonces se tiene que un conjunto de elementos de torsión de G generan

un subgrupo �nito. Luego supp(u) genera un subgrupo �nito de G. Tomamos H =

〈supp(u), supp(u−1)〉. Como supp(u) ⊆ H entonces u ∈ ZH. De forma análoga, como

supp(u−1) ⊆ H entonces u−1 ∈ ZH. Por lo tanto, deducimos que u ∈ U(ZH). Como

H es un grupo abeliano �nito de exponente 1, 2, 3, 4 ó 6 entonces utilizando el caso

anterior deducimos que u es una unidad trivial en ZG.
Supongamos ahora que G es un 2-grupo Hamiltoniano. Utilizando el Teorema 1.5

sabemos que G = K8 × E × A, donde E es un 2-grupo abeliano elemental y A es un

grupo abeliano con todos los elementos de orden impar. Como G es 2-grupo entonces

|G| = 2α con α ∈ Z y para todo g ∈ G se tiene que o(g) = 2β para algún β ∈ Z.
Aplicando que todo elemento de A tiene orden impar deducimos que A = {1}. Luego
G = K8 ×E = K8 × C2 × · · · × C2 × · · · . Usando el Teorema 3.4 deducimos que todas
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las unidades de ZK8 son triviales y por el Lema 3.1 obtenemos que todas las unidades

de Z (K8 × C2) son triviales. Continuando de esta forma el proceso demostramos que

todas las unidades de ZG son triviales.

Teorema 3.10. Sea G un grupo �nito. Entonces U(ZG) es un grupo �nito si y solo si

se veri�ca una de las siguientes condiciones:

1. G es un grupo abeliano de exponente igual a 1, 2, 3, 4 ó 6.

2. G es un 2-grupo Hamiltoniano.

Demostración. Como G un grupo �nito, en particular, G es un grupo de torsión.

Supongamos que se veri�ca la condición 1 ó la condición 2 del enunciado. Entonces

utilizando el Teorema de Higman 3.9 deducimos que todas las unidades de ZG son

triviales. Luego U(ZG) = ±G. Como G es �nito entonces U(ZG) es un grupo �nito.

Con lo que demostraríamos esta implicación.

Supongamos ahora que U(ZG) es un grupo �nito. Es claro que para todo g, h ∈ G
se tiene que µg,h es una unidad trivial en ZG, porque en caso contrario, utilizando la

proposición 2.6 deduciríamos que µg,h tiene orden in�nito, en contradicción con que

U(ZG) sea un grupo �nito. Por lo tanto, aplicando la Proposición 2.4 deducimos que

para todo g, h ∈ G se tiene que h normaliza a 〈g〉. Esto implica que todo subgrupo

cíclico de G es normal por lo que todo subgrupo de G es normal. Entonces o bien G

es un grupo abeliano, o bien G es un grupo Hamiltoniano. Distinguimos los dos casos

posibles.

Supongamos en primer lugar que G es un grupo abeliano. Utilizando el Corolario

2.13 sabemos que todas las unidades de torsión de ZG son triviales. Como G es �nito,

entonces todas las unidades de ZG son triviales. Aplicamos el Teorema 3.9 de Higman

y deducimos que G es un grupo abeliano de exponente 1, 2, 3, 4 ó 6.

Supongamos ahora en último lugar que G es un grupo Hamiltoniano. Utilizando

el Teorema 1.5 obtenemos que G = K8 × E × A, donde E es un 2-grupo abeliano

elemental y A es un grupo abeliano con todos los elementos de orden impar. Sea x ∈ A
con o(x) = p siendo p un primo positivo impar. Como a tiene orden 4 en K8 entonces

g = ax ∈ G tiene orden 4p. Pero 4p 6= 1, 2, 3, 4, 6 para todo primo positivo impar

p. Luego p = 1, lo que implica que A = {1}. Por lo tanto hemos demostrado que

G = K8 × E = K8 × C2 × · · · × C2. Por lo tanto G es un 2-grupo Hamiltoniano.
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Capítulo 4

El grupo de unidades de ZCn.

Este capítulo está destinado a calcular el grupo de unidades de ZCn, para valores

de n pequeños. Los casos n = 5 y n = 8 los estudiaremos de forma separada.

Teorema 4.1. Si n = 1, 2, 3, 4, 6 entonces se veri�ca que U(ZCn) = ±Cn.

Demostración. Como Cn es un grupo abeliano de torsión y con exponente n, entonces

utilizando el Teorema de Higman 3.9 deducimos que todos las unidades de ZCn son

triviales. Por lo tanto se tiene que U(ZCn) = ±Cn.

En las sucesivas secciones, vamos a denotar el módulo de un elemento x ∈ C por

|x| = x · x̄.

4.1. Unidades en ZC8.

El objetivo de esta sección es calcular el grupo de unidades de ZC8. Para ello

necesitamos varios resultados previos.

Lema 4.2. U(Z[i]) = {±1, ±i}.

Demostración. Supongamos que α = a + bi ∈ U(Z[i]). Entonces existe α−1 = 1
a+bi

tal

que α ·α−1 = 1. Como α−1 = 1
a+bi
· a−bi
a−bi = a

a2+b2
− b

a2+b2
i entonces se tiene que α−1 ∈ Z[i]

si y solo si a
a2+b2

∈ Z y b
a2+b2

∈ Z. Esto último es cierto si y solo si a2+b2 = ±1. Además,

esto solamente puede ocurrir si a = 0, en cuyo caso tendríamos que b = ±1, o cuándo

b = 0, en cuyo caso tendríamos que a = ±1. Luego se tiene que U(Z[i]) = {±1, ±i}.

Sea d un número entero libre de cuadrados y distinto de 1. Consideramos la aplica-

ción N : Q(
√
d) −→ Q dada por N(a+ b

√
d) = a2−db2. Es bien conocido que N posee
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buenas propiedades algebraicas. Entre ellas, destacamos que u ∈ U(Z[
√
d]) si y solo si

N(u) = ±1.

Consideramos también la aplicación Φ : Z[
√
d] −→ R× R dada por Φ(a + b

√
d) =

(a + b
√
d, a − b

√
d). Se veri�ca que la aplicación Φ es inyectiva y además envía Z[

√
d]

a un subconjunto discreto de R×R. Además, utilizando el párrafo anterior deducimos

que toda unidad de Z[
√
d] es enviada a una de las hipérbolas xy = 1 y xy = −1.

Lema 4.3. U(Z[
√

2]) = 〈−1〉 × 〈1 +
√

2〉.

Demostración. Tomamos u = 1 +
√

2. Como N(u) = −1 entonces u ∈ U(Z[
√

2]). Sea

v = a + b
√

2 ∈ Z[
√

2] con a, b ∈ Z. Llamamos K = {(x, y) ∈ R× R : |x|, |y| ≤ u}.
Supongamos que Φ(v) = (a+ b

√
2, a− b

√
2) ∈ K. Aplicando que |a− b

√
2| < 3 se tiene

que |2a| = |2a+ b
√

2− b
√

2| ≤ |a+ b
√

2|+ |a− b
√

2| ≤ 2|u| < 2 · 3. Luego |a| ≤ |u| < 3.

Además, obtenemos que |2b
√

2| ≤ |a− a+ 2b
√

2| ≤ |a+ b
√

2|+ |a− b
√

2| ≤ 2|u| < 2 · 3,
luego |b| ≤ |u|√

2
< 2.

Supongamos además que v ∈ U(Z[
√

2]), entonces se tiene que a2 − 2b2 = ±1, o

equivalentemente, Φ(v) es una de las dos hipérbolas xy = 1 y xy = −1. Por lo tanto

obtenemos 6 unidades posibles, v = ±1, ±(1 +
√

2) ó ±(1−
√

2).

Supongamos que v es una unidad no trivial y arbitraria en Z[
√

2]. Para obtener el

resultado tenemos que probar que v ∈ 〈−1, u〉. Vamos a asumir que v > 0, ya que

en el caso de que fuera negativo, remplazaríamos v por −v. Además vamos a suponer

que v ≥ 1, ya que si v fuera menor que 1, entonces remplazaríamos v por v−1. Por lo

tanto, existe algún entero no negativo k tal que uk ≤ v < uk+1. Luego esto implica que

w = vu−k es una unidad de U(Z[
√

2]) ∩ [1, u). Entonces Φ(w) ∈ K y además w tiene

que ser una de las 6 opciones anteriores en el rango [1, u), por lo que w = 1. Entonces

tenemos que v = uk. Luego U(Z[
√

2]) = 〈−1〉 × 〈1 +
√

2〉.

Es importante remarcar que si n es impar entonces −ζn tiene orden 2n y Z[ζn] =

Z[ζ2n]. Claramente se tiene que U(Z[ζ1]) = U(Z[ζ2]) = U(Z) = 〈−1〉 y hemos visto en

el Lema 4.2 que U(Z[ζ4]) = U(Z[i]) = 〈i〉. Vamos a calcular a continuación U(Z[ζ8]).

Lema 4.4. U(Z[ζ8]) = 〈ζ8〉 × 〈1 +
√

2〉 = 〈ζ8〉 × 〈η3(ζ8)〉 ' C8 × C∞, donde η3(ζ8) =

1 + ζ8 + ζ28 .

Demostración. Tomamos ζ8 = e
πi
4 =

√
2
2

(1+i). Entonces se tiene que ζ28 = i y además se

veri�ca (ζ8+ζ−18 )2 = ζ4+2+ζ−14 = i+2− i = 2. Esto implica que Z[
√

2] ⊂ Z[ζ8] porque
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ζ8 +ζ−18 = ±
√

2. Sea u = 1+
√

2. Sabemos por el Lema 4.3 que U(Z[
√

2]) = 〈−1〉×〈u〉.
Luego 〈−1〉 × 〈u〉 ⊆ U(Z[ζ8]). Llamamos v = η3(ζ8). Entonces v = 1 + ζ8 + ζ28 =

1 + ζ8 + ζ4 = 1 + ζ8 + i. Aplicando que ζ8 =
√
2
2

(1 + i) obtenemos los siguiente:

v =

(
1 +

√
2

2

)
· (1 + i) =

√
2

2
· (
√

2 + 1) · (1 + i) = ζ8u

Por lo tanto tenemos que 〈ζ8, u〉 = 〈ζ8, v〉. Tomamos x ∈ U(Z[ζ8]). Como ζ48 = −1,

entonces existen enteros a, b, c y d tales que x = a + bζ8 + cζ28 + dζ38 . Aplicando que

ζ28 + ζ−28 = i− i = 0 y que ζ8 + ζ−18 = −ζ38 − ζ−38 =
√

2 obtenemos lo siguiente:

|x|2 = (a+ bζ8 + cζ28 + dζ38 ) · (a+ bζ−18 + cζ−28 + dζ−38 )

= a2 + b2 + c2 + d2 + (ab+ bc+ cd) · (ζ8 + ζ−18 ) + (ac+ bd) · (ζ28 + ζ−28 )

+ad(ζ38 + ζ−38 )

= a2 + b2 + c2 + d2 + (ab+ bc+ cd− ad)
√

2

Entonces, la aplicación x 7→ |x|2 de�ne un homomor�smo de grupos

N : U(Z[ζ8]) −→ U(Z[
√

2]) ∩ R+ = 〈u〉.

Además el núcleo de N es 〈ζ8〉 y N(u) = u2. Como la imagen de N toma valores

positivos, es claro que u no puede estar en la imagen de N . Por lo tanto tenemos que

la imagen de N es 〈u2〉 ' Z. Aplicando que Z es un grupo libre desde el punto de vista

aditivo, sabemos que Z es proyectivo visto como módulo y por lo tanto el homomor�smo

N se escinde. Luego U(Z[ζ8]) = 〈ζ8〉 × 〈w〉 para todo w ∈ N−1(u2). Utilizando que u,

v ∈ N−1(u2) deducimos que U(Z[ζ8]) = 〈ζ8〉 × 〈1 +
√

2〉.

Vamos a realizar un argumento que nos será de gran utilidad en la demostración del

siguiente teorema.

Consideramos Cn = 〈g〉. Para cada divisor d de n, tomamos una raíz d-ésima

primitiva de la unidad ζd en C y de�nimos el homomor�smo de grupos ρd : Cn −→ U(C)

dado por ρd(g) = ζd. Es claro que ρd es una representación de Cn y además se puede

extender a un homomor�smo suprayectivo de álgebras racionales

ρd : QCn −→ Q(ζd).
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Utilizando el Corolario 1.10 llegamos a la conclusión de que existe un isomor�smo

Φ =
∏
d|n

ρd : QCn −→
∏
d|n

Q(ζd) (4.1.1)

Además, Φ(ZCn) ⊂
∏

d|n Z[ζd]. Por lo tanto Φ se restringe a un homomor�smo de grupos

inyectivo de la siguiente forma:

Φ : U(ZCn) −→
∏
d|n

U(Z[ζd]) (4.1.2)

De hecho, si d 6= 1 entonces ρd(ĝ) = 0. Por lo tanto tenemos la siguiente relación:

ρd(uk,m(g)) =

1 si d = 1

ηk(ζd)
m si d 6= 1

(4.1.3)

Consideramos G un grupo y N un subgrupo normal de G. Entonces la aplicación

aumento módulo N es el homomor�smo de anillos

εN,R : RG −→ R(G/N)∑
g∈G agg 7→

∑
g∈G

ag(gN)

Al núcleo de εN,R lo llamaremos el ideal de aumento de RG módulo N . En el caso en

que no haya confusión con el anillo R, escribiremos εN,R como εN . Obsérvese que εG = ε

coincide con la aplicación aumento de RG de�nida en la sección 1.4.

Teorema 4.5. Sea C8 = 〈g〉 con o(g) = 8. Entonces se veri�ca lo siguiente:

U(ZC8) = ±C8 × 〈u3,2(g)〉∞

Demostración. Utilizando 4.2.2 obtenemos lo siguiente:

Φ =
∏
d|8

ρd : QC8 −→
∏
d|8

Q(ζd).

Además se tiene que Φ(ZC8) ⊂ Z×Z×Z[i]×Z[ζ8] y por lo tanto U(ZC8) es isomorfo a

un subgrupo de U(Z)×U(Z)×U(Z[i])×U(Z[ζ8]). Llamamos b = u3,2(g) y v = η3(ζ8).

Por el Lema 4.4 deducimos lo siguiente:

U(Z[ζ8]) = ±〈ζ8〉 × 〈v〉.
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Utilizando la relación 4.3.2 obtenemos que:

Φ(b) = (1, η3((−1))2, η3(i)
2, η3(ζ8)

2) = (1, 1, −1, v2).

Vamos a demostrar que ρ8(U(ZC8)) = ±〈ζ8〉 × 〈v2〉. Como ρ8(g) = ζ8 entonces es claro

que ρ8(±C8) = ±〈ζ8〉. Además, utilizando que ρ8(b) = v2, obtenemos lo siguiente:

±〈ζ8〉 × 〈v2〉 ⊆ ρ8(U(ZC8)) ⊆ U(Z[ζ8]) = ±〈ζ8〉 × 〈v〉.

Además se tiene que [±〈ζ8〉 × 〈v〉 : ±〈ζ8〉 × 〈v2〉] = 2. Luego lo único que tenemos que

demostrar es que ρ8(U(ZC8)) ( U(Z[ζ8]). Para ello vamos a probar que v /∈ ρ8(U(ZC8)).

Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que existe u =
∑7

i=0 uig
i ∈ U(ZC8)

tal que ρ8(u) = v. Aplicando que v = η3(ζ8) = 1 + ζ8 + ζ28 obtenemos lo siguiente:

1 + ζ8 + ζ28 = ρ8(u) =
7∑
i=0

uiζ
i
8 = (u0− u4) + (u1− u5) · ζ8 + (u2− u6) · ζ28 + (u3− u7) · ζ38

Como es bien conocido que {1, ζ8, ζ28 , ζ38} es una base de Q(ζ8) sobre Q entonces

tenemos que u0−u4 = u1−u5 = u2−u6 = 1 y u3−u7 = 0. Consideramos la aplicación

aumento módulo 〈g4〉:
ε〈g4〉 : ZC8/〈g4〉 −→ ZC4/〈g4〉.

Entonces se tiene que ε〈g4〉(u) = (u0 + u4) + (u1 + u5)ḡ + (u2 + u6)ḡ
2 + (u3 − u7)ḡ3 =

(2u0−1)+(2u1−1)ḡ+(2u2−1)ḡ2+2u3ḡ
3. Como u ∈ U(ZC8) y ε〈g4〉 es un homomor�smo

entonces se tiene que ε〈g4〉(u) ∈ U(ZC4) módulo 〈g4〉. Contradicción porque utilizando

el Teorema 4.1 sabemos que U(ZC4) = ±C4 pero ε〈g4〉(u) /∈ ±C4 módulo 〈g4〉. Luego
v /∈ ρ8(U(ZC8)) y esto implica que ρ8(U(ZC8)) = ±〈ζ8〉 × 〈v2〉.

Tomamos u ∈ U(ZC8). Entonces Φ(u) ∈ U(Z)× U(Z)× U(Z[i])× U(Z[ζ8]), donde

ρ8(u) = ±ζ i8v2k para ciertos i, k. De forma análoga tendríamos que Φ(bk) ∈ U(Z) ×
U(Z) × U(Z[i]) × U(Z[ζ8]), donde ρ8(bk) = v2k. Por lo tanto tenemos que Φ(ub−k) =

(ρ1(ub
−k), ρ2(ub

−k), ρ4(ub
−k), ρ8(ub

−k)), donde ρ8(ub−k) = ±ζ i8 claramente tiene orden

�nito. Luego como U(Z) = {1,−1}, U(Z[i]) = 〈i〉 y aplicando que ρ8(ub−k) tiene orden

�nito, deducimos que Φ(ub−k) tiene orden �nito. Como Φ es inyectiva, entonces ub−k

es una unidad de torsión en ZC8. Utilizando el Corolario 2.13 deducimos que ub−k es

una unidad trivial en ZC8. Luego todas las unidades triviales de ZC8 son de la forma

ub−k con u ∈ U(ZC8). Por lo tanto se tiene que U(ZC8) = ±C8 × 〈b〉∞.
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4.2. Unidades en ZC5.

Sea p un número primo. Consideramos ζp una raíz p-ésima primitiva compleja de la

unidad. De�nimos el siguiente conjunto:

U1(Z[ζp]) = {y ∈ U(Z[ζp]) : y ≡ 1 mód (ζp − 1)} .

Es fácil ver que U1(Z[ζp]) es un subgrupo de U(Z[ζp]). Supongamos que Cp = 〈x〉, con
o(x) = p. Utilizando el Corolario 1.10 deducimos que existe un isomor�smo

µ : QCp −→ Q⊕Q[ζp]

dado por µ(
∑p−1

i=0 cix
i) = (

∑p−1
i=0 ci,

∑p−1
i=0 ciζ

i
p). Como Z⊕ Z[ζp] ⊆ Q ⊕ Q[ζp] entonces

podemos de�nir

M = µ−1 (Z⊕ Z[ζp])

Es claro que ZCp ⊂ M ⊂ QCp. Además ZCp y M son ordenes en QCp. Aplicando
el Teorema de las Unidades de Dirichlet 1.11 deducimos que U(Z[ζp]) es un grupo

abeliano �nitamente generado para todo p. Por lo tanto U(M) está también �nitamente

generado. Usando ahora el Lema 1.16 obtenemos que el índice [U(M) : U(ZCp)] es
�nito, lo que implica que U(ZCp) es un grupo abeliano �nitamente generado.

Proposición 4.6. Sea p > 3 un número primo y sea ζp una raíz p-ésima primitiva de

la unidad en C. Entonces se veri�can las siguientes propiedades:

1. µ(U1(ZCp)) = U(Z)⊕ U1(Z[ζp]).

2. [U(Z[ζp]) : U1(Z[ζp])] = p− 1.

Demostración. Vamos a justi�car el primer apartado de la proposición. Supongamos

que u =
∑p−1

i=0 cix
i ∈ U1(ZCp). Entonces se veri�ca lo siguiente:

µ(u) = (

p−1∑
i=0

ci,

p−1∑
i=0

ciζ
i
p) = (1,

p−1∑
i=0

ciζ
i
p)

Llamamos α =
∑p−1

i=0 ciζ
i
p y π = ζp − 1. Entonces se veri�ca la siguiente congruencia:

α =

p−1∑
i=0

ci(ζ
i
p − 1) +

p−1∑
i=0

ci = 1 +

p−1∑
i=0

ci(ζ
i
p − 1) ≡ 1 mód π
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Luego α ∈ U1(Z[ζp]). Lo que implica que µ(u) = (1, α) ∈ U(Z)⊕ U1(Z[ζp]).

Tomamos ahora β =
∑p−1

i=0 biζ
i
p ∈ U1(Z[ζp]). Vamos a demostrar que

∑p−1
i=0 bi = 1.

Como β ∈ U1(Z[ζp]) entonces β ≡ 1 mód ζp − 1. Por lo tanto, existe un c ∈ Z[ζp]

tal que β = 1 + c(ζp − 1). Pongamos que c =
∑p−1

i=0 ciζ
i
p. Entonces se tiene que β =

1 +
∑p−1

i=0 ciζ
i
p(ζp − 1) = 1 +

∑p−1
i=0 ciζ

i+1
p − ciζ ip = 1(1− c0 + cp−1) +

∑p−1
i=1 (ci−1 − ci)ζ ip.

Tomamos

bi =

1− c0 + cp−1 si i = 0

ci−1 − ci si i 6= 0

Por lo tanto, se tiene lo siguiente:
∑p−1

i=0 bi = 1 − c0 + cp−1 + c0 − c1 + c1 − c2 + · · · +
cp−2 − cp−1 = 1. Consideramos u =

∑p−1
i=0 bix

i. Entonces se tiene que:

µ(u) = (

p−1∑
i=0

bi,

p−1∑
i=0

biζ
i
p) = (1, β) ∈ U(Z)⊕ U1(Z[ζp])

Por lo tanto, como µ es un isomor�smo de M a Z⊕Z[ζp] tenemos que u es una unidad

en M . Además, si aplicamos la Proposición 1.17 deducimos que u ∈ U1(ZCp). Luego
µ(U1(ZCp)) = U(Z)⊕ U1(Z[ζp]).

Veamos ahora el segundo apartado de la proposición. ComoM ' Z⊕ Z[ζp] entonces

U(M) ' U(Z) ⊕ U(Z[ζp]). Además U(ZCp) ⊆ U(M) y 〈±1〉 × U1(Z[ζp]) ⊆ U(Z) ⊕
U(Z[ζp]). Consideramos el homomor�smo de anillos f : Z[ζp] −→ Z[ζp]/〈ζp − 1〉
que se restringe de forma canónica a un homomor�smo de grupos g : U(Z[ζp]) −→
U(Z[ζp]/〈ζp − 1〉). Además se veri�ca que el núcleo de g es U1(Z[ζp]). Recordemos que

µ venía dada por µ(
∑p−1

i=0 cix
i) = (

∑p−1
i=0 ci,

∑p−1
i=0 ciζ

i
p). Además se tiene la siguiente

congruencia:
p−1∑
i=0

ciζ
i
p ≡

p−1∑
i=0

ci mód ζp − 1.

Esto implica que cada elemento de Z[ζp]/〈ζp− 1〉 tiene un representante en Z. Además,

aplicando que xp − 1 =
∏p−1

i=0 (x− ζ ip) deducimos que 1 + x+ x2 + · · ·+ xp−1 = xp−1
x−1 =∏p−1

i=1 (x − ζ ip). Tomando x = 1 obtenemos que p =
∏p−1

i=1 (1 − ζ ip). Luego p es múltiplo

de ζp− 1. Por lo tanto Z[ζp]/〈ζp− 1〉 tiene exactamente p elementos y cada uno de ellos

tiene un representante en Z. Luego Z[ζp]/〈ζp − 1〉 ' Zp.
Por lo tanto, se tiene que U(Z[ζp]/〈ζp − 1〉) está formado exactamente por p − 1

unidades, pero como teníamos exactamente φ(p) = p − 1 unidades ciclotómicas en
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U(Z[ζp]), entonces deducimos que la imagen de las unidades ciclotómicas recubre toda

la imagen de g, por lo que g es suprayectiva. Luego el índice del núcleo de g sobre

U(Z[ζp]) coincide con el cardinal de U(Z[ζp]/〈ζp − 1〉). Esto implica que

[U(Z[ζp]) : U1(Z[ζp])] = p− 1.

En el siguiente teorema calculamos el grupo de unidades de ZC5, para ello utiliza-

remos las propiedades demostradas en la proposición anterior.

Teorema 4.7. Si C5 = 〈x〉 con o(x) = 5 entonces U(ZC5) = 〈−1, x, u〉, donde

u = (x+ 1)2 − x̂.

Demostración. Sea p un número primo. Consideramos ζp una raíz p-ésima primitiva de

la unidad en C. Utilizando la Proposición 4.6 obtenemos que [U(Z[ζp]) : U1(Z[ζp])] =

p−1. Como las unidades de ZCp tienen aumentos ±1 entonces [U(ZCp) : U1(ZCp)] = 2.

Consideramos ahora p = 5. Utilizando el Teorema de las Unidades de Dirichlet

1.11 deducimos que U(Z[ζ5]) = C × F , donde C es un grupo cíclico �nito y F es un

grupo libre de torsión de rango n1 + n2 − 1 = 0 + 2 − 1 = 1. Además, tenemos que
1−ζ25
1−ζ5 = 1 + ζ5 es una unidad fundamental de F . La demostración se sale del objetivo de

este documento y hacemos referencia a la página 85 de [13]. Luego F = 〈1 + ζ5〉. De
donde obtenemos que U(Z[ζ5]) = C × 〈1 + ζ5〉.

Por un lado sabemos que C es un grupo cíclico �nito formado por todos los elementos

con orden �nito de U(Z[ζp]) y por otro lado sabemos que [Q(ζ5) : Z(ζ5)] = 4. Como

−ζ5 tiene orden 10 porque (−ζ5)5 = −1, entonces por lo menos habrá 10 elementos en

C, que serían las potencias de −ζ5. Sin embargo, no hay más de 10 elementos en C ya

que es bien conocido que las raíces de la unidad de Q(ζ5) vienen dadas por 〈−1, ζ5〉.
Entonces deducimos que C = ±〈ζ5〉. Por lo tanto, hemos demostrado lo siguiente:

U(Z[ζ5]) = ±〈1 + ζ5〉 × 〈ζ5〉

Utilizando el Corolario 1.10 deducimos que existe un isomor�smo

µ : QC5 −→ Q⊕Q[ζ5]
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dado por µ(
∑4

i=0 cix
i) = (

∑4
i=0 ci,

∑4
i=0 ciζ

i
5). Como Z⊕ Z[ζ5] ⊆ Q ⊕ Q[ζ5] entonces

podemos de�nir

M = µ−1 (Z⊕ Z[ζ5])

Por lo que M ' Z⊕ Z[ζ5]. Luego es claro que ZC5 ⊂M ⊂ QC5. Además ZC5 y M son

ordenes en QC5. Aplicando el Teorema de las Unidades de Dirichlet 1.11 deducimos que

U(Z[ζ5]) es un grupo abeliano �nitamente generado. Por lo tanto U(M) está también

�nitamente generado. Usando ahora el Lema 1.16 obtenemos que el índice [U(M) :

U(ZC5)] es �nito, lo que implica que U(ZC5) es un grupo abeliano �nitamente generado.

Tomamos u = (x + 1)2 − x̂. Entonces µ(u) = (−1, (ζ5 + 1)2) ∈ U(Z) ⊕ U(Z[ζ5]).

Como µ(u) es una unidad en Z⊕ Z[ζ5], entonces u es una unidad en M . Utilizando la

Proposición 1.17 se tiene que u ∈ U(Z〈x〉).
Es claro que µ(−1), µ(ζ5), µ((ζ5 + 1)2) ∈ µ(〈−1, x, u〉) porque µ(−1) = (−1, 1),

µ(ζ5) = (1, ζ5) y µ((ζ5 + 1)2) = (4, (ζ5 + 1)2). Luego µ(〈−1, ζ5, (ζ5 + 1)2〉) ⊂
µ (〈−1, x, u〉). Además, se veri�ca lo siguiente:

U(Z[ζ5])

〈−1, ζ5, (ζ5 + 1)2〉
' 〈−1, ζ5, (1 + ζ5)〉/〈−1, ζ5〉
〈−1, ζ5, (1 + ζ5)2〉/〈−1, ζ5〉

=
〈1 + ζ5〉
〈(1 + ζ5)2〉

Aplicando que 1 + ζ5 tiene orden in�nito, deducimos que [〈1 + ζ5〉 : 〈(1 + ζ5)
2〉] = 2 y

por lo tanto [U(Z[ζ5]) : 〈−1, ζ5, (ζ5 + 1)2〉] = 2. Como además se tiene que [U(Z〈x〉) :

〈−1, x, u〉] = 2, entonces µ(〈−1, x, u〉) = U(Z)⊕ 〈−1, ζ5, (1 + ζ5)
2〉.

Vamos a calcular U1(Z[ζ5]). Sabemos que (1 + ζ5)
2 ≡ 4 mód ζ5−1 porque 1 + 2ζ5 +

ζ25−4 = (ζ5−1)·(ζ5+3). Además se tiene que x5−1
x−1 = 1+x+x2+x3+x4 =

∏4
i=1(x−ζ i5).

Tomando x = 1, obtenemos que
∏p−1

i=1 (1−ζ i5) = 1+1+12+13+14 = 5. Luego 1−ζ5|5. Por
lo tanto, deducimos que −(1+ ζ5)

2 ≡ 1 mód ζ5−1. Luego 〈ζ5, −(1+ ζ5)
2〉 ⊆ U1(Z[ζ5]).

Entonces se tiene que [〈−1, ζ5, (ζ5 + 1)2〉 : 〈ζ5, −(1 + ζ5)
2〉] = 2. Aplicando que

[U(Z[ζ5]) : U1(Z[ζ5])] = 4, [U(Z[ζ5]) : 〈−1, ζ5, (ζ5 + 1)2〉] = 2 y 〈ζ5, −(1 + ζ5)
2〉 ⊆

U1(Z[ζ5]) obtenemos lo siguiente:

U1(Z[ζ5]) = 〈ζ5, −(1 + ζ5)
2〉.

Por un lado tenemos que [U(Z) ⊕ U(Z[ζ5]) : U(Z) ⊕ 〈−1, ζ5, (ζ5 + 1)2〉] = 2

y [U(Z) ⊕ 〈−1, ζ5, (ζ5 + 1)2〉 : U(Z) ⊕ U1(Z[ζ5])] = 2. Por otro lado tenemos que

[U(ZC5) : U1(ZC5)] = 2, [U(ZC5) : 〈−1, x, u〉] = 2 y [〈−1, x, u〉 : 〈x, −u〉] = 2. Como
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µ (〈−1, x, u〉) = U(Z)⊕〈−1, ζ5, (ζ5+1)2〉 entonces µ (〈x, −u〉) = U(Z)⊕〈ζ5,−(1+ζ5)
2〉.

Utilizando la Proposición 4.6 sabemos que µ(U1(ZCp)) = U(Z)⊕U1(Z[ζp]). Luego como

µ es inyectiva, deducimos que U1(ZC5) = 〈x,−u〉. Aplicando que [U(ZC5) : U1(ZC5)] =

2 junto con que [〈−1, x, u〉 : 〈x, −u〉] = 2 deducimos que U(ZC5) = 〈−1, x, u〉.
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