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Abstract

The aim of this Final Degree Project is to solve a discrete geometry problem. To raise the
problem we have two main components that we must know: a lattice A (a "net” of points
distributed in a particular way) and an n-dimensional polytope P (a convex polygon in the
Euclidean plane) which is the convex hull of a finite set of points in the n-dimensional Euclidean
space. The problem is to determine the number of lattice points that we have in our polytope.

Figura 1: An example of a polytope and a lattice.

Applications that trigger the resolution of these problems are fundamental in some areas
of mathematics like, for example, in integer optimization. In this area we set figures F' defined
by a finite collection of linear inequalities, and we look for a maximum (or minimum) of some
function among the points of the figure whith have integer coordinates. The resolution of the
problem will serve to know the cardinal of this subset of F', or could even determine that such
a maximun (or minimum) cannot exist beacause there are no points with integer coordinates
in F. In any case, this could be seen as a preliminary study of the figure and could be used to
determine the best method to find the maximum (or minimum), for example, according to the
number of points of F' with integer coordinates.

The work is divided into four chapters. The first one will be a motivation and an introduction
to the problem. In this chapter we make an approach to our problem using the tools that we
have studied in the degree and without studying the properties of our polytope neither of our
lattice. We will deal with the technique known as generating functions to simplify our problem.
We will conclude this chapter by giving two examples of the problem which are solved using
this method. But as the reader will check, the mathematics will be unusually long despite the
examples we are using are simple low-dimensional figures. That is the reason why it is convenient
to develop a different theory to solve our problem.

Precisely because of this reason, in the second chapter we borrow some ideas from the
theory of converity that will be of great help. Moreover we will begin to study lattices, in order



to understand how they work and to try to simplify our problem as much as possible. But
the interesting points about this chapter are the results which are obtained when the concepts
of convexity and lattices fit together and, among other results, they allow us to give a highly
effective approach to solve our problem.

In the third chapter we will use further these relations between polytopes and lattices. We
will study results that were stated by Hermann Minkowski, the father and one of the developers
of the so-called geometry of numbers. This field is devoted to the study of convex bodies in the
context of the lattice theory. In this chapter we will study important results like the relation
existing between the volume of the polytopes and the number of lattice points that they have. Of
course, we will not forget our problem and will give several bounds using Minkowski’s theorem
and its consequences. This theorem was the starting point of the geometry of numbers and
states the following:

If K is a convex compact set of the n-dimensional Euclidean space which is
symmetric with respect to the origin and contains no other point with integer
coordinates in its interior, then its volume is less than or equal to 2.
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Figura 2: The cube [—1, 1}3 verifies the equality in Minkowski’s theorem: it is symmetric with
respect to the origin, the only integer point in its interior is (0,0,0)T and has volume 23.

Likewise, we will see some applications of this theorem to algebra and, more specifically, to the
number theory.

Finally, in the fourth chapter, we will consider only polytopes whose vertices are points of
the lattice. It might seem that there is not a remarkable change in the consequences that we can
get. However this assumption will allow us to take the final step forward the completion of our
problem: due to the theory developed in this chapter we will determine, by using a polynomial
expression, not only the number of lattice points contained in any lattice polytope (i. e., a
polytope all whose vertices are lattice points); without any extra effort we will get the same for
any dilation of the polytope. Specifically, we will proove the result known as Ehrhart’s theorem
obtained by Fugéne Ehrhart in 1967, in his doctoral thesis, which can be stated as follows:

If P is a polytope of the n-dimensional Euclidean space all whose vertices
are points of the integer lattice 7™, then there exist coefficients G; depending
only on the polytope and the lattice, such that, for any natural number k, the
cardinal

#{PNZ"} =D Gkl
=0

in other words, it is a polynomial of degree n in the variable k known as the
Ehrhart polynomial.



In the particular case of the Euclidean plane, this result was obtained in 1899 by Georg
Alexander Pick as a consecuence of the following theorem, witch is also proved in the forth
chapter of this work:

If P is a convex polygon of the Euclidean plane all whose vertices are points
of the integer lattice 72, then

#{PNZ*} =vol(P) + %#{frP NZ*} +1,

where vol(-) is the Lebesgue measure and fr P is the boundary of the polygon.






Resumen

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado es dar soluciéon a un problema de la geometria
discreta. Para plantear el problema disponemos de dos elementos: un reticulo A (una "red” de
puntos distribuida de una forma concreta) y un politopo P n-dimensional (un poligono convexo
en el caso del plano), que no es otra cosa que la envoltura convexa de una cantidad finita de
puntos en el espacio euclideo n-dimensional. El problema consistira en determinar la cantidad
de puntos del reticulo que forman parte de nuestro politopo.

Figura 3: Un ejemplo de politopo y reticulo.

Las aplicaciones que desencadena la resolucién de este tipo de problemas son fundamentales
en areas de las matemdticas como, por ejemplo, la optimizacion entera. En este area se defi-
nen figuras F a través de una cantidad finita de desigualdades lineales, buscando un méximo (o
minimo) para una cierta funcién en los puntos de nuestra figura que tienen coordenadas enteras.
La resolucién del problema que vamos a abordar serviria para saber el cardinal de este subcon-
junto de F', o incluso podria determinar que tal minimo o méaximo no existe al no haber puntos
con coordenadas enteras en F', lo que en cualquier caso podria verse como un estudio previo
de la figura para después determinar el mejor método para buscar ese maximo (o minimo), por
ejemplo, atendiendo al niimero de puntos de F' con coordenadas enteras.

El trabajo se divide en cuatro capitulos. El primero servird como introduccién al proble-
ma. En él abordaremos nuestra cuestiéon usando las herramientas que hemos estudiado en el
grado y no nos fijaremos ni en las propiedades que posee nuestro politopo ni en las de nuestro
reticulo. Hablaremos de la técnica conocida como funciones generadoras para replantear nues-
tro problema simplificindolo. Y concluiremos el capitulo dando dos ejemplos de resolucién de
problemas usando esta técnica. Pero como comprobara el lector, las cuentas seran inusualmente
largas a pesar de que los ejemplos serdn usando figuras sencillas en dimension baja, por lo que
resultard conveniente desarrollar una teoria distinta para resolver nuestro problema.
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Precisamente por eso en el segundo capitulo tomaremos ideas de la teoria de convexidad y de
cuerpos convexros que nos seran de gran ayuda. También empezaremos a estudiar los reticulos,
para entender cémo funcionan y tratar de simplificar nuestro problema lo méas posible. Pero
lo interesante de este capitulo son los resultados que se obtienen a partir de cuando estos
conceptos de convexidad y reticulos encajan entre si y, entre otros resultados, nos permiten dar
una aproximacién altamente eficaz para resolver nuestro problema.

En el tercer capitulo usaremos mas a fondo estas relaciones entre los politopos y los reticulos.
Abordaremos resultados que fueron estudiados por Hermann Minkowski, creador y uno de
los impulsores de la denominada geometria de numeros dedicada al estudio de los cuerpos
convexos en el contexto de la teoria de reticulos. En dichos resultados estudiaremos conceptos
tan importantes como la relacion existente entre el volumen de los politopos y la cantidad de
puntos del reticulo que poseen. Por supuesto, no nos olvidaremos de nuestro problema y daremos
varias acotaciones al mismo gracias al teorema de Minkowski y sus consecuencias. Este teorema
fue el inicio de la geometria de ntimeros y establece lo siguiente:

Si Kes un conjunto convexo y compacto del espacio euclideo n-dimensional,
simétrico respecto al origen y que no contiene ningun punto con coordenadas
enteras ademds del propio origen en su interior, entonces su volumen es
menor o igual que 2.
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Figura 4: El cubo [—1, 1]3, verifica la igualdad en el teorema de Minkowski: es simétrico respecto
al origen, sélo contiene al (0,0,0)T en su interior y tiene volumen 23.

Asi mismo, veremos algunas aplicaciones de este teorema al algebra y, mas concretamente,
a la teoria de nimeros.

Por ultimo, en el cuarto capitulo, nos limitaremos a aquellos politopos cuyos vértices sean
puntos del reticulo. Esto puede parecer que no representa un cambio muy grande en las con-
secuencias que podemos aportar, pero este cambio nos permitird dar el paso definitivo hacia
la conclusién de nuestro problema: gracias a la teoria desarrollada en este capitulo podremos
determinar mediante el uso de un polinomio no sélo la cantidad de puntos reticulares de cual-
quier politopo (que posea vértices en el reticulo), sino que podremos ampliar este resultado sin
ningiin esfuerzo extra a cualquier dilatacién que hagamos de dicho politopo. Concretamente,
demostraremos el llamado teorema de Ehrhart, probado por Eugéne Ehrhart en 1967, dentro
de su tesis doctoral, y que puede enunciarse del siguiente modo:
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Si P es un politopo del espacio euclideo n-dimensional cuyos vértices son
todos puntos del reticulo entero Z™, entonces existen coeficientes G; depen-

dientes solo del politopo y del reticulo tales que, para todo numero natural k,
el cardinal

#{PNL"Y =) Gil,
=0

es decir, es un polinomio de grado n en la variable k denominado el polinomio
de Ehrhart.

En el caso particular del plano euclideo, este resultado ya fue obtenido en 1899 por Georg
Alexander Pick como consecuencia del siguiente resultado, que también demostramos en el
cuarto capitulo de este trabajo:

St P es un poligono convexo del plano euclideo cuyos vértices son todos
puntos del reticulo entero Z2, entonces

#{PNZ?} =vol(P) + %#{frP NZ* +1,

donde vol(-) la medida de Lebesque y fr P es la frontera del poligono.

11
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Capitulo 1

Introduccion

Los dos objetivos principales de esta introducciéon son, dar una primera idea del concepto
de reticulo, y dar los primeros pasos para afrontar el problema de contar los puntos que posee
un politopo de un reticulo. Esta forma de afrontar el problema la hemos estudiado en [1J.

Un reticulo es, dados unos elementos b; € R™ con 4 € [ finito, todos aquellos puntos que sean
combinaciones lineales con coeficientes enteros de estos b;. El ejemplo mas usual de reticulo es
el reticulo entero estandar Z"™ C R™ que se obtiene escogiendo como b; a la base candnica

er=(1,0,...,0)T, ea=(0,1,0,...,0)T, ..., en = (0,...,0,1)T.

En esta introduccién consideraremos este ultimo reticulo Z"™ como nuestro reticulo.

Un poliedro P C R™ es el conjunto de puntos que satisface una cantidad finita de desigual-
dades lineales y un politopo es un poliedro acotado.

Y en cuanto al problema de contar los puntos de Z™ que tiene nuestro politopo, por ejemplo,
podemos asegurar por “inspeccién” que el poligono P de la Figura contiene seis puntos
enteros, o, en otras palabras, que #{P NZ?} = 6. Como es habitual, # representa el cardinal
de un conjunto.

Figura 1.1: El reticulo entero Z? C R?, un poligono P C R?, y un punto entero m € P.

Pero al crecer la dimensiéon de nuestros politopos su descripcién analitica se vuelve mas
complicada, el método de ”inspeccion” no es suficientemente valido y necesitamos desarrollar
una teorfa. El primer paso hacia esa teoria es darnos cuenta de que el nimero #{P NZ"} de
puntos enteros de un politopo n-dimesional P C R” sigue la férmula
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#{PNZ"} =#{PINZ"} + #{PoNZ"} — #{QNZ"} (1.1)

siempre que P=P U P,y Q = PN Ps.

Esta observacién nos permite cortar un politopo dado en politopos mas simples, y contando
el nimero de puntos enteros en estas piezas nos permitird conocer el niimero de puntos enteros
en nuestro politopo original (siendo cuidadoso con las intersecciones). Esto es sin duda muy
util, pero no lo suficiente: muchos de los politopos no tienen una forma eficiente de cortarse
en ”piezas simples” si mantenemos la restriccion de que estas piezas sigan siendo poliedros
acotados. Necesitamos mas libertad a la hora de ”cortar y pegar” politopos.

Lo que necesitamos, es ser capaz de extender la propiedad de evaluaciéon de #{P N Z"}
mas alld de los poliedros acotados, puesto que sélo los poliedros no acotados (los conos) son lo
suficientemente sencillos como para que la operacién de ”cortar y pegar” sea eficiente. Pero esto
requiere que le demos sentido de alguna forma a la cantidad de puntos que hay en un poliedro
no acotado.

Afortunadamente ya es conocida una manera de contar para conjuntos infinitos: las funciones
generadoras.

1.1. Funciones generadoras

Al punto entero p = (p1,...,p,)T € R™ le podemos asociar el monomio z? = 24" ... 25" de
n variables x1, ..., z,. Consideramos la suma
>
pePNZ™

donde P es un poliedro y Z"™ C R" es el reticulo entero estandar.

Diremos entonces que si P es un poliedro racional (un poliedro definido a través de de-
sigualdades lineales con coeficientes enteros) y la serie anterior converge para algin x, entonces
converge a una funcion racional f(P,z). En realidad en nuestro caso podremos definir la funcién
f(P,z) incluso aunque la serie no converja para ningun z.

Lo importante de esta técnica es que si P es acotado, evaluandoen x1 =29 =---=x, =1
en f(P,x) obtenemos el nimero #{P NZ"}.

1.2. Funcionamiento de las funciones generadoras:
Caso 1-dimensional

Vamos a poner un ejemplo de esta teoria en el caso més sencillo: con dimensién 1. Vamos a
calcular el nimero de puntos enteros que hay en el intervalo P = [k, n] con k,n € Z.

Como ya hemos comentado, para dividir cualquier politopo eficientemente necesitaremos
los conos (poliedros no acotados) de R™ que, en este caso, son los rayos positivos, los rayos
negativos y el propio R. Vamos a hacer las cuentas:

Supongamos que queremos representar el rayo positivo Py = [0, +00). Como a cada numero
m le asociamos el monomio ™, nuestra funcién f(Py,z) quedaria de la siguiente forma

1
1—=x

siempre que |z| < 1.

+00
f(P+,.1‘) = Zwm:
m=0

14



Figura 1.2: Puntos del rayo positivo Py

Por lo tanto, para el rayo negativo P_ = (—o0, 0], tenemos

1
f(P_,x):= Z ™= TR siempre que |z| > 1.
—x

JJ

Figura 1.3: Puntos del rayo negativo P_

Y gracias a la ecuacién (1.1), como P U P_ = Ry Py N P_ = {0}, si "traducimos” esta
propiedad a las funciones generadoras tenemos que

1 1 1 x
R.z)= f(P P x)—2"= —1= - —1=0.
f( ’x) f( +,$)+f( ,LE) T 1—l‘+1—l‘71 1—2z2 1—=x

Figura 1.4: Puntos de la recta R

Finalmente, procedamos a calcular #{P N Z}. Para ello usaremos que

[k,n] = [k,00) + (—o0,n] — R.

Lo
-

Y

A
Y

Figura 1.5: Representacion de P como suma de dos rayos menos una recta.
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Por lo que f(P,z) = f(k+P+,z)+ f(n+P_,z)— f(R,z) donde k+ P} y n+ P_ representan
los rayos trasladados a los puntos k y n respectivamente. Realizar los calculos de f(k + Py, x)
y f(n+ P_, ) resulta ficil ya que

xk ™

Yy f(n—i_P—?x)::an(P—:x):l_x_1>

f(k+P+,$):£ka(P+,$): 1— 2

por lo que obtenemos la famosa igualdad

k " k n+1

me:f(P,x): Ty 1 —0=
m=k

l—2 1—2—

Finalmente, evaluando f(P,x) en x = 1 y tras un momento de duda, aplicamos la regla de
I’Hopital para obtener #{P NZ} =n — k + 1, como ya sabiamos.

1.3. Funcionamiento de las funciones generadoras:
Caso 2-dimensional

Para este caso, podemos usar el contenido del caso 1-dimensional para deducir que (incluso
en dimensiones superiores) tenemos igualmente que

+00
f(R,x) = Z ™ =0.

m=—00

Esta igualdad nos serd de utilidad en cualquier R".
Asfmismo, la igualdad Y7 _, 2™ = (zF
dimension.

— 2™ /(1 — 2) sigue siendo vélida en cualquier

Vamos a ver como funcionan las funciones generadoras en un ejemplo de dimensién 2: el
tridangulo A de vértices (0,0)T, (0,100)T y (100, 0)T.

100+
804
B0+

404

Figura 1.6: Nuestro tridngulo A.

Como se puede apreciar, nuestro tridngulo A es el resultado de la interseccién de tres
"semiplanos”: Pj" := {(z,y)T € R? : x > 0}, Py := {(2,9)T € R? : y > 0} y P* := {(w,y)7T €
R? : z +y < 100}.
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Figura 1.7: Los hiperplanos de cuya interseccién resulta A.

Por lo que si llamamos A, B y C a los conos intersecciones de estos semiplanos, usando la
férmula de la interseccién tenemos que

f(R2>x17372) = f(P1+7x17$2) +f(P2+7$17x2) +f(P*7$17$2)
- [f(Aaxly-rQ) + f(B,iL‘l,$2) + f(07$17x2)] + f(A,.CIfl,.CL'Q)-

100+ 100 100°

(a) A= P npt (b) B= P np* (c) C=P NP

Figura 1.8: Los conos resultado de las intersecciones dos a dos de los hiperplanos P1+ , P2+ y P*.

Pero como sabemos que f(R,z) = :g):oioo ™ = 0, esto simplifica las cosas puesto que
entonces
+oo +oo +o0o +o0o +o0o
f(R?, zq, 20) := Z Z el = Z x Z xy | = Z z"-0=0
m=—oo N=—0oo m=—oQ n=—oo m=—oQ

+oo  +oo

+oo
f(P1+>$175U2) = Z Z o' wy = Z xy’
m=0

m=0n=—o00

+oco  100—m 100  +oo
f(P* x1,22) 1 = Z Z zl'wly = Z E 2y (w123 ")
m=—0o0 N=—00 r=—00 §=—00
100 +o00 100
(3 ) ) = Y af0=0
= xy L1 = T ,
r=—o0 =—00 r=—o0



con lo cual nuestra féormula se reduce a que

f(Aaxlva) = f(Aa 1'1,%2) + f(B,.iUl,-ﬁUQ) + f(C,.Tl,LU2)-

Pero calculamos facilmente que

oo +oo 1
f(Al'l’:L'Z Zlea}2—Zx1 (Z > Zl‘l -<1_x2>:(1_331)(1—x2)

m=0n=0 mo=0

100 100—n 100 100—n 100 100_n+1
f(Byz1,29) 1 = Z E a'wy = Z 5 E xy E Ty —1 —
n=—oo0 m=0 n=-—0o0 m=0 n=-—0o 1
1 100 100 100
n 101—n 101—n
= Ty (1 —x = Z xh Z Ty T
n=—oo n=—oo n=—oo
1 %00 101 = 1\"
1 2 n=—oo
T -1 N1 ] T _ _ _ —1
Lo \1—25" 1 (z227?) -2 (1—a3 )(1 x1x2 )
100
_ x2
-1 —1
(1_372 )(1_5’31332 )
100 100—m 100 100—m 100 100 m+1
PR m,..n __ m
f(Ca X1, 'CCQ) L= Z Z X1 Ty = E xq E E ;1;1 41 —
m=—oo n=0 m=-—00 n=0 m=—00 2
1 100 100 100
m 101—m 101 —-m
= E z7'(1—=x = Z 7t — Z 7
1— 29 e ! ( 2 ) R — ! — 1
=—00 m=—0oQ m=—0o0

1—$2

2100 100
2101 (2125 1) ) )
T2 _ x{%0 -2 -nt+ P
1—ay! (361362_1)71 l—mz (1- i) (1- xQxfl)
2100

1—%2

(=) (U= maay )

y por tanto deducimos que

> aahe = ! + vy + 71 :
mareanze AT E)=m) D (1-ay ) (L-awt) (e (- e )

Tomando finalmente limites en cada variable (x1 — 1,29 — 1) obtenemos
> 1m™1m2 = #{ANZ2) = 5151,
(m1,m2)EANZ2

cosa que imaginabamos puesto que, al haber 101 puntos enteros en un cateto de nuestro tridngulo
A, deducimos que, en total, tenemos esa misma cantidad de puntos enteros

101 x 102
1+2+3+~~+99+1oo+101=%:5151.

18



Capitulo 2

Toma de contacto

En este capitulo daremos las primeras nociones (de una manera més formal que en el primer
capitulo), asi como sentaremos las bases de las distintas definiciones y notaciones que necesita-
remos para el estudio de los dos capitulos restantes. Las referencias usadas para los resultados
de este capitulo son [7] para la parte de convexidad y [3] y [4] para la seccién de reticulos.

Notacion. En esta memoria, usaremos la notacién de R™ para nuestro espacio euclideo n-
dimensional. As{ mismo, usaremos la notacién (-,-) para denotar el producto escalar en dicho
espacio.

Notacion. Para M C R", usaremos la notaciéon fr M e int M para representar la frontera y el
interior de M respectivamente.

Definicién 2.1 (Poliedro, politopo).
Un poliedro P € R™ es un conjunto definido a través de una cantidad finita de desigualdades
lineales, es decir,
P={zeR": (uj,z) <aj,i€l},

donde u; € R", o € R e I es un conjunto finito (o vacio).
Si el poliedro P es acotado entonces se dice que es un politopo. Denotaremos el conjunto de
todos los politopos de R™ como P".

Observacion 2.2. Si P es un poliedro, ya sea acotado o no, tenemos que es un cerrado para
la topologia usual de R"™, por lo que si P es un politopo entonces es un compacto en dicha
topologia.

2.1. Convexidad y cuerpos convexos

Definicién 2.3 (Combinacién lineal, afin, positiva, convexa).
Se dice que z € R™ es una combinacion lineal de los vectores x1,..., T, y se representa por
x € lin{x,...,x}, si existen Ap,..., Ay € R tales que z = \jx1 + -+ - + A\pzg. Ademds:

= Silos \; verifican A\; + --- + A = 1, entonces se dice que x es combinacion afin de los x;
(x € aff{x1,...,21}).

= Silos A; verifican A\; > 0 para todo ¢, entonces se dice que x es combinacion positiva de
los z; (z € pos{xi,...,xL}).

» Finalmente, si se verifican ambas condiciones para los A;, entonces se dice que x es una
combinacion conveza de los x; (x € conv{zy,...,z}).
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Definicién 2.4 (Dependencia afin).
Se dice que x € R” tiene una dependencia afin respecto a los vectores zy,...,x, cuando
x se puede expresar como combinacién afin de los xz;, es decir, que existen \; € R verificando

A+ -+ A =1 tales que
n
Tr = Z)\sz
i=1

Definicién 2.5 (Conjunto convexo).

Se dice que un conjunto K C R" es convexo si, dados dos puntos cualesquiera de K, el
segmento que los une esté contenido en K. Es decir, si la combinacién convexa \x+(1—\)y € K
paratodoz,y € Ky 0 <A < 1.

N\
r N
.I'.r \\
LY
N\
< ,
\\
\ 4
/
A\
)f \'\.
/ \
N '
N, /
LY s
A" '
N '
AV
W
(a) Los politopos son convexos. (b) Las elipses son convexas. (c) Las estrellas no son
convexas.

Figura 2.1: Algunos ejemplos de conjuntos convexos y no convexos.

Definicién 2.6 (Cono).
Un cono (convexo) es un subconjunto A C R™ que es convexo, no vacio y tal que si x € A,
entonces \r € A para todo A > 0.

Definicién 2.7 (Envoltura convexa, afin y positiva).
Dado un conjunto arbitrario A se define la envoltura convexa de A, y se representa por
conv A, como la interseccién de todos los subconjuntos convexos de R™ que contienen a A.
Andlogamente se define la envoltura afin (positiva) de A, y se representa por aff A (pos A),
a la interseccién de todos los subespacios afines (conos) de R™ que contienen a A.

Observacion 2.8. Gracias a estas definiciones, podemos reescribir las definiciones de envolturas
lineal, afin, positiva y convera de otra forma: dado M C R™ las definiciones anteriores son
equivalentes a que

= lin M es el plano lineal de menor dimensién que contiene a M.
= aff M es el plano afin de menor dimensiéon que contiene a M.
= pos M es el cono con vértice en el origen mas pequeno que contiene a M.

= conv M es el menor conjunto convexo que contiene a M.

Ejemplo. Consideramos el conjunto M = {x; = (1,2)T,29 = (2,1)T} C R2 procedemos al
calculo de lin M, aff M, pos M y conv M:

lin M = {)\1[E1 4+ Xoxo : A1, Ao € R} = R2,
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dado que x1 y z9 son linealmente independientes.

aff M = {\ix1 + doza: M+ Ao =1 = {(A1 + 222,201 + M) T : A+ Ao =1}
= {()\1 + 2(1 — )\1),2)\1 + (1 — )\1))T A\ € R} = {(2 — )\1, 1+ )\1)T T E R}
={(2,1)T+X-(-1,1)T: A e R},

pos M = {)\11‘1 4+ Aoxo A1, Ao > 0} = {)\ . (ala?l + agl'g) Ao, a0 > 0,00 + g = 1},

y finalmente

conv M = {)\1:(}1 + Aoxo i AL+ A =1, A, A0 > 0} = {/\l’l—i- (1 —)\).TQ 0< A< 1}.

aff M

lin M

pos M

] . M ¢ )nvh\ M

Figura 2.2: Los conjuntos M, lin M, aff M, pos M y conv M

Observacion 2.9. Un politopo P € P™ puede verse como la envoltura convexa de una cantidad
finita de puntos. Esto se debe a que las desigualdades lineales delimitan semiplanos de R™, los
cuales siempre son convexos, y a que la interseccién de convexos resulta un convexo (o vacia).

Notacién (Suma de Minkowski). Sean A, B € R", entonces denotaremos A + B como el

conjunto ” suma ” usual para espacios vectoriales, es decir
A+B:={a+b:acAbe B}.
Observacion 2.10. 1. La suma de Minkowski es una operacién continua.

2. La suma de Minkowski de conjuntos compactos (convexos) es un compacto (convexo).
3. Si A, B € R", siguiendo la notacion de suma de Minkowski denotaremos como

A—B:=A+(-B)={a—b:a€ Abec B}.
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Definicién 2.11 (Cuerpo).
Sea K un conjunto compacto de R"™. Entonces decimos que es un cuerpo.
Denotamos al conjunto de todos los cuerpos convexos de R™ como ™.

Definicién 2.12 (Simplice).
Sean zg,...,T, € R™ n + 1 puntos afinmente independientes. Entonces el cuerpo S =
conv{z,...,x,} se denomina simplice.

Notacién. Denotamos como K el conjunto de todos los cuerpos convexos 0-simétricos de R™.
0 ={KeK":K=-K}

Notaciéon. Un ejemplo clésico de cuerpo convexo 0-simétrico son las bolas unidad para la
medida euclidea, es decir

n
B, = {x:m-.-,xnweR”szﬂ?Sl}'
i=1

Denotaremos a la bola de radio r de R™ por

B,(r) = {x = (z1,...,2,)T € R"™: Zaz? < 7’2}.
i=1

Definicién 2.13 (Volumen).
Si K C R™, entonces definimos su volumen como la medida de Lebesgue asociada a K,

vol, (K) == H"(K).
H" es la notacién que usaremos para la medida de Lebesgue n-dimensional.

Notacién. Sea K C R", y sea t € R tal que (0,0,...,0,¢)T € K. Entonces denotaremos como
K, ala seccién (n — 1)-dimensional de K a través del hiperplano {z,, = t}, es decir

K= {(z1,22,...,0,_1)T € R" i (m1,29,...,21,1)T € K}.

Teorema 2.14 (Fubini). Sea K un cuerpo convexo de R™. Entonces,

vol(K) = /OO vol,—1(Ky) dt. (2.1)
—o0
Notacién. Denotamos al volumen de la bola unidad por &, := vol,, (By,).

Resultados basicos sobre los volimenes de las bolas unidad (los valores de k,,) son que

1. k1 =vol([-1,1]) = 2.

2. kg =vol(By) =7-12 = .

3. k3 =vol(B3) =4/3 -m-13=4/3 - 7.

Sin embargo para los intereses de este texto es necesario que conozcamos los valores de x,
para todo n € N. El resultado buscado no es trivial, pero tampoco es demasiado complicado.

Proposicion 2.15. Se tiene que
7.‘.n/2
NEEE)

donde T" representa la funcion Gamma, es decir, T'(x) = fooo t*~le~tdt.

Rp =

(2.2)
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Demostracion. Primero comentemos unos resultados sobre la funcién Gamma:
LI = [Tetdt=1
2. T'(x+1) =2l(x).
3. I'(1/2) = /.
4. Sim € N, se tiene que I'(m + 1) = m!. (Como se deduce de 1.y 2.)

Asi pues obtenemos facilmente que para dimensiones 1, 2 y 3 se cumple la ecuacién (2.2)),

ya que

ml/2 NG 2/ 5

= = = = /{17
Lz+1)  3T(z) V7
7T2/2 s 0
= = — =T = K

rZ+1) T2 1 2

y
ﬂ_3/2 71_3/2 71'3/2 ﬂ_3/2 471_3/2 471'

ré+n  3r@) Ird+1 3rd)  3vm 3
Para probar el caso general necesitamos a la funcién beta:
1
By)i= [ it
0

cuya relacién con la funcién Gamma es conocida

I'(z)l'(y)

S e

Asi pues, si aplicamos la ecuacién (2.1)), tenemos que
Kn @ = vol(B )—2/ H (B, dt = 26— 1/ V(1 —t2)n=1dt

1
= 2/<cn_12/ V(1 - m)”_l—d:c = Hn—1/ x§_1(1 —x) 2 "l
Vi 0

. 15(1 n—|—1>_ﬁ 1\/7?r—";1)
- n— - n— 9
27 2 r(%2)

y podemos deducir (por recurrencia) que

L _VETERY VRTCEYVETG)  VRTCE VRTR) VAT
TURER) TR ) reg) Tegh o)
_ r(n—=1)/2 F(%)Kjl _ a(n—=1)/2 F(§ ) _ r(n=1)/2 %ﬁZ _ /2
r(22) L5 +1) Ly +1) Ly +1)
lo que concluye la prueba. O

Observacion 2.16. Resulta interesante comentar que el volumen de las bolas no aumenta uni-
formemente conforme aumenta la dimensién del espacio. De hecho los valores de x,, alcanzan
su méximo en n = 5 y a partir de ese momento vol(B,,) — 0 cuando n — occ.

K1 =2, ko=3,14, k3=~4,18, r4~493, k5=5,26, kg=>5,16,
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Otro ejemplo lo tenemos si comparamos ahora los valores de vol(B,(1/2))

1 1 1
vol <B2 <2)> ~ 0,78, wvol <IB§3 <2>) ~ 0,52, ..., wvol <B11 <2>> <1073

lo que nos da una idea de cudnto debe crecer el radio de la bola para que vol(B,(r)) = 1.

2.2. Reticulos

Definicién 2.17 (Reticulo).
Sean by, ..., b, € R" linealmente independientes. El conjunto

A ={z1b1 + z9bo + - + z3by 1 2, € Z,1 < i < n}

se denomina reticulo. El conjunto de los wvectores generadores {bi,...,b,} o la matriz B =
(b1,...,by) con columnas b; se denomina la base de A. Un elemento b € A se denomina punto
reticular de A. El conjunto de todos los reticulos de R™ se denota por L.

Figura 2.3: El retfculo hexagonal generado por los vectores (1,0)T y (3, @)T

Observacion 2.18. 1. Los vectores candnicos eq,...,e, € R™ forman una base del reticulo
entero (conocido también como reticulo estdndar):

Zn:{Z:(Zl,...,Zn)TGRnZZiGZ}.

Figura 2.4: El reticulo entero Z3 C R3.

2. Sea B = (by,...,b,) una base de A. Entonces se cumple que A = BZ" y, en particular, A
es un subgrupo de R", es decir, b — b € A para todo b,b € A.

24



3. Sea B = (by,...,b,) una base de A. Entonces, por la independencia lineal de los b; podemos
garantizar que det B # 0, y por tanto la matriz B siempre serd una matriz invertible de
RTLXTL'

Definicién 2.19 (Matriz unimodular entera).
Una matriz de enteros U € Z™*™ se dice unimodular si y sélo si |det U| = 1. El grupo de
todas las matrices unimodulares enteras se denota como GL(n,Z).

Observemos que por su propia definicién se deduce que una matriz de enteros es unimodular
si y sélo si la matriz y su inversa son matrices de enteros.

Proposicién 2.20. GL(n,Z) ={U ¢ R"" : UZ" = Z"}.

Demostracion. U € GL(n,Z) si y sélo si U, U~ € Z"™", lo que equivale a que

uzr C 7z’
y
ulzr Cczn.
Como esta ultima inclusién es equivalente a que Z™ C UZ'™ se tiene el resultado deseado. O

Observacion 2.21. Sea
e 25 64
S\ 16 41 )
Gracias a que A es una matriz unimodular entera, podemos asegurar que A = AZ? = 772

Lema 2.22. Sea A = BZ"™ € L". A = (a1,a9,...,a,) es una base de A si y sdlo si eziste
Ue€GL(n,Z) tal que A = BU.

Demostracion. A es una base de A si y sélo si AZ™ = A = BZ™ lo que es equivalente a que
B~1AZ™ = 7" y por tanto a que U = B~'A € GL(n,Z) por la proposicién m O

A continuacién vamos a ver dos de los conceptos de mayor utilidad para la teoria de reticulos,
al punto de que, en cierta forma, identifican univocamente nuestro reticulo.

Definicién 2.23 (Determinante, celda fundamental).
Sea A € L™ con base B = (by,...,by).

1. Se denomina el determinante de A a det A = | det B].

2. P = {pib1 + - +pubp : 0 < p; < 1,1 <i < n} = B[0,1)" se denomina la celda
fundamental o paralelepipedo fundamental de A (para cada base B).

(a) B={(1,0)7, (%, %)} (b) B={(0,v3)",(-1, -2} (o) B={(,—2). & L)}

Figura 2.5: Distintas celdas fundamentales para el reticulo hexagonal segtin la base B elegida.
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Observacion 2.24. 1. Gracias al Lema [2.22] podemos asegurar que det A es independiente de
la eleccién de la base B.

2. det A = vol(Pp) y det(uA) = |u|" det A, con u € R.

3. det A < |by]||ba]...|bn|, ddndose la igualdad si y sélo si los vectores b; son ortogonales dos
a dos (Desigualdad de Hadamard).

4. P N A = {0}. Pero incluso podemos asegurar que (Pg — Pg) N A = {0}, puesto que
Pgp—Pg=B-(-1,1)"
Ahora, usando la funcién de redondeo por defecto |-|, definida para R, podemos dar una
generalizacion de extrema utilidad para nuestros reticulos:

Notacién. Sean aj,ag,...,a, € R" linealmente independientes y sea A = (ay,ag,...,a,). Sea
z €R" conz =), pa; conlos p; € R. Denotamos entonces

lz)a = |pi]ai.
i=1

En particular, conseguimos que |z|4 € AZ"™ y que x — |z |4 € Pa.

Proposicion 2.25. Sea A = BZ" € L™. Entonces

R" = [ J(b+ Pp),
beA

es decir, R™ es la union disjunta de las traslaciones por el reticulo de Pg.

Demostracion. Para ver la igualdad basta con darse cuenta de que para todo x € R™ tenemos
que

z=(z—|z|p) + |z]p-

El primer sumando esta en Pg y el segundo es un punto del reticulo A.
Para probar que la gnién es disjunta observamos que si para ciertos b,b € A existe x € R"
tal que = € (b+ Pg) N (b+ Pg), entonces llegamos a que

b—b=(b—x)—(b—2x) € (Pg— Pg)NA={0}.

Donde la tltima igualdad se debe al 4° item de la observacién Por tanto deducimos
que b = b, lo que concluye la prueba. ]

Definicién 2.26 (Conjunto discreto).
Un conjunto S C R™ se denomina discreto si existe un € > 0 tal que |s; — s2| > € para todos
81,82 € 57 S1 7& 52.

Teorema 2.27. S C R™ es un reticulo si y sélo si S es un subgrupo discreto de R™ y contiene
n puntos linealmente independientes.

Demostracion. Obviamente, todo reticulo es un subgrupo de R™ que contiene n puntos lineal-
mente independientes. Sea B la base del reticulo y denotamos como ¢ al minimo de la funcién
|Bz| en S"1 = {z = (21,...,2,)T € R" : 37  2? = 1}. Entonces para z € Z" \ {0} tenemos
que |Bz| > ¢|z| > €, lo que prueba que el conjunto es discreto.
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Para la otra direccién sean s1, so, . . ., s, € S sus n puntos linealmente independientes. Vamos
a razonar por induccion para probar que existen by, bo,...,b, € S tales que, para 1 < k < n,

lin{sy,s2,...,86} NS ={x1by + -+ + apby : z; € Z}.

Por supuesto, el caso k = n concluye la prueba.

Para el caso k = 1 sea by # 0 el vector mas pequeno en conv{0, s;} NS. Como S es discreto
tal eleccién es posible, y al ser S un subgrupo tenemos que {x1b; : 1 € Z} C lin{s;} NS. Sea
s €lin{s;} NS ysea A € R tal que s = A\b;. Entonces tenemos que s — |[A]by = (A — [A])b1 € S
y por la minimalidad de b; tiene que darse que A = [A] € Z. Con lo que ya tenemos

{l‘lbl 1x1 € Z} = 1111{81} ns

y, por tanto, el caso k = 1.
Asumamos que ya tenemos los primeros by, be, ..., b; y busquemos ahora el by 1. Conside-
remos el paralelepipedo (k + 1)-dimensional

k
Py = {Z ;b + app18k41: 0 <oy < 1} .
i—1

Sea bi11 € Pry1 NS que tenga distancia mas pequena a lin{by, by, ..., by}, es decir,

k
bit1 = E ;b; + Clpy15K+1
i1

y @41 > 0 es minimo de entre todos los puntos de Py N .S. Obviamente, tenemos que
lin{bl, ey bk+1} = lin{sl, e ,8k+1}, luego

{:L‘lbl —+ 4 l‘k+1bk+1 1 x; € Z} C 1111{81, RN Sk+1} ns.

Sea s € lin{sy,...,sg+1} NS dado por s = Zfill Bib;, con B; € R. Entonces tenemos que

k+1 k+1 k
s =Y 1Bilbi =D (B — 1Bi))bi = > (B — 1Bi)bi + (Brsr — [Brr1))bria
i=1 i=1 i=1

k
= [(/Bi — [8i]) + @Bt — LﬁkﬂJ)]bi + @1 (Bkt1 — [Br+1))sk+1-
i=1

Para abreviar denotemos como u; a estos ultimos coeficientes de los vectores, es decir

wi = (Bi — [Bi)) + @(Bryr — | Bryr])) » 1 <i <k,

P11 = g1 (Bry1 — [Brs1])-

Entonces, como 0 < k11 — [fr+1] < 1, tenemos que 0 < ppiq < @kyq y también sabemos
que

kt1 k k
s =3 1Bibi =Y lpalbi =Y (ps — Lpa) bi + priaska € SN Piga.
i=1 =1 i=1

Por la eleccion de @41 vy dado que pp+1 < @ky1, tenemos que prpy1 = 0 y por tanto
Br+1 = | Br+1] € Z. Ademads, gracias a la hipétesis de induccién, tenemos que

k
s — ﬁk—&—lbk—&-l = Zﬂzbz S lin{sl, ce ,Sk} ns = {xlbl + 4+ xk—&—lbkz—&-l 1 T; € Z}
i=1
y por lo tanto tenemos garantizada la integridad de los 3;, para todo 1 < i < k. O
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Corolario 2.28. Sean ay,...,a, € A € L" linealmente independientes. Entonces existe una
base by,...,b, de A, tal que

ar € lin{z1by + -+ 2zkby 1 2z, € Z},1 < k <.
Demostracion. Basta aplicar el Teorema con s; =a;, 1 <i<n,yconS=A. O

Proposicién 2.29. Sea K C R" un conjunto medible Riemann (con interior no vacio) y A un
reticulo arbitrario con determinante no nulo. Entonces

vol(mK)

_— = A. .

Demostracion. Observamos primero que es suficiente con probarlo para el reticulo entero: en

efecto, si tenemos que
vol(mK)
lim

m—oo #{mK NZ"}

entonces, como A = BZ"™ para alguna matriz B € GL(n,R), se tendria que

=detZ" =1 (2.4)

1
| det B

#{KNAY=#{B'KnZ"} y vol(B'K)= vol(K),

y por tanto

I(mK (mBK
i YK e a) i ol )

m—oo #{mK NA} m—oo #{mB~1K N7Zn"}
Probemos pues ([2.4)).

Para probarlo primero consideramos B = {x = (x1,...,2,)T € R" : 0 < z; < [;} una caja
ortogonal con uno de su vértices en el origen.

= det A.

[ ] L ] L ] e ® [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] L ] L ] [ ] [ ]
l

® 21r ® .JB ® [ ] ®
€9

[ ] El"‘ ]e & & [ ]

[ ] L ] L ] L ] [ ] [ ]

Entonces .
vol(B)= [t v #{Bnz"}=]](L]+1),
i=1 =1
y param > 0,

n n

volmB) =m"[[li v #{mBnZ"} =]](lmk] +1).

i=1 i=1

Por lo tanto,
I(mB T
lim M = lim nm iz =1
m—oo #{mBNZ"}  m—oo [[;(|ml;] +1)

En segundo lugar, si consideramos una policaja A = UleBi, es decir, la unién (con interio-
res disjuntos) de una cantidad finita de cajas ortogonales, entonces vol(A) = Zle vol(B;), vy
facilmente se obtiene que (2.4]) se verifica también para A.
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Finalmente, si K es un conjunto medible Jordan o Riemann (como en nuestro caso), se tiene
que
sup{vol(A) : A policaja , A C K} = inf{vol(A") : A" policaja , K C A},

y dado que el volumen es continuo, podemos concluir que (2.4)) se verifica para K. O

Corolario 2.30. Sea K C R"™ un conjunto medible Riemann (con interior no vacio) y A un
reticulo arbitrario con determinante no nulo. Entonces

1 det A
vol(K) = lim # {K N A} iy (2.5)
m—00 m mn
Demostracion. Esto resulta evidente si aplicamos la proposicion [2.29] ya que
1
#{KﬂA}:#{mKﬂA}. O
m

Observacion 2.31. Sean A € L™y K € K". Gracias a la proposicién [2.29| estamos en condiciones
de dar una primera aproximacién para calcular #{mK N A} con m € R suficientemente grande.
Gracias a la ecuacién ([2.3) podemos asumir que
vol(mK)

det A

Ejemplo. Pongamos a prueba esa aproximacién: Sea K = By C R?, sea m = 3,2 y consideramos

A el reticulo con base
1
B = ( L 5 ) .
0 %

Entonces gracias a la observacién [2.24] y a la proposicion [2.29] tenemos que

det A = |det B| = \ég y que  vol(B(3,2)) = 7 - 3,2%,

luego el valor de #{B2(3,2) N A} deberia ser préximo a
vol (B2(3,2))  w-32%2-2 w-162-2-v3 7m-512-V3

det A V3 523 75

Por lo que, al observar la figura comprobamos #{B2(3,2) N A} = 37 y que se trata de
una buena aproximacion.

#{mK N A} ~

~ 37,146.

Figura 2.6: La bola B2 (3,2), el reticulo A C R? y su celda fundamental.
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Definicién 2.32 (Subreticulo, Indice de un subreticulo).
Sea A € L™ y sean ay,...,a, € A linealmente independientes.

Ag:{zlal—i—‘”-i-znan:ziEZ}

es un nuevo reticulo que recibe el nombre de subreticulo de A con base A = (aq,...,an,).
Se denomina indice de un subreticulo al nimero de clases laterales del subgrupo Ag en A,
es decir, al indice de Ag en A y se denota como |A : Ag].

Ejemplo. Vamos a ver un ejemplo de subreticulo de nuestro ya conocido reticulo entero:

] L] L] L] L] L] L L L [ ] o L @ L] L &} L] [ ]
] L] L] L] L L L L L] ] L] L] ] o] L] L] L] [ ]
] L] L] q\ ] L] L] L] L [ ] [ ] Q L] ] L] L] o} @
e o e o e o o o o e e e e o e e e
e e o o 14 e e o e e e © ®© e e o O
] L] ® L] L L L @ L] [ ] o L] ] ] L] o ] ]
] L] L] L] ] L] L] L] L @ [ ] L] L] o] L] L] L @
] L] L] L] ] L] L] L] @ [ ] L] o] L] [ ] L] [ ] o] ]
] L] L] L] L] L] L L L @] L @ L] [ ] o L @ L]
(a) El subreticulo Ao (en rojo) sobre el reticulo (b) Las distintas clases laterales de Ao en Z2
72 junto a las celdas fundamentales de ambos. marcadas en distintas tonalidades.

Figura 2.7: El subreticulo Ag C Z? generado por los vectores (2,1)T y (—1,2)T.

Lema 2.33. Sea Ag C A € L™ un subreticulo de A. Entonces
1. |A: Ao| = #{Pa N A} para cualquier base A de Ay.
2. |A: Ag| =det Ag/det A.

Demostracion. 1. |A: Ag| = #{PaNA} es equivalente a que cualquier punto reticular esta en
la misma clase que algin tnico punto de P4 N A, es decir, que

A= (c+no).

c€PANA
Para todo b € A tenemos que [b]4 € Ag C Ay por tanto (b — |b]a) € P4aNA. Por lo que
b= (b—[bla)+ [b]la € (PaNA)+ Ap.
Ahora, si existen by, by € P4 N A tal que {x} C (b1 + Ag) N (ba + Ag) # ) entonces
by —be= (b1 —x) — (ba —x) € (Pa— Pa) N Ay = {0}.
Por tanto by = by y queda probada que dicha unién es disjunta.
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2. Observamos que
mPy = U (myiai + -+ -+ mpay, + Pa),
1<m;<m

donde m;,m € N. M&s atn, ya que para todo a € A tenemos que #{(a + P4) N A} =
#{Pa N A} y tras echar un vistazo a la primera parte del lema, deducimos que

#{mPsNA} =m"#{PsNA} =m"|A: Agl.

Finalmente, como P4 es medible Riemann, gracias al corolario [2.30] podemos escribir

1 det A PinA
det Ag = volPy = lfm #{PA N —A} A _ et A 1im TUPPAOAL _ia IA = Aol.
m—oo m m" m—00 mm
O
Corolario 2.34. Sean uy,...,u, € Z" linealmente independientes. Entonces

|det(ug, ... ,up)| = #{{plul + -+ pru,y : 0<p; <1} HZ”}.

Demostracidén. Basta con aplicar el lema 2.33] con A = Z" y Ag el subreticulo de Z" generado
por los uq,...,u,. ]

Observacion 2.35. Sea Ag = AZ™ € L™ un subreticulo de A. Entonces, si A es base de A es
equivalente a que A = Ag, o lo que es lo mismo, a que |A : Ag] = 1 que, gracias al lema m
equivale a que AN P4 = {0} que claramente es lo mismo que

Am{pla1+"'+pnan:0§pi§1}:{51a1+"'+5nan:Eie{oal}}-
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Capitulo 3

El Teorema de Minkowski

En este capitulo vamos a ver, entre otros resultados, un teorema fundamental para abordar
nuestro problema de contar puntos reticulares, asi como algunas aplicaciones que tienen dichos
resultados. Las referencias usadas para este capitulo son [3] y [4].

Lema 3.1. Sea A € £? y sean a1, as € A linealmente independientes. Entonces
ai,az base de A < conv{0,a1,a2} N A ={0,a1,a2}.

Demostracion. Si aq,ao son una base entonces cualquier punto de A tiene una tnica represen-
tacién como una combinacién entera de a; y ag. Por lo tanto conv{0,a1,a2} N A ={0,a;1,a2}.
Para probar el otro sentido definimos T4 = conv{0,a1,as} y

Py ={pia1 +p2az : 0 < py,ps < 1}.
Por la observacién [2.35 es suficiente con probar que
PaNA= {0,a1,a2,a; + az}.

Seab € P4NA,sib € TaNA entonces tenemos que b € {0, a1, az} por hipétesis. Supongamos
ahora que b ¢ T4 y por tanto b = pia; + paag con 0 < pj,py < 1, pero con p; + p2 > 1. Pero
entonces tenemos que como (1 —p;) + (1 — p2) < 1, entonces

(a1+a2)—b: (1—p1) a1+(1—p2) a2 GTAQA:{O,al,CLQ},

Lo que implica que b € {a1,a2,a1 + as} y esto concluye la prueba ya que el otro contenido
es evidente. 0

Observacion 3.2. No puede existir un lema analogo para dimension > 3.
Para n > 3y m € N consideramos b(m) = (1,...,1,m)T e R" y

T"(m) = conv{0, ey, ea,...,en_1,b(m)}.

Se tiene que
T"(m)NZ" = {0,e1,e2,...,en—1,b(m)},

pero el determinante del reticulo con base B = {ej,ea,...,e,—1,b(m)} es m, por lo que esta
base no puede ser base de Z" (detZ™ = 1).
Los T"(m) se denominan los simplices de Reeve.
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Figura 3.1: T3(3), Ag = BZ™ (en rojo) y su base {e1, ez, b(3)}.

Lema 3.3. Sean uq,...,uy € Z"™ y sean k; € N, tal que k1 > 1, 1 < i < m. El conjunto
A={z€Z": (uj,z) =0méd k;, 1 <i<m}
es un reticulo con det A < k1ky - - - k.

Demostracion. Por definicién A es un subgrupo discreto de R”, incluso de Z™. Como los n
vectores linealmente independientes (ky - - -k, )e;, con 1 < i < n, pertenecen a A, el Teorema
prueba que A es un reticulo.

Como A es un subreticulo de Z™ podemos considerar las diferentes clases laterales de A
con respecto a Z". Dos puntos z1, z9 € Z™ perteneceran a diferentes clases laterales si y sélo si
z1 — 22 ¢ A, es decir, si existe un 74" tal que (u;, 21 — z2) Z 0 méd k;.

Es decir, para algin u; los enteros (u;, z1) y (u;,z2) han de pertenecer a distintas clases
residuales mod k;. Para cada u; tenemos entonces como mucho k; clases residuales y por tanto
el nimero maximo de clases laterales que podemos obtener viene dado por el producto kq - - - kyy,.
Y concluimos el lema puesto que entonces

detA:]Z":A\Mgl kikg - k. O
Lema 3.4. Sea X C R" un conjunto medible y acotado.
1. Si(z14+ X) N (22 + X) =0, para todo z1,2z9 € Z", 21 # 22, entonces vol(X) < 1.
2. 81 X + 7" =R" entonces vol(X) > 1.

Demostracion. Sea P = [0,1)" la celda fundamental de Z™, ysea M = {z € Z" : (z+ P)N X # 0}.
Entonces, por la Proposicién tenemos que

vol(X) = vol((Z" + P)NX) = > vol((z+P)NX)= > vol(PN (X - z)).
zeM zeM

Para probar el primer caso usamos que [PN(X —2z1)|N[PN(X —22)] = 0 para 21 # 29 € Z",
y por lo tanto

vol(X) = > vol(P N (X — z)) = vol(P N (X — Z")) < vol(P) = 1.
zeM

Para el segundo caso tenemos que

vol(X) = )~ vol(P N (X — 2)) > vol(P N (X +Z"]) Envol(P) =1. O

zeM
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Corolario 3.5. Sea X C R™ con vol(X) > 1. Entonces existen xi,x9 € X, con x1 # x2, tal
que 1 —x9 € Z". (En otras palabras, entonces existe un t € R™ tal que X +1t contiene al menos
dos puntos del reticulo Z" ).

Demostracidn. Por el lema[3.4 deducimos que deben existir zq, zo € Z™, con z1 # zo y un x € R”
tal que x € (21 + X) N (22 + X). Por lo tanto x — 21,2 — 20 € X y (x — 21) — (x — 22) € Z".

La aclaracién se obtiene considerando t = —x3, con x2 € X del enunciado, y comprobando
entonces que tanto 0 =x9 —x9 =29+t € X +tcomox; —xo =21+t € X + 1. ]

3.1. Teorema de Minkowski y sus consecuencias

El siguiente resultado fue probado por Minkowski en [5]. Sin embargo, para la prueba me
he basado en [I].

Teorema 3.6 (Minkowski). Sea K € Kf con vol(K) > 2". Entonces
KAz {0} #0,

es decir, un cuerpo convexo 0-simétrico de volumen al menos 2" siempre contiene un punto no
trivial del reticulo entero.

Demostracidn. Primero supongamos que vol(K) > 2". Entonces tenemos que vol(3K) > 1y por
el corolarioexisten T1,T9 € %K, r1 # T3, tal que x1—x9 € Z". Como x1—x9 € %K—%K =K
hemos terminado.

Para el caso vol(K') = 2" procedemos por reduccién al absurdo: suponemos que KNZ" = {0}.
Como K es compacto existe un A > 1 tal que AKNZ" = {0}. Sin embargo vol(AK) = A\"2" > 27
y tenemos un contradiccion con el caso anterior. O

Observacion 3.7. El cubo [—1,1]" prueba que la condicién sobre el volumen es la mejor (en
general) posible.

Corolario 3.8. Sea A € L™ y K € Kf con vol(K) > 2" det A. Entonces

KnA\{0} #0.
Demostracion. Sea B una base de A. Entonces tenemos que
(K
KNA=B(BKNZY),y que vol(B- i) = Y20 5 gn.
det A
Luego el corolario se sigue inmediatamente del Teorema de Minkowski. O

Proposicion 3.9. Sea p un ndmero primo. Entonces existen a,b € N tales que
2, 32 - .
a“+b*+1=0mdd p.

Demostracion. Para p = 2 la prueba resulta evidente tomando a = 1,b = 0.
Consideramos ahora que p sea impar. Para 0 < a < %(p — 1) los nimeros a® pertenecen a
distintas clases residuales méd p, dado que

a>=a’médp & (a—a)(a+a)=0médp < pl(e—a)ata) < a=a.

Sucede exactamente lo mismo si miramos ahora las clases residuales de los —b*> — 1 para
0<b< %(p —1). Dado que sélo hay p clases residuales médp y tenemos %(p —1) 41 elecciones
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de clases distintas para los a y para los b que elijamos, debe existir una eleccién de a y b tales
que esas clases coincidan (puesto que [F(p—1)+ 1]+ [A(p—1)+1=(p—1)+2=p+1> p).

Asi pues, es posible elegir 0 < a,b < %(p —1) tal que a®> = —(b%> + 1) méd p, lo que concluye
la prueba. O

Teorema 3.10 (Fermat, Lagrange). Todo entero positivo m € N puede ser escrito como la
suma de cuatro cuadrados, es decir, existen my,ms, ms, mg € N tales que

m = (m1)2 + (m2)2 + (m3)2 + (m4)2.

Demostracion. Lo primero es destacar que es suficiente con probar el teorema para aquellos
enteros m libres de cuadrados, es decir, los enteros que no son divididos por ningin nimero al
cuadrado (salvo el 1).
C .2 2,2 42 _ .2 2,2 42
En segundo lugar, si n = ning y n1 = o7 +yi + 27 + {7 y ne = x5 + y3 + 25 + t3, entonces

n=ning = (22 + 92 + 22 + 13) (22 + y2 + 22 + 2
= (122 — y1y2 — 2122 — t1t2)2 + (x1y2 + Y122 + 21t — t122)2
+ (2122 — yite + 2122 + t1y2)? + (1t2 + Y122 — 2192 + 122)%,

luego basta con probar el enunciado para los niimeros primos.

Como 2 = 12 4+ 12 + 0% + 0%, vamos a probarlo para p un primo impar. Segtin la proposicién
es posible elegir a, b tales que a? + b% + 1 = 0 méd p.

Consideramos ahora el reticulo de R* definido por

A= {(z,y,2,t)T € Z* : 2 = ax + by méd p, t = bx — ay méd p}.
El lema nos asegura que det A < p?. De hecho se tiene que una base de A es
Base de A+ {(a,b,—1,0)7, (=b,a,0,1)T,(p,0,0,0)7, (0,p,0,0)T},

por lo que incluso podemos asegurar que det A = p?.
Si consideramos la bola 4-dimensional de radio » = /1,9 p, obtenemos que
rt 72 (1,9)% 2

vol(By(r)) = 5 = 5 p? > 24 det A.

Como consecuencia, el corolario nos asegura la existencia de un (x,y, z,t)T # 0 tal que
(z,y,2,t)T € ANB4(r) y por tanto que

0422 +y2 4+ 22 +12 <r? < 2p.
Por otro lado, tenemos que
PP+ 2242 =22 P+ (e + by)? + (b —ay)? = (22 4 y?) (@® + V¥ + 1) = 0 méd p.

Y como tenemos que 22 + 12 + 22 +t? es multiplo de p, distinto de 0 y también es estrictamente
menor que 2p, ha de darse que p = 2% + y? + 22 + t2 con lo que concluye la prueba. ]

Teorema 3.11. Sea k € N y sea X C R™ un conjunto medible Riemann con vol(X) > k.
Entonces existen x1,%2,...,Tp41 € X conx; # xj paral <i# j < k+1, tales que v, —x; € Z".
(Dicho de otra forma: existe unt € R™ tal que t+ X contiene al menos k+ 1 puntos reticulares
de Z™).
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Demostracion. Como tenemos un conjunto medible Riemann aplicando el corolario [2.30] sabe-
mos que

1 1
E<vol(X)= lim # {Xﬂ Z”} —
m

m—oo mm

Por lo que existe un m € N tal que # {X N %Z"} > km'. Si consideramos el reticulo %Z” y
como subreticulo de éste a Z™ tenemos entonces por el lema que

n
m det (EZ”) —

pero como # {X N %Z”} > km™ y como mucho hay m" clases laterales de Z" como subreticulo
de LZ", deben existir al menos (k + 1) diferentes z1,..., 2541 € X N 2Z" perteneciendo a la
misma clase lateral, y por tanto, cumpliendo z; — z; € Z". ]

Corolario 3.12. Sea A € L y sea K € K" con vol(K) > k2" det A. Entonces

#{KNA} >2k+1.

Demostracion. Lo primero es probar el resultado para A = Z" y suponiendo a su vez que
vol(K) > k2™, o lo que es lo mismo, que

1
1| =K k.
VO <2 >>

En este caso el Teorema[3.11|garantiza la existencia de (k+1) puntos distintos @1, ..., zx41 €
%K con x; — x; € Z". Asumamos que z tiene longitud maxima entre los z; y consideramos
2 = 241 — 1, 1 < i < k. Entonces tenemos que z; # zj, i # j y z; € KNZ"\ {0}. En realidad
tenemos mé&s que eso, ya que por la eleccién de z; todos los puntos cumplen que (x1,z;) < 0
lo que implica que los 2k puntos +z;, 1 <7 < k, son distintos dos a dos. Estos puntos junto al
punto 0 nos da la cota inferior deseada.

Por otro lado, si vol(K) = k2™ y suponemos que #{K NA} < 2k+ 1, como K es compacto,
entonces existe A > 1 tal que #{\K N A} < 2k + 1, pero esto no puede ser porque contradice
el caso anterior puesto que vol(AK) > k2.

Finalmente, sea A un reticulo cualquiera, y consideramos B una base de A. Entonces

vol(K) S kon

KNA=B(B'KNZ") ytambién tenemos que vol(B™'K) = oth 2

con lo que podemos aplicar el primer caso con el cuerpo convexo B~'K para obtener

#{BT'KNZ"Y >2k+1 vyportanto #{KNA}>2k+1. O

3.2. Una version equivalente del teorema de Minkowski.
Notacién. Sean K € K, A € L™. Entonces denotaremos
A (K, A) ;= min{A > 0: dim(AKNA) > 1} = min{\ > 0 : AK contiene un punto no nulo de A}.
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\N(P,Z2)P
. P . L

Figura 3.2: Un politopo P junto con \;(P,Z?)P.

Observacion 3.13. 1. Si A € GL(n,R), es decir, A € R"*™ con det A # 0, entonces A\; (K, A) =
M(AK, AN).

2. Sip€Rcon p#0, entonces A\ (K, A) = %Al(K, A) = \(K, %A)

3. (int K)NA\ {0} =0 siysdlosi \j(K,A) > 1.

4. \i(Bp,A) = min{|u| : uw € A\ {0}}.

Observacion 3.14. Resulta de interés comentar que a veces es suficiente con probar propiedades
para el reticulo Z", pudiendo generalizarse dichos resultados a cualquier otro reticulo. Esto se
produce cuando en las propiedades que se quieren generalizar intervienen operadores de reticulos
y cuerpos convexos que son invariantes por ”transformaciones” producidas por matrices A con
det A # 0.

Si consideramos K € K™ y A € L™, es facil observar que cualquier propiedad que enunciemos
en términos de #{K N A} y de A\ (K,A) se podra generalizar a cualquier reticulo una vez
esté probada para Z": si B es una base para A tenemos que A = BZ" y bastaria con considerar
el cuerpo convexo K = B~!K ya que entonces

#{KNA} =#{BB'KNA} =#{BKNBZ"} = #{KNZ"}
y, gracias al primer item de la obsevacion [3.13
M(K,A) = \(B'K,B7'A) =\ (B™'K,B7'BZ") = \ (K, Z").

Por tanto, al probar que una propiedad se verifica para Z", serviria para generalizar el resultado
a cualquier reticulo.

El siguiente resultado no es mds que una reformulacién del Teorema [3.6] de Minkowski.
Teorema 3.15 (Minkowski, versién equivalente). Sean K € K y A € L™. Entonces
AL(K,A) vol(K) < 2" det A.

Demostracién. Por la definicién de A\j (K, A) tenemos que int[A; (K, A)K|NA\{0} = () y entonces
por el corolario [3.8] tenemos que

vol(A1 (K, A)K) = vol(int[A; (K, A)K]) < 2" det A. O

Teorema 3.16. Sea K € K y sea A € L™. Entonces

o= (s o)

38



Demostracion. Gracias a la observacién [3.14] podemos limitarnos a probar el resultado para
A = Z". Para facilitar la notacién denotamos por \; a A1 (K, Z"™). Sea entonces

k:h(;mﬂf

Supongamos que existen a = (ai,...,a,)7,b = (b1,...,b,)T € K NZ" tal que cada a; — b; =
0 méd k para 1 < i < n. Entonces deducimos que

1 2 (1 1 2
- _ P - _ - 3 n
k(a b)_k(2a Zb>€kK C int(AM K)NZ"\ {0},

ya que 2/k < A1. Pero por la definicién de A; tenemos que
dim( int(MK)NZ") =0

y por tanto tiene que darse que a = b.
Resumiendo: hemos probado que para dos puntos reticulares a,b € K debe existir alguna
coordenada con a; — b; # 0 méd k. Por lo que el cardinal de K N Z™ no puede exceder k™. [

Corolario 3.17. Sean K € K y A € L™ con (int K) N A = {0}. Entonces #{K N A} <3™.

Demostracion. Resulta evidente ya que gracias a la observacion sabemos que A1 (K,A) > 1,
y aplicando el Teorema deducimos que

#{KQA}SQ)\l(;A)Jrang(Lerlj)”:S”. 0
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Capitulo 4

El polinomio de Ehrhart

En este capitulo vamos a ver una bateria de resultados todos enfocados a obtener un cierto
polinomio que nos permita calcular los puntos reticulares de nuestros politopos convexos, o mas
bien, de un tipo concreto de ellos, aquellos que estan "apoyados” en puntos del reticulo. La
bondad de estos métodos radica en que si logramos conocer los coeficientes de dicho polinomio
seremos capaces de determinar los puntos reticulares no sélo para nuestro politopo, sino para
cualquier ”dilatacién” suya.

Figura 4.1: Un politopo P y su dilataciéon de tamano 2, 2P.

Primero veremos resultados enfocados a politopos 2-dimensionales, pero estudiaremos tam-
bién una generalizacion para cualquier dimension.
Los resultados de este capitulo han sido recopilados de [3] y [4].

Definicién 4.1 (Politopo reticular).

Un politopo P € P™ se denomina politopo reticular con respecto a un reticulo A € L" si todos
los vértices de P son puntos reticulares de A. El conjunto de todos los politopos reticulares con
respecto a A lo denotaremos por Py. En el caso del reticulo entero Z" utilizaremos la notacién
P para mayor comodidad.

Hasta ahora no hemos tenido demasiadas complicaciones en las cuentas, sin embargo a partir
de ahora las cosas no seran tan sencillas, por lo que es conveniente que definamos un operador
para lo que hasta ahora denotabamos como #.

Notacién. Para S C R" y un reticulo A € £ denotaremos como Gx(-) al operador ”cardinal
de puntos reticulares”, es decir,

GA(S) = #{SNA}.

En el caso del reticulo entero escribiremos G(S) en vez de Gzn (S).
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4.1. Caso 2-dimensional

Lema 4.2. Sean ai,as € A € L? linealmente independientes, y sea T = conv{0, ay,as}. Enton-
ces se tiene que

vol(T) 1
— frT 1.
det A + 2GA( rT)+

GA(T) =

Demostracion. Sea Ay el subreticulo de A generado por A = (a1, a2), y sea Py = {\1a1 + A2ag :
0 < \; < 1}. Por el lema tenemos que

~detAg  |det(a1,a2)]  vol(Pa)  2vol(T)
~detA  detA  detA  detA

GA(Py)

Ahora vamos a dividir los puntos reticulares de P4 en tres partes: Uy = int TNA, Uy = fr TNA
y Us = (PA\T)QA.

Figura 4.2: El subreticulo Ay (en rojo), el interior y la frontera de T', P4 y los puntos a1y as.

Entonces Gp(P4) = #Uy + #Us + #Us — 2, ya que ay, a2 ¢ Ps. Ademds, observamos que
Ps\T ={ a1+ X2a2 : A\1 + A2 > 1,0 < \; < 1} = (a1 + az) — int T'. Por lo tanto #Us = #U;
y entonces

2vol(T)

det A
donde despejamos G (T') para obtener

= GA(U) = 24U + #Us — 2 = 2GA(T) — GA(fr T) — 2,

ollD) | Lo ) +1. 0

Ga(T) = det A 2

El siguiente resultado fue probado por Pick en [6]. Sin embargo, para la prueba me he basado
en [I].

Teorema 4.3 (Pick). Sea P € P} un politopo reticular 2-dimensional. Entonces

GA(P) = Viﬁ) + %GA(fr P)+1.
Demostracion. Gracias a la observacion podemos considerar P = conv{vy,..., vy}, donde
asumimos que vy, . . . , Um € A son los vértices de P en un orden ciclico. Procedamos por induccién
sobre m.
El caso m = 3 resulta de aplicar el lema 4.2
Asumamos ahora que tenemos probados todos los casos 1,...,m — 1 y pasemos a probar el
caso m (m > 3). Sean P} = conv{vy, vy, v} y P2 = conv{va,...,vn}.
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Figura 4.3: El simplice P, el politopo P» y los puntos resticulares vy, va y vpy,.

Ambos politopos reticulares tienen menos de m vértices y por tanto usando (1.1)), el lema
y la hipétesis de induccién obtenemos que

GA(P) = GA(P) + GA(PQ) — G (conv{va, v, })

vol(Py) vol(Py) 1
= fr P, 1 - fr P 1-— m
ot A + GA( 1)+ 1+ dot A + QGA( rP) + G (CODV{UQ,U })
vol(P)
= — fr P) + 1.
detA+2GA(r )+ O
Observacion 4.4. Sea P € P} un politopo reticular 2-dimensional y sea k£ € N. Entonces
l(P) k
kP) = k2% frP) + 1.
Ga(kP) = ot h T30 (fr P) +
Corolario 4.5. Sea P € Py un politopo reticular Q-dimensional con aristas Fi,...,F,. En-

tonces

_vol(T) 1 - VOll(E)
GalP) = det A *3 Z det 1

Demostracion. La prueba resulta evidente una vez comprobamos que si v € A es un punto
reticular, entonces

[v]
det(LNA)
donde L es la recta que conecta v con el origen de coordenadas. En efecto, en ese caso det(LNA)
es el volumen (longitud) de la celda fundamental del subreticulo LN A; en otras palabras, refleja
el valor de la distancia entre los puntos de LNA, lo que permite obtener trivialmente la identidad
anterior.

Si ahora sustituimos el segmento conv{0, v} por cualquier Fj;, tenemos que

VOll (E)
det(aff F; N A)

G (conv{0,v}) = +1,

GA(Fy) = +1,

y por tanto que
N ua V011 (Fl)
Gallr P) = ; (det(affFi NA) * 1> "

Por lo que la sentencia es una consecuencia del Teorema de Pick. O]
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4.2. Caso n-dimensional

Notacion. Para numeros naturales m,n denotamos por
-1
T+m 15
( . > :an(w—l—m—l)
" 1=0

al polinomio de grado n con raices [ —m, [ = 0,...,n — 1, y con coeficiente principal 1/n!. En
particular, los polinomios (”TJ“Z_’), i =0,...,n, forman una base del espacio de polinomios de
grado menor o igual a n.

Proposicion 4.6. Sean m € N y uq,...,u, € R" linealmente independientes. Si definimos
n n
Qm = {qu g eN, Y ¢ < m},
i=1 i=1

entonces se cumple que #{Qm} = (

Demostracion. La prueba es una aplicacién de teoria de nimeros y, concretamente, de teoria
combinatoria de nimeros. Sabemos que si tenemos un conjunto X con 7 elementos y deseamos
contar la cantidad de ”colecciones” que podemos sacar de tamano s, es decir, las listas de
elementos de X permitiendo que se repitan los elementos pero sin importar su orden, entonces
este cardinal resulta ser (r+§_1).

Si ahora nos trasladamos a nuestro problema, resulta que #{Q,, } es el nimero de colecciones
de tamano m que podemos hacer con los n + 1 elementos de X = {0, u1,ug,...,u,}, ya que
cada elemento de @, se puede ver de forma univoca como una suma de m elementos de X (sin

atender al orden de los sumandos). Esto implica que

#{Qm}Z(ner):(ner)!:(ner)- =

m m! n! n
Lema 4.7. Sean ay,...,a, € A € L" linealmente independientes y sea T el simplice reticular
conv{0,ai,...,a,}. Entonces existen enteros no negativos ag(T,A),...,a,(T,A) dependientes

solo de T y A, tales que para todo k € N, k > 1,

GA(KT) = En: as(T, \) (” k= l)

, n
1=0
En particular, tenemos que ag(T,A) =1, a1(T,A) = GA(T) — (n+ 1) y an(T,A) = Gp(int T).

Demostracion. Gracias a la observacion podemos limitarnos a probar el resultado para

A = 7Z"™. Sea entonces
U:{ZEZRIZ:Z)V'CLZ', 0§)\,<1},

i=1
y como los a; son linealmente independientes determinaran un hiperplano. Sea a € R” el
vector unitario normal al hiperplano determinado por los a;, es decir, sea a € R" tal que
aff{a1,...,an} ={z € R": (a,x) = 1}.
Procedemos ahora a dividir los puntos de U, atendiendo a su valor respecto al funcional
(a,-), en n+ 1 conjuntos disjuntos:

U={z€U:i—-1<{a,z) <i}, 0<i<n.
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Finalmente, definimos los conjuntos

n n
Qr—i = quaj:qjeN,qugk—i , 0<i<n. (4.1)
j=1 7=1

donde Qp_; = 0 sii > k.
Una vez definidos estos conjuntos lo que queremos probar es que

n

KTNZ* = Ui+ Q) (4.2)
i=0

y procederemos por doble inclusién. Lo primero es que gracias a la proposicién [2.25| cada z € Z™
admite una representacién tnica como

n
p=us+ Y g, (4.3)
=1

donde u, € U y los ¢; € Z.
Sea z € kT NZ"™. Entonces los ¢; de la descomposicién (4.3)) han de cumplir ¢; € N y, como
u, € U, digamos que u, € Uy, entonces resulta que

n n n
m—1+ ZQi < A(a,us) —i—Zqi = (a,u;) +Zqi(a,ai> = (a,z) < k.
i=1 i=1 i=1

Porlo que 0 <Y ¢i <k—m+1,es decir, Y ;" | ¢ < k—my por tanto z € Up, + Q-
Para el otro lado consideremos z € U}"_(U; + Qp—;). Entonces existe m € {0,...,n} tal que

z € Up + Qg—m ¥, PO , deben existir u € U, y ¢; € N con i € {1,...,n} y verificando

Soriqi <k—m,tal que z =u+ Y . ga;. Siescribimos u = Y1 | p;ja;, tenemos entonces que

n

n
zZ=u+ Z%‘ai = Z(Pz’ + i) ai,
i=1

i=1
donde, como u € Up,, se cumple que > ", p; = >, pi{a,a;) = (a,u) < m y por tanto que

n

Z(Pi-FQi):Zpi—i—ZqiSm—i—(k—m):k.
i=1 i=1

i=1

Por lo que tenemos que z € kT.
Gracias a la unicidad en la descomposicién (4.3]), deducimos que el lado derecho de (4.2)) es,

en efecto, una unién disjunta. Por lo que verificamos (4.2)) e inmediatamente deducimos que
n
GKT) = #{kT N Z"} = >  #{Ui}#{Qn-i}.
=0

Definiendo a;(T,Z") = #{U;}, y como gracias a la proposicién sabemos que #{Qx_;} =
(”t’f—i) concluimos la demostracién de la férmula buscada para G(kT).

Como Uy = {0}, entonces podemos asegurar que ag(7,Z"™) = 1. De las definiciones de U, U;
y U, concluimos que

U= TnzZ")\{0,a1,...,an} yaque U,=(a1+---+ay,) — ({ntTNZ"),

lo que prueba a1 (T,Z") =G(T) — (n+1) y an(T,Z") = G(int T'). O
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Notacidén. Sea A C R", entonces denotamos por x(A) a la funcion caracteristica de A, es decir,
la funcién
1 size A

x(A)(@) = {0 sizg A’

Lema 4.8. Sean A; C R™, 1 <i < k. Entonces

k
X (U Ai) = > =4
i=1

1C{1,...k} jel
1740

Demostracion. Lo primero es observar que tenemos que x(A)x(B) = x(A N B) para conjuntos
A, B € R™ cualesquiera. Por lo tanto el lado derecho de la igualdad puede ser escrito como

1- H(T— x(45)), (4.4)

donde 1 es la funcién constante con valor 1.

La prueba concluye observando que entonces la funcion toma el valor 1 exactamente
para los x € R™ para los cuales alguna funcién 1 — x(A;) toma el valor 0, es decir, si y sélo si
rze A U---UA,L. O

Corolario 4.9 (Férmula de Inclusién-Exclusién). Sean M; C R", 1 <1i <k, conjuntos finitos.
Entonces

K
#{UMi}: Z (—)# 1% ﬂMj

Ic{1,...,k} jel
I#0

Demostracion. Lo primero es decir que gracias a que los conjuntos M; son finitos, podemos
considerar su cardinal como

#{M;} =D x(M;) ().

CUEMi

Luego resulta una consecuencia inmediata del lema [£.8] O

Definicién 4.10 (Triangulacién). Una triangulacion de un politopo P € P™ es una coleccién
finita T de n-simplices tales que

1. P es la unién de todos los simplices de T'.

2. Para cualesquiera dos simplices 71,7 € T su interseccién 73 N 79 es una cara comun
i-dimensional, i < n — 1 (posiblemente vacia), en 7 y 7.

Teorema 4.11. Todo politopo P € P" admite una triangulacion T tal que los vértices de
cualquier simplice de la triangulacion es uno de los vértices de P.

Demostracion. Sea V- = {v1,...,v,} el conjunto de los vértices de P. Nosotros queremos en-
contrar nimeros no-negativos 1, ..., tt, tales que para cualquier eleccion de n + 1 puntos de
V afinmente independientes, el hiperplano (en R"*!) determinado por los puntos (vij, ,ui].)T,
1 <j <n+1, no contiene ningin otro (v, ux)T con k € {1,...,m}\ {i1,...,int1}-
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Figura 4.4: Un hexdgono H C R? y sus puntos (v;, u;)T € R3.

De esta forma conseguiremos una ”cédscara” convexa (un politopo n + 1-dimensional ) de-
terminada por los puntos (v;, p;)T:

C = conv{(vj, ;)T : 1 <i <m}.

Figura 4.5: H C R? y el politopo conv{(v;, ;)T : 1 <i < m}.

Las caras de este politopo resultaran simplices y si consideramos ahora la proyeccion sobre
R™ de aquéllas que forman la parte inferior de la céscara (es decir, aquéllas cuyo vector normal
exterior tenga alguna coordenada negativa) nos daran la triangulacion deseada.

Figura 4.6: H y las caras de C que forman la parte inferior de la ”céscara”.

Pero para una eleccién de puntos v;,,...,v;,., € V esto es equivalente a decir que
1 1 ... 1 1
det | vy, v, ... Vi, Uk (4.5)
Hiy  Hip oo Hipyy Hk
sea no nulo para todo k € {1,...,m}\ {i1,...,int1}.
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Evaluando (4.5) con respecto a la ultima fila se prueba que el determinante es cero si y

SO10 81 (fiy s fhins - - - Hinsr s k)T satisface una ecuacién lineal no trivial. Esto es, excepto para los
puntos en un hiperplano de la forma (w, (u1,..., tmn)T) = 0 para unos ciertos w € R™ se tiene
un determinante no nulo en .

Por lo que para casi cualquier eleccién de (p1, ..., um)T € R™ con p; > 0 tenemos que los
determinantes del tipo son no nulos para cualquier eleccién de puntos afinmente indepen-
dientes v;,...,v;, ., € V y para cualquier k& € {1,...,m} \ {i1,...,ip41}. Con lo que basta
hacer una eleccién concreta de (1, ..., fm)T. O

El siguiente resultado fue probado por Ehrhart en [2]. Sin embargo, para la prueba me he
basado en [3] y en [4].

Teorema 4.12 (Ehrhart). Sea P € Py, entonces existen numeros G;(P,A) dependientes sdlo
de P y A, tales que para todo k € N

GA(kP) = i Gi(P, Ak
=0

El lado derecho de la igualdad se denomina el polinomio de Ehrhart.

Demostracidn. Sin pérdida de generalidad supongamos que dim P = n. Gracias al Teorema [£.11]
sabemos que existe una triangulacién T'= {7, ..., 7} de P donde los vértices de cada 7; son
vértices de P. Entonces cada 7; asi como las intersecciones de cualquiera de ellos son simplices
reticulares, y por el corolario y el lema tenemos que

GA(kP) = Ga (G sz‘) = Z (—1)# G | K ﬂ Tj
i=1

Ic{1,..,m} jeI
I#0

dim(ﬂjejTj)

= Z (—1)#1_1 Z G; ﬂTj,Aﬂ (ﬂaffq) /ﬂi. O

Ic{1,..m} =0 Jjel jeI
I£0

Si usamos el hecho de que los polinomios (9C +s_i) son una base para los polinomios de grado
menor o igual a n, podemos formular el polinomio de Ehrhart de forma diferente:

Proposicién 4.13. Sean P € P} y sean a;(P,A), 0 < i < n definidos como aquéllos que
cumplen que

Ga(kP) = ai(P.A) (” Tk Z)

X n
=0

para todo k € N, k > 1. Entonces
1. ap(P,A) = Go(P,AN).
2. a1(P,A) = GA(P) —ap(P,A)(n+1).
8. an(PA) = (1) 0o (~1)Gi(P,A).

4. ao(P,A) + -+ + an(P,A) = nlGp (P, A).
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Demostracién. Como los dos polinomios Y7 Gi(P, A)x' y S0 a;(P,A) ("7~ ") coinciden en
los enteros positivos, entonces coinciden en todo R. Comparando los términos independientes y
los coeficientes principales se tiene que

ap(P,A) = Go(P,A) yque ao(P,A)+---+an(P,A) =nlGp(P,A).

Si comparamos los polinomios en k = —1 obtenemos

ZG (P, A)( Za, (P,A) < ;_Z> = (—=1)"an (P, A).

Finalmente, evaluando los polinomios en k& = 1 deducimos que

GA(P) = ag(P,A)(n+1) + a1 (P, A). O
Observacion 4.14. Resultados que fueron probados por Ehrhart son que Go(P,A) = 1 y que
Gn(P,A) = vol(P)/det A.

Observacidon 4.15. Nada impide que algunos de los coeficientes de G;( P, A) sean negativos, como
ocurre por ejemplo en los simplices de Reeve: Los simplices de Reeve 3-dimensionales son los

T3(m) = conv{0, ey, e, (1,1,m)T} C R, con m € N.

para ellos tenemos

Go (T3(m), 7% =1, Gy (T3(m), %) = 22 . Gy (T3(m),Z%) =1y Gs (T3(m), 2%) = =

E.

Obsérvese que G1(T3(m),Z") < 0 si m > 12.

A continuacién vamos a ver algunos ejemplos de politopos, para aplicar el Teorema de
Ehrhart y asi calcular el cardinal de sus puntos enteros.

Ejemplo. Para los simplices de Reeve 3-dimensionales, si escogemos m = 1 y k = 2, tenemos

3 - 3 3\ o 12 -1 s 1 3 22 8
Gz (2TH(D) = Y Gi (TP (), 29 2 = 14+ ——— 24+ 1224+ £ 2 = 1+ T 44+ - = 10,
=0

Figura 4.7: El simplice 2 T3(1), con sus diez puntos reticulares marcados en rojo.
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Ejemplo. Los simplices candnicos son los T,, = conv{0,ey,eq,...,e,}. Para ellos gracias a la
proposicién [4.6] es conocido que

k
(KT, NZ"} = (” Z >
Si, por ejemplo, elegimos n = 3 y k = 3, tenemos

3+3) 6! 6-5-4
3

#{”3”3}:( AT

Figura 4.8: El simplice 3 T3, con sus veinte puntos reticulares marcados en rojo.

Sin embargo, si todos los politopos fueran simplices no habriamos necesitado el Teorema
de Ehrhart para hacer una generalizacién del lema [L.7 Vamos entonces a tomar esta
vez un politopo que no sea un simplice. Los ejemplos mas faciles son los cubos 0-simétricos
n-dimensionales:

Ejemplo. Para el cubo C, = [—1,1]" tenemos que
Gi (Co,ZM) = <’Z> 9
Luego en dimension n = 3 y con k = 1 tenemos que
3 3
- 3\ . 3 3 3 3
_ . 3 _ _
Gys (C3) = ZGZ (C3,23) 1" = Z <i)2z = <0> + <1>2+ <2)4+ <3>8
=0 =0
=146+12+8=2T.

* e L AP
* %, °, ..'. -.'. .
. ™
] * e
[ ] . ®
o %, =250 050, e
[ ] [ ] ®
o % e ®
. .
[ ] ... * . . [ ] . *
™ .
] * "9
] ™ . ® ] ®
L ] ™ . .. .... ™

Figura 4.9: El cubo C3, con sus veintisiete puntos reticulares marcados en rojo.
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Si ahora realizamos la misma cuenta con n = 3 y con k = 2 tenemos que

Gy (2C3) = iG (C3,2°%) 2" = i C’) 2% = <g> + (3)4 + (2) 16 + (g) 64

=0
=14+12+ 48+ 64 = 125.

Figura 4.10: El cubo 2Cs3, con sus ciento veinticinco puntos reticulares marcados en rojo.
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