
CAPÍTULO 2
TOPOLOGÍA DE VARIEDADES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP ÍTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

• Cartas compatibles.

• Carta admisible.

• La topoloǵıa inducida.

• Subvariedad abierta.

• Relacíon entre diferenciabilidad y continui-
dad.

• Relacíon entre la topoloǵıa inducida y la da-
da.

• Estructura diferenciable sobre un espacio to-
pológico.

• Axiomas de separaciónT1 y T2.

• Primer y segundo axiomas de numerabili-
dad.

• Variedades localmente conexas y localmente
compactas.

• Variedades compactas.

• Soporte de una función diferenciable.

• Familia de abiertos localmente finita.

• Particíon diferenciable de la unidad.

• Variedades paracompactas.

• Funciones salto.

• Extensíon de funciones.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

En el caṕıtulo anterior hemos introducido dos conceptos fundamentales como son, lógicamente,
las variedades diferenciables y las aplicaciones diferenciables entre variedades. Sin embargo, si que-
remos generalizar a variedades diferenciables los métodos del ćalculo diferencial parece conveniente
introducir nuevos conceptos, sobre todo en lo relativo a la continuidad de funciones (recordemos la
conocida propiedad del cálculo elemental de que toda función derivable es continua). Por ello es im-
prescindible que dotemos a una variedad diferenciable de una topologı́a, y seŕıa conveniente que dicha
topoloǵıa fuese lo ḿas natural posible.



34 VARIEDADES DIFERENCIABLES Y TOPOLOǴIA

2.1. La topoloǵıa inducida

Definición 2.1 (Cartas compatibles)
Dos cartas(U,ϕ) y (V, ψ) se dice que soncompatiblessi o bienU ∩V = ∅ o bienψ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V )→
ψ(U ∩V ) es un difeomorfismo entre abiertos.

Definición 2.2 (Carta admisible)
Sea(M,A) una variedad diferenciable. Una carta(U,ϕ) se dice que esadmisiblesi es compatible con
todas las cartas del atlasA.

Proposición 2.3
SeaM una variedad diferenciablen-dimensional y consideremos(U,ϕ) una carta admisible. SiW ⊂ U
es tal queϕ(W ) es un abierto enRn, entonces(W, z), siendoz = ϕ|W , es tambíen una carta admisible.

Tras establecer el concepto de carta admisible, es fácil ver que la colección de entornos coordena-
dos de una variedad diferenciableM constituye una base para una topologı́a sobreM , que denomina-
remostopoloǵıa inducida(por la estructura diferenciable) y que denotaremos porτ0. En esta topoloǵıa,
un subconjuntoA ⊂ M es abierto si, y śolo si,A∩U es un entorno coordenado para cualquier carta
(U,ϕ). No es dif́ıcil probar que es suficiente con demostrarlo para los sistemas de coordenadas de un
atlas diferenciable.

Una vez introducida dicha topologı́a, ya es posible hablar de continuidad de funciones y, en par-
ticular, de homeomorfismos. En este sentido, puede probarse la siguiente propiedad importante.

Proposición 2.4
Las cartas que definen la estructura diferenciable son homeomorfismos en la topologı́a inducida.

Tambíen se satisfacen las siguientes propiedades, que generalizan las análogas del ćalculo dife-
rencial sobre el espacio euclı́deoRn.

Proposición 2.5
(a) Si una aplicacíon f : M −→ M ′ es diferenciable en un puntop ∈ M entonces, usando las

topoloǵıas inducidas enM y M ′, f es continua enp.

(b) Si f : M −→ M ′ es una aplicación diferenciable yU es un subconjunto abierto deM que
interseca el dominio def , entoncesf |U es tambíen diferenciable. En particular, sif es un difeo-
morfismo, entoncesf |U es tambíen un difeomorfismo.

2.2. Estructura diferenciable sobre un espacio topológico

En este punto conviene indicar que podrı́a suceder, como de hecho ası́ ocurre en la mayorı́a de los
ejemplos que se han presentado, que el conjunto base sobre el que construimos la variedad diferenciable
tenga ya una topologı́a propia. Es ĺogico entonces plantearse cuándo esta topologı́a coincidiŕa con la
topoloǵıa inducida. En esta misma lı́nea, es natural preguntarse cómo podemos dotar de una estructura
diferenciable a un espacio topológico de manera que sea compatible con su estructura topológica.
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Proposición 2.6
Sea(M, τ) un espacio topológico y consideremosA una estructura diferenciable sobreM . Entonces la
topoloǵıa inducida coincide conτ si, y śolo si, las cartas deA son homeomorfismos enτ .

Este resultado motiva la siguiente definición.

Definición 2.7
SeaM un espacio topológico. Unatlas diferenciablen-dimensionalsobreM es una familia de cartas
A = {(Uα, ϕα)}α∈A satisfaciendo las siguientes condiciones:
(1)∪α∈A Uα = M .
(2) Las cartasϕα son homeomorfismos deUα en abiertos deRn.
(3) Para todo par déındicesα y β, las cartas(Uα, ϕα) y (Uβ, ϕβ) son compatibles.
Diremos que el atlasA determina unaestructura diferenciablesobreM si es maximal para las condi-
ciones anteriores.

2.3. Propiedades de la topoloǵıa inducida

A continuacíon estudiamos las propiedades más importantes de la topologı́a inducida, sobre todo
en lo referente a la separabilidad y numerabilidad de la variedad.

Proposición 2.8
La topoloǵıa inducida sobre una variedad esT1 y localmente Hausdorff.

El resultado anterior no puede mejorarse, ya que es posible encontrar variedades diferenciables
que no son Hausdorff. Un ejemplo sencillo se muestra a continuación.

Ejemplo 2.9
SeaM el subconjunto deR2 siguiente:

M = {(t, 0) ∈ R2; t ∈ R}∪{(0, 1)}

y consideremos las siguientes aplicaciones:

x : U = {(t, 0) ∈ R2; t ∈ R} → R, x(t, 0) = t,

y : V = {(t, 0) ∈ R2; t 6= 0}∪{(0, 1)} → R, y(t, 0) = t, y(0, 1) = 0

Es f́acil ver que{(U, x), (V, y)} es un atlas sobreM y que los puntos(0, 0) y (0, 1) no pueden separarse.

La variedadM tambíen puede ser obtenida de una copia doble deR mediante una relación de
equivalencia. Para ser más precisos, consideremos la variedad diferenciableN = {(t, s) ∈ R2; s =
0, 1} y definamos la siguiente relación de equivalencia:

(s, t) ∼ (a, b)⇐⇒ s = a 6= 0

Es f́acil ver que el conjunto cocienteN/ ∼ admite estructura de variedad diferenciable difeomorfa aM .

Proposición 2.10
La topoloǵıa inducida sobre una variedad satisface el primer axioma de numerabilidad1AN.
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Como ocurŕıa con la propiedad anterior, este resultado no puede mejorarse, ya que existen ejem-
plos de variedades diferenciables que no satisfacen el segundo axioma de numerabilidad.

En general, y puesto que una variedad diferenciable es localmente homeomorfa a un espacio
eucĺıdeo, todas las propiedades locales deRn que involucren a conjuntos abiertos también se verificaŕan
en variedades. Por ejemplo, toda variedad es localmente conexa y localmente conexa por arcos.

2.4. Variedades Hausdorff y2AN
Ya hemos visto que una variedad diferenciable no tiene que ser necesariamente Hausdorff ni2AN;

sin embargo, para poder desarrollar un cálculo diferencial sobre variedades necesitamos introducir el
concepto de lı́mite, y el axioma de Hausdorff es precisamente el que nos asegura la unicidad de dicho
lı́mite. Por esta raźon, en muchas ocasiones se parte de un espacio topológico Hausdorff para dotarlo
de una estructura diferenciable. Exigir esta propiedad es bastante natural, ya queRn la satisface y, en
consecuencia, cualquier variedadM ⊂ Rn, que est́e dotada de la topologı́a relativa, tambíen la satisface.
Otra propiedad interesante es la siguiente.

Proposición 2.11
La topoloǵıa de una variedad Hausdorff es localmente compacta.

Otra propiedad topológica importante es el segundo axioma de numerabilidad, propiedad heredi-
taria que se conserva para los productos. La importancia de este axioma quedará puesta de manifiesto
en la siguiente sección. Una condicíon necesaria para que una variedad satisfaga este axioma se recoge
en el siguiente resultado.

Proposición 2.12
Toda variedad diferenciable con un atlas numerable satisface el segundo axioma de numerabilidad.

Como consecuencia inmediata, toda variedad compacta satisface2AN.

Observacíon 2.13
En relacíon con las propiedades topológicas de una variedad diferenciable, debemos tener la precaución
necesaria para evitar errores fácilmente evitables. Por ejemplo, si consideramos la figura ochoE ⊂ R2,
entonces es fácil pensar queE es una variedad compacta, ya que con la topologı́a relativa deR2 es aśı.
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Sin embargo,E admite un atlas de una sola carta, por lo que es homeomorfo a un abierto deR y,
consecuentemente, nunca podrá ser compacta. La razón hay que buscarla en que las cartas deE no son
homeomorfismos en la topologı́a relativa.

2.5. Variedades paracompactas

En esta sección justificaremos la conveniencia de imponer ciertas restricciones topológicas a la
variedad, ḿas concretamente el axioma de separaciónT2 (Hausdorff) y el segundo axioma de numera-
bilidad. Entre las razones para aceptar estas restricciones, una fundamental es garantizar la existencia
de familias especiales de funciones diferenciables definidas enM y con valores enR, denominadas
particiones diferenciables de la unidad, que resulta ser una herramienta extraordinariamenteútil para
construir objetos globales a partir de otros definidos localmente.

Definición 2.14
El soportede una funcíon diferenciablef : M → R es el siguiente conjunto:

sop(f) = {p ∈M : f(p) 6= 0}

Definición 2.15
Una familiaA de abiertos deM eslocalmente finitasi todo punto deM tiene un entorno que interseca
a un ńumero finito de elementos deA.

Introducimos ahora el concepto de partición diferenciable de la unidad.

Definición 2.16
Una coleccíon {fα : M → [0, 1] ⊂ R}α de funciones diferenciables se dice que es unapartición
(diferenciable) de la unidadsi satisface las siguientes condiciones:
(1) El soporte defα es compacto y está contenido en un entorno coordenado.
(2) La coleccíon de los soportes{sop(fα)} es localmente finita.
(3) Para todo puntop deM ,

∑
α fα(p) = 1.

En este caso, diremos queM es una variedadparacompacta.

Se dice que una partición de la unidad{fα}α est́a subordinada a un cubrimiento{Ui}i si para
cadaα existe uni tal que{sop(fα)} ⊂ Ui.

Muchos de los problemas que se presentan en Geometrı́a Diferencial tienen una fácil solucíon en
un entorno coordenado de un punto. Las particiones de la unidad se utilizan para construir soluciones
globales a los problemas a partir de las soluciones locales.

Proposición 2.17
SiM es una variedad diferenciable paracompacta entoncesM es Hausdorff.

Teorema 2.18
Una variedad diferenciableM es paracompacta s,i y sólo si,M es Hausdorff y cada componente conexa
deM satisface el segundo axioma de numerabilidad.
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Finalizamos el caṕıtulo probando un teorema de extensión de funciones diferenciables definidas
en un entorno de un punto, el cual puede considerarse como la primera aplicación de las particiones
diferenciables de la unidad. Antes enunciaremos otra aplicación más sencilla.

Proposición 2.19
SeaM una variedad paracompacta,U ⊂ M un subconjunto abierto yC ⊂ U un subconjunto cerrado.
Entonces existe una funciónf ∈ C∞(M) tal quef ≡ 1 enC y f ≡ 0 enM\U .

Corolario 2.20
SeaM una variedad paracompacta yU un entorno de un puntop. Entonces existe una función saltof
enp subordinada aU , es decir:
(1) 0 6 f 6 1 enM .
(2) f = 1 en alǵun entorno dep.
(3) sop(f) ⊂ U .

Este corolario puede demostrarse directamente, sin hacer uso de la existencia de particiones dife-
renciables de la unidad y suponiendo solamente que la variedad es Hausdorff.

Proposición 2.21
SeaM una variedad diferenciable Hausdorff y consideremos un puntop en el dominio de una función
diferenciablef . Entonces existe una función diferenciable globalF que coincide conf en un entorno
dep.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.2.1. SeaK el subconjunto deR2 definido como sigue:

K = {(s, 0); s ∈ R}∪{(0, n);n ∈ N}
SeaUn = {(s, 0); s 6= 0}∪{(0, n);n ∈ N}. Definimos las funcionesxn : Un → R mediante

xn(s, 0) = s 6= 0 xn(0, n) = 0.

•

•

•

•

•

(s, 0)

(0, 1)

(0, 2)

(0, 3)

...

(0, n)

•

Prueba:

(a) {(Un, xn)} constituye un atlas sobreK.

(b) La topoloǵıa inducida no es Hausdorff.
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(c) La topoloǵıa inducida no es localmente compacta.

A.2.2. Una variedadM se diceconexasi, con la topoloǵıa inducida, es un espacio topológico conexo.
Prueba que una variedad HausdorffM es conexa si, y śolo si, es conexa por arcos, es decir, para
todo par de puntosp, q deM existe una aplicación f : [0, 1] −→ M continua tal quef(0) = p y
f(1) = q.

A.2.3. SeaM una variedad diferenciable no necesariamente paracompacta. Sip ∈M y U es un entorno
dep entonces existe una función f : M −→ R diferenciable, llamada unafunción saltoenp, tal
que

(1) 0 6 f 6 1.

(2) f ≡ 1 en un entorno dep.

(3) sop(f) ⊂ U .

A.2.4. Prueba que las funciones{fn : R → R}n∈Z definidas por

fn(x) =
h(x− n)
∞∑

m=−∞
h(x−m)

donde

h(x) =

{
exp(− 1

1−x2 ) |x| < 1
0 |x| > 1

constituyen una partición diferenciable de la unidad subordinada al cubrimiento abierto deR
definido por{(n− 2, n+ 2)}n∈Z .

Gráfica de la funcíonh(x)

A.2.5. (a) Prueba que la esferaSn admite una partición diferenciable de la unidad consistente en sólo
dos funciones.

(b) Si M y M ′ son dos variedades paracompactas, entonces la variedad productoM ×M ′ es
paracompacta.
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.2.1. SeaA el subconjunto deR2 definido como sigue:

A = {(s, 0); s ∈ R}∪{(0, α);α ∈ R+}

SeaUα = {(s, 0); s 6= 0}∪{(0, α)}. Definimos las funcionesxα : Uα → R mediante

xα(s, 0) = s 6= 0 xα(0, α) = 0.

Prueba:

(a) {(Uα, xα)} constituye un atlas sobreA.

(b) La topoloǵıa inducida no es Hausdorff ni localmente compacta.

(c) La topoloǵıa inducida no satisface el segundo axioma de numerabilidad.

E.2.2. SeaE = R3 y denotemos porR2
a al planoz = a, con su topoloǵıa usual. ConsideremosE como

la unión disjunta deR2
a, cona ∈ R, y dot́emosle de la topologı́a natural: un subconjunto deE es

abierto si, y śolo si, su intersección con cadaR2
a es abierto. Consideremos la siguiente relación:

(x, y)a ∼ (x′, y′)b ⇐⇒ (x, y)a = (x′, y′)b o

{
y = y′ > 0
xy + a = x′y + b

donde(x, y)a denota el punto(x, y, a) ∈ R2
a.

(a) Comprueba que ‘∼’ es una relacíon de equivalencia. SeaP = E/ ∼, y consideremos
π : E −→ P la aplicacíon cańonica.

(b) Prueba queP es Hausdorff y que, para todoa ∈ R, la restriccíon deπ al planoR2
a es un

homeomorfismo en su imagen.

(c) Seafa : π(R2
a)→ R2 tal quefa([(x, y)a]) = (x, y). Entonces{(π(R2

a), fa)}a∈R es un atlas
sobreP. P se denomina lasuperficie de Pr̈ufer.

(d) Prueba queP no satisface el segundo axioma de numerabilidad.

E.2.3. SeanM y N dos variedades diferenciables de la misma dimensión. ¿Son localmente difeo-
morfas? ¿Son globalmente difeomorfas? ¿Qué ocurre en el caso concreto deM = Sn y N =
Pn(R)?
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6. BIOGRAFÍA: GASPARD MONGE ( -)

Gaspard Monge (-) nacío en Beaune, en el seno de una modesta familia. Gracias a
la prosperidad del negocio familiar, su padre le hizo cursar los estudios primarios y secundarios en el
colegio de los oratorianos de Beaune. Fue un estudiante brillante y finalizó sus estudios en. Los
oratorianos de Lyon decidieron atraerlo y a los dieciseis años le ofrecieron la ćatedra de f́ısica en su
colegio. Sin embargo, en Monge decidío abandonar el colegio y regresar a Beaune junto a su
familia.

La construccíon de un plano de su pueblo natal permitió que, a trav́es de un coronel de ingenieros,
segundo jefe de la escuela de Mezières, pudiese ingresar en el Colegio de Ingenieros de Mézìeres, donde
se podŕıa utilizar su habilidad para el trazado de planos de defensa y de arquitectura. Sin embargo, al no
ser noble de nacimiento, no pudo ingresar en la sección de ingenieros militares y tuvo que conformarse
con la de constructores y aparejadores. Observó que todas las operaciones relacionadas con el diseño y
construccíon de planos de fortificación se basaban en cálculos aritḿeticos muy laboriosos.

En  se le plantéo un problema y tras un minucioso estudio propuso un método geoḿetrico,
que fue rechazado en primera instancia por su comandante, aunque posteriormente fue aceptado. Monge
desarrolĺo fructiferamente estos ḿetodos, creando su geometrı́a descriptiva. Debido a la rivalidad que
exist́ıa entre las distintas escuelas militares francesas, no se le permitió que divulgara sus conocimientos
y sus nuevos ḿetodos. En alcanźo el grado de profesor de matemáticas en Ḿezìeres, ocupando la
cátedra de mateḿaticas que habı́a dejado vacanteBossut, y consiguío incluir la geometŕıa descriptiva
en la ensẽnanza regular de la escuela. La nueva ciencia serı́a divulgada por primera vez en por
Monge, primero como un libro que recogı́a las lecciones dadas en la Escuela Normal, y después, en
versíon revisada, en elJournal deśecoles normales.

En comienza a interesarse por otras disciplinas, entre las que destaca la fı́sica. Las numerosas
memorias que publica entre y  revelan contribuciones importantes no sólo a la geometrı́a
descriptiva, sino también a la geometrı́a diferencial y a las ecuaciones en derivadas parciales. Hizo
importantes contribuciones a la geometrı́a de superficies de segundo grado (previamente estudiadas por
Christopher Wren (-) y Leonhard Euler (-) y descubrío una relacíon entre la teorı́a
de superficies y las ecuaciones diferenciales. Estudió las ĺıneas de curvatura, estableciendo una teorı́a
general de la curvatura que aplicó al elipsoide.

En , Monge es elegido geómetra adjunto a la Academia de Ciencias de Parı́s, en sustitucíon
deAlexandre-Théophile Vandermonde(-), que es promovido a socio. Colabora activamente
con al abate Bossut en su cátedra de hidrodińamica en el Louvre, dedicando su tiempo libre al estudio
de la f́ısica y qúımica, en particular, al electromagnetismo, la electricidad y la teorı́a del calor. En
 Monge es nombrado examinador de la Marina francesa por el mariscal Castries, tras la muerte de
Etienne Bézout(-), célebre por su curso de matemáticas.

Partidario de la Revolución francesa, aplaude la caı́da de la Bastilla y se afilia a sociedades pa-
trióticas. No obstante, y debido a sus giras de inspección, est́a ausente de Parı́s desde hasta.
A su vuelta es nombrado ministro de Marina, aunque sólo 10 meses después dimite ante las dificultades
que encuentra para reorganizar la Marina, volviendo a la Academia de Ciencias.

Monge particiṕo activamente en la creación de la Escuela Normal en la que darı́a a conocer
públicamente la geometrı́a descriptiva. Posteriormente también participaŕıa en la creación de la Escuela
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Figura 2.1: Grabado de Gaspard Monge

Politécnica, siendo su profesor más activo y su protector ḿas abnegado. En conocío a Napoléon
Bonaparte e inmediatamente se estableció una simpatı́a rećıproca entre ambos. Antes la insistencia del
general, Monge se embarcó para participar en la campaña de Egipto. En, en Egipto, Bonaparte
decid́ıa la creacíon del Instituto de Egipto, cuya presidencia confió a Monge. A su regreso a Francia,
abandońo la direccíon de la Escuela Politécnica, conservando su puesto de profesor, lo que le permitió
reanudar la investigación. Su amistad con Napoleón le perjudićo al final, fue despedido de la Escuela
Politécnica y excluido de la lista de miembros del Instituto, muriendo el 28 de julio de.

La obra de Monge fue considerable y fecunda, siendo imposible en unas pocas lı́neas enumerar
sus aportaciones a las Matemáticas, en particular a la geometrı́a. La obra de Monge en geometrı́a
descriptiva queda recogida en su obraGeometŕıa descriptiva(), que recoge las lecciones impartidas
a los alumnos de la Escuela Normal en-.

La geometŕıa anaĺıtica de Monge, como la deJoseph Louis Lagrange(-), est́a centrada
en problemas del espacio. En la memoria tituladaMemoria sobre las evolutas, los radios de curvatura y
los diferentes ǵeneros de inflexión de las curvas de doble curvatura(), publicada en, Monge
estudia un gran ńumero de problemas preliminares de geometrı́a anaĺıtica. Otras obras de Monge son
Hojas de ańalisis aplicado a la geometrı́a (editadas por primera vez en) y Aplicación delálgebra
a la geometŕıa (), éstaúltima escrita en colaboración conJean-Nicolas Pierre Hachette(-
). Entre las contribuciones de Monge a la geometrı́a anaĺıtica podemos citar el perfeccionamiento
del estudio de las cuádricas, la introducción de las coordenadas axiales de la recta y la de la orientación
de lasáreas triangulares y de los volúmenes tetráedricos.

Monge particiṕo activamente en la creación de la geometrı́a diferencial de las curvas del espacio
y se destaćo en el progreso de la teorı́a de superficies. Entre sus aportaciones más importantes, podemos
destacar la unión de las ecuaciones en derivadas parciales con las familias de superficies, un estudio
paralelo de las ecuaciones diferenciales totales, su célebre teoŕıa de las caracterı́sticas y su solución de
la ecuacíon de las superficies minimales.

Bibliograf ı́a

Carl B. Boyer. A History of Mathematics. Princeton University Press, 1985. pp. 511–516.



44 VARIEDADES DIFERENCIABLES Y TOPOLOǴIA
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