IV Gymkhana Matematica

Facultad de Matematicas
Murcia, diciembre 2005

Equipo:

Mosaicos regulares y semirregulares

Es muy frecuente encontrar motivos geométricos decorando multi-
tud de objetos: vasijas, muros, suelos, etc. Nosotros nos vamos a
centrar en los que decoran suelos y paredes, los mosaicos.

Un mosaico es un recubrimiento del plano mediante unas deter-
minadas piezas, que se denominan teselas, de forma que no se
superpongan ni dejen huecos.

Existen una gran variedad de mosaicos segin el tipo de tesela em-
pleada. Los que a nosotros nos interesan ahora son los que utilizan
como teselas inicamente poligonos regulares.

Mosaicos Regulares

Un mosaico regular es aquél en el que las teselas son todas un mismo poligono regular y
estdn unidas haciendo coincidir vértices y lados.

Si queremos que las teselas no se superpongan ni dejen huecos los angulos de los poligonos
que concurren en cada vértice han de sumar 360°, por lo que para estudiar los posibles mosaicos
sera conveniente completar la siguiente tabla con los angulos interiores de diferentes poligonos

regulares:
A OC O @

OO0

num. delados: | 3 [4]5]|6 7 8 9 10 12
angulo interior: | 60° 180(%)O 140° | 144° | 150°




Teniendo en cuenta que en cada vértice concurren tres o mas poligonos, jcon qué poligonos
regulares podemos formar un mosaico regular? ;Podriais dibujar un trozo de di-

chos mosaicos?

Mosaicos Semirregulares

Los mosaicos que estan formados por dos o mas poligonos
regulares de forma que en cada vértice concurren los mis-
mos poligonos y de la misma forma se denominan mo-
saicos semirregulares.

Existen 8 tipos de mosaicos semirregulares.

{Sois capaces de dibujar un mosaico semirregular que esté formado tinicamente por
triangulos equilateros y exagonos?

.Y por triangulos equilateros y cuadrados?
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Equipo:

Figuras de anchura constante

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de un
punto fijo que es el centro. Esta es la razén por la que las ruedas son circulares,
como todos los radios son de la misma longitud, el eje esta siempre a la misma
distancia del suelo (el radio de la circunferencia).

Ademas de ser usado como rueda, la circunferencia puede

ser usada como rodillo y probablemente fuese el primer

uso que se le dio; si colocamos un objeto sobre rodillos cir-

culares, al rodar éstos, el objeto se traslada sin subir ni ba- Q
jar, siempre a la misma altura sobre el suelo (el didmetro

de la circunferencia).

Pero existen rodillos no circulares que, sorprendentemente, funcionan como
los rodillos circulares. En efecto, si queremos que un rodillo produzca el mismo
resultado que un rodillo circular, bastara que la anchura de su seccién sea siempre
la misma; es decir que su seccién tenga anchura constante.

Una de las figuras de anchura constante es el triangulo

de Reuleaux, que debe su nombre a Franz Reuleaux

(1829-1905), y que se construye a partir de un tridngulo

equilatero de lado s, trazando los tres arcos de radio s

centrados en cada uno de los vértices y que pasan por los <
otros dos vértices.

como su anchura es constante (igual al lado del tridngulo)
es una de las figuras que puede utilizarse para hacer rodil-
los.

{Cudl es el perimetro de un triangulo de Reuleaux construido a partir de un
triAngulo equilatero de lado d?



Si lo habéis calculado bien, podréis ver la semejanza que hay entre dicho perimetro
y el perimetro de la circunferencia, que es una figura de anchura constante igual a
su diametro. Ambos son casos particulares de un resultado matematico, denomi-
nado teorema de Barbier por Joseph Emile Barbier (1839-1889), que establece cudl
es el perimetro de una figura que tiene anchura constante igual a d. ;Qué crees
que dice ese teorema?

{Qué area tiene el triangulo de Reuleaux construido a partir de un triangulo
equilatero de lado d?

Comentario final

Igual que se construye una figura de anchura con-
stante a partir de un triangulo equilatero, puede
construirse a partir de otros poligonos regulares
como el pentagono o el heptagono. De hecho,
en el Reino Unido existen unas monedas con esa
forma construidas a partir del heptagono, las de
veinte y cincuenta peniques. El hecho de que estas
monedas tengan anchura constante es conveniente
pues, siendo asi, al introducirlas en una maquina
expendedora el sensor de la maquina puede de-
tectar el tipo de moneda de que se trata indepen-
dientemente de la posicién por la que pasen por
ese detector, lo que no ocurriria si la anchura de-
pendiera de la posicién como, por ejemplo, si las
monedas fuesen cuadradas.




El triangulo de Reuleaux
puede utilizarse también
para hacer taladros que
hagan agujeros cuadra-
dos y en algunos mecan-
ismos como el motor de
Wankel o los proyectores
de cine.

También se pueden construir figuras de anchura constante a partir de cualquier
triangulo, aunque el método es algo mas complejo que el utilizado para el triangulo
equilatero.
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Equipo:

Voliimenes

Observad los cilindros A y B. Indicar cudl de las siguientes posibilidades creéis
que es la correcta:

1) El cilindro A tiene m&s volumen que el cilindro B.
2) El cilindro B tiene mas volumen que el cilindro A.
3) Los dos cilindros tienen el mismo volumen.

Comunicad vuestra respuesta a los monitores de sala.

Ahora poned los cilindros sobre los platos, llenad uno con arroz y verted ese
arroz en el otro. ;Cual creéis ahora que tiene mas volumen?

Cortad el celo que cierra los cilindros y comprobad que los rectangulos de car-
tulina son iguales. Vamos a hacer “la teoria” de esta practica:

Partimos de dos rectangulos de lados a < b, y formamos con ellos los cilindros
de alturas a y b, como muestra la figura.

a A t’I

{Cual es el volumen de cada uno? ;Qué volumen es mayor?



IV Gymkhana Matematica

Facultad de Matematicas
Murcia, diciembre 2005

Equipo:

Digitos de control

Probablemente todos vosotros tenéis Documento Nacional de Identidad (DNT),
cuyo nuimero, también denominado nimero de identificacién fiscal (NIF) termina
con una letra. ;Os habéis preguntado alguna vez el por qué de esa letra y como se
calcula?

Esa letra es lo que se denomina un digito de control y la utilizacion de digitos
de este tipo es mucho mas frecuente de lo que nos podemos imaginar. Estan
presentes, por ejemplo, en los 20 digitos de la cuenta bancaria en la que habéis
tenido que pagar el seguro escolar o la cuota de algin viaje de estudios o en el ISBN
(International Standard Book Number, registro internacional de libros editados)
de los libros. Su misiéon es favorecer la correcta transmision de la informacién.
Vamos a trabajar con algunos de ellos.

DNI

La letra que aparece en el DNI es simplemente el resultado de calcular el resto
que da el nimero al dividirlo entre 23 y aplicar la tabla siguiente:

D|1])2

3 Bl16]7 101112113 |14 (15|16 |17 [18]19 20|21 | 22
TIR[{W[A

8|9
MIY|FIPID|XIBIN|JIZIS|QIVIH|L|C[KI]E

A =

Asi, como el resto que resulta de dividir 10.000.000 entre 23 es 14, la letra cor-
respondiente al DNI niimero 10000000 serda Z y el NIF completo sera 10000000 Z

. Qué NIF completo corresponde al DNI niimero 234630587

Los digitos de control sirven para detectar algunos errores en la transmision de
datos. Por ejemplo, jsera correcto el NIF 23463059 E?

Aunque no sirven para detectar todos los errores, si que se pueden utilizar para
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corregir errores de un determinado tipo. En concreto, podemos corregir errores
de un digito siempre que sepamos el lugar que ocupa dicho digito; por ejemplo, si
sabemos que la letra del NIF anterior es correcta y que el error esta en el dltimo
digito del niimero, ;cual seria el DNI correcto?

ISBN

El ISBN es un nimero que sirve para identificar cualquier libro editado; por
eso algunos centros de ensenanza lo indican cuando dan los libros de texto de cada
curso. Por ejemplo, el ISBN de “El diablo de los numeros” de la editorial Siruela es
84 — 7844 — 374 — 6.

El ISBN esta regulado por un organismo internacional y consta de 10 digitos
divididos en cuatro bloques:

e El primer bloque corresponde al pais o la zona geografica. El de Espana es el
84.

e El segundo bloque es un indicativo de la editorial. 7844 es el de la editorial
Siruela.

e El tercer bloque se refiere al libro dentro de la editorial. 374 para “El diablo
de los numeros”.

e El cuarto bloque es un cédigo de control.

El digito de control se calcula de la siguiente manera: Si los digitos correspon-
dientes a los tres primeros bloques son abcde fghi el digito de control es el resto que
resulta de dividir entre 11 el niimero

Ixa+2xb+3xXc+4xd+5Xe+6XxX f+7TXg+8Xh+9x1i

teniendo en cuenta que si el resto obtenido es 10 como digito de control se pone X,
10 en niimeros romanos. Asi, el cédigo de control de “El diablo de los nimeros” es el
resto que resulta de dividir entre 11 el niimero

IX8+2X 443X T+4X8+5X4+6X4+TX3+8XT+9x4 = 8+8+21+32+20+24+214+56+36 = 226

que es efectivamente 6. ;Os habéis fijado que 6 =6 — 2 + 27 ;Conocéis la forma de
calcular el resto de la division por 11 que consiste en sumar las unidades, restar las
decenas, sumar las centenas, restar las unidades de millar, etc.?

Al igual que con el DNI, el digito de control del ISBN sirve para detectar
algunos errores e incluso permite corregir algunos de ellos muy concretos. Si nos
dicen que el ISBN de la “Ortografia de la Lengua Espanola” de la Real Academia Espanola
es 84 — 239 — 9257 — 0, spodemos conocer el digito que falta?

8
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Equipo:

Estrategias ganadoras

Vamos a analizar estrategias ganadoras en algunos tipos de juegos.

El juego de “llegar a 107 es para dos jugadores y funciona asi:

Se empieza con un papel en el que hay escrito un 0. Los jugadores A y B van jugando
alternativamente (empieza el jugador A) y cada uno, en su turno, puede sumar 1 ¢ 2 al dltimo

numero escrito en el papel, anotando el resultado. Gana el jugador que llegue a 10.

El juego admite algunas variantes, que iremos considerando en las siguientes prequntas:

e ;Tiene algin jugador una estrategia ganadora? ;Cual es esa estrategia?

e Supongamos ahora que el juego consiste en llegar a 15. ;Tiene algin jugador una
estrategia ganadora? ;Cuadl es esa estrategia?

e ;Para qué valores de n tiene el jugador A una estrategia ganadora en el juego
de “llegar a n”? ;Para qué valores la tiene el jugador B?

Supongamos que se empieza también con el 0y hay que llegar a 50, pero cada jugador en esta
ocasion puede sumar en su turno 1, 2 6 8 al ultimo numero escrito. ;Tiene algin jugador
una estrategia ganadora? ;Cual es?
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Prueba intermedia 1

Equipo:
St diciembre tiene 4 domingos, el dia de navidad NO puede caer en:
1. Miércoles.

Jueves.

vIernes.

Sdbado.

Domingo.
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Prueba intermedia 2
Equipo:

Augustus De Morgan, matemdtico que solo vivid en el siglo XIX, al ser prequntado por su
edad respondié: “Yo cumpli v anos en el ano x2”. ;En qué ano nacic?

1. 1802.
1806.
1811.

1851.

SR

183.

11



IV Gymkhana Matemdtica
Facultad de Matematicas
Murcia, diciembre 2005

Prueba intermedia 3

Equipo:

Se lanzan dos dados, uno verde y otro amarillo. ;Cudl es la probabilidad de que el verde
gane al amarillo?

1. 1/2.
1/6.
5/12.
5/6.
1/5.

SR

12
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Facultad de Matemadaticas
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Prueba intermedia 4
Equipo:

Completa la siguiente pirdmide numérica sabiendo que cada niumero es la suma de los dos
que tiene debajo:

411

110 ... 115

13
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Equipo:

Cdédigos de Hamming

Debido al funcionamiento de los ordenadores, en las modernas aplicaciones tecnoldgicas
(televisores, discos compactos, telefonia, etc.) para representar los datos se utilizan cédigos
binarios, basados en el uso de “palabras” formadas exclusivamente por ceros (0) y unos (1).

En los procesos de almacenamiento, transmisién o procesamiento de estos datos se producen
errores y es necesario disponer de sistemas que permitan detectar y corregir dichos errores, los
denominados cédigos correctores de errores. Estos cédigos estan basados en introducir
determinada informacion adicional que permita la deteccién y correccion de los errores pro-
ducidos.

Entre los cédigos correctores de errores se encuentran los denominados
cédigos de Hamming en honor a R.W. Hamming que los disend en
1950. Estos codigos estan basados en la introduccién de bits de paridad
que nos indican si hay un nimero par o impar de unos (1) en determinadas
posiciones.

Los cédigos de Hamming sirven para detectar dos errores y para corregir
un error.

Por ejemplo, un mensaje binario de cuatro digitos 0110 se transforma en uno de siete digitos
d1d50d4110 introduciendo tres nuevos digitos dy, dy v d4 en las posiciones que se corresponden
con las potencias de 2 (1, 2, 4, ...) de la siguiente forma:

e d; serd un 1 o un cero para asegurar que haya un nimero par de unos en las posiciones
1, 3,5y 7 (un lugar si, un lugar no, empezando en el primer digito).

e dy sera un 1 o un cero para asegurar que haya un nimero par de unos en las posiciones
2,3, 6y 7 (dos lugares si, dos lugares no, empezando en el segundo digito).

e d, sera un 1 o un cero para asegurar que haya un nimero par de unos en las posiciones
4,5, 6 y 7 (cuatro lugares si, cuatro lugares no, empezando en el cuarto digito).

En nuestro ejemplo, d; seria un 1, dy seria un 1 y d4 seria un 0, por lo que nuestro nuevo
mensaje sera 1100110. A este proceso se le llama codificacién.



Codifica el mensaje 1110

(Es 0111011 un mensaje codificado correctamente?

Los digitos dy, dy y d4 sirven para detectar los errores que se hayan producido en la trans-
mision del mensaje. Asi, si la paridad de las posiciones 1, 3, 5 y 7 no es la correcta uno de
estos digitos sera erréneo; si la paridad de las posiciones 2, 3, 6 y 7 no es correcta uno de estos
digitos sera incorrecto y lo mismo puede decirse acerca de la paridad de los posiciones 4, 5, 6
y 7.

De esta manera, si el mensaje recibido tiene un digito incorrecto, comprobando la paridad
en los tres casos anteriores podemos detectar cudl es el digito erréneo y corregirlo, obteniendo
asi el mensaje correcto; para ello basta determinar cudl es la Unica posicién que afecta a los
digitos de paridad incorrectos.

i Qué digito de paridad falla en el mensaje 0111011 anterior?

. Se puede cambiar algin digito para que sea correcto? ;Cual?

Si se recibe el mensaje codificado 1011011, ;ha habido algin error en la trans-
misiéon? ;Qué mensaje binario de cuatro digitos se ha codificado para obtener el
mensaje recibido?



V Gymkhana Matematica
Facultad de Matematicas
Murcia, noviembre 2006

Equipo:

Dados y probabilidad

Suponed que tiramos a la vez dos dados de colores distintos, verde y amarillo:

;Cuantos resultados distintos pueden darse teniendo en cuenta el color de los
dados? ;Cuadles son?

{ Cuantos resultados pueden darse para la suma de ambas puntuaciones? ;Cuales
son?

{Cuadl o cuales de esos resultados posibles para la suma es mas probable que el
resto? ;Cual es su probabilidad?

;Cual o cuales de esos resultados posibles para la suma es menos probable que
el resto? ;Cual es su probabilidad?



De los resultados posibles para la suma, ;cuantos son pares y cuantos son im-
pares?

. Qué es mas probable, que la suma sea par o que sea impar?



V Gymkhana Matematica
Facultad de Matematicas
Murcia, noviembre 2006

Equipo:

Formas y envases

Uno de los recipientes més comunes en nuestros supermercados son los denominados Tetra

Brik.

El tetra brik es un prisma recto de base rectangular elaborado en un
material ligero a partir de diversas capas de cartén (que le propor-
ciona rigidez), aluminio (que evita que la luz y el oxigeno penetren
en el envase) y polietileno (que asegura la estanqueidad). Dada la
combinacion de materiales, una vez utilizado debe depositarse en
los contenedores amarillos destinados a los envases.

Su forma permite unas aceptables condiciones de empaquetado y
almacenamiento.

Se puede fabricar a partir de rollos del correspondiente material tras un proceso de doblado,
una union lateral, otra superior y otra inferior.

Si se desea fabricar con un litro de capacidad y se establece que tenga una base
cuadrada de 6 c¢cm de lado, determinar, en cm, qué altura debe tener indicandola
como fraccion y en su expresion decimal.

Resolver la misma cuestiéon si, para facilitar su manipulacion, se quiere que
tenga una base rectangular de 6 cm x 9 cm.



Si se empaquetan en cajas de 6 unidades colocadas verti-
calmente, ;qué dimensiones pueden tener dichas cajas?

Es posible que hayas observado que, tras ser usados, estos envases
’) se pueden plegar dejandolos planos y ocupando poco espacio.

Si se supone que cada una de las tres uniones (lateral, superior e inferior) tiene
1 ¢m de anchura, jcual de los dos modelos de envases indicados requiere menos
material para su fabricacion?



V Gymkhana Matematica
Facultad de Matematicas
Murcia, noviembre 2006

Equipo:

El problema de la galeria de arte

Una forma de tener garantizada la vigilancia en una galeria de arte es situar camaras de
seguridad en los rincones o las esquinas de la galeria de forma que al girar puedan captar, entre
todas las que se instalen, cualquier punto de la zona de exposicion. Ademas, para abaratar los
costes, las galerias intentaran instalar el menor niimero posible de cdmaras.

A): A continuacidén se indican la planta de algunas galerias de arte. ;Cudntas
camaras se necesitan en cada una de ellas para cubrir la vigilancia?

Una figura se dice que es convexa si el segmento que une cualquier par de puntos que estén
en el interior de la figura estd también todo €l incluido dentro de la figura. La planta de todas
estas galerias es convexa.

B: ;Qué se puede decir acerca del niimero de cAmaras necesario para cubrir la
vigilancia de una galeria con planta convexa y de su posible ubicacion?



C: ,Es posible cubrir la vigilancia de la siguiente galeria tinicamente con dos
camaras? ;Doénde estarian situadas?

D: Encontrar el nimero minimo de camaras necesarias para cada una de las
siguientes galerias marcando las esquinas en las que estarian situadas.

E: ;Cémo se ven afectadas las soluciones obtenidas si ademas de situar las
camaras en los rincones o las esquinas de la sala se pueden ubicar en las paredes?



V Gymkhana Matematica
Facultad de Matematicas
Murcia, noviembre 2006

Equipo:

Cuadrados latinos y sudokus

Un cuadrado latino de tamano N es una cuadricula N x N (o sea, con N filas y N
columnas) en la que los numeros 1,2, 3,..., N aparecen exactamente una vez en cada fila y en
cada columna. Por ejemplo, el siguiente es un cuadrado latino de tamano 5:

1121345
31415112
5111234
21314151
415111213

Un cuadrado latino de tamano N es reducido cuando su primera fila (leida hacia la derecha)
y su primera columna (leida hacia abajo) contienen los nimeros 1,2,3,..., N en ese orden.

Escribe todos los cuadrados latinos reducidos de tamano 3 distintos que puedas:

11213 11213 112]3 11213
2 2
3 3 3 3

Escribe todos los cuadrados latinos reducidos de tamano 4 distintos que puedas:

2134 21314 21314 2134

| Wl DN —
= | DN =
| W N —
| W N =

A~ Wi N -
=] QW DN =
IS NGUIN NI
[N NGUIN NI




Un sudoku de tamano 4 es un cuadrado latino de tamano 4 en el que ademas cada uno
de los cuadrados 2 x 2 enmarcados por lineas mas gruesas contiene exactamente una vez los
nimeros 1, 2, 3y 4.

Completa el siguiente sudoku:

ot
ad

Completa todos los sudokus que puedas en los que el primer cuadrado 2 x 2 es
112

4

][22 L | 2 1| 2 | | 2
| 4 A A v | 4
| -2 1] 2 | 2 | | 2
3| 4 VA V] 3| 4
1| [ 1 | 2 I | & | | 2
| 4 | A A 3| 4
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V Gymkhana Matematica
Facultad de Matematicas
Murcia, noviembre 2006

Prueba intermedia 1
Equipo:
Juan naci6 antes del ano 2000. El 25 de Agosto del 2001 cumplié tantos afnos como es la

suma de los digitos del ano de su nacimiento.
Determina su fecha de nacimiento.

V Gymkhana Matematica
Facultad de Matematicas
Murcia, noviembre 2006
Prueba intermedia 1
Equipo:
Juan nacié antes del ano 2000. El 25 de Agosto del 2001 cumplié tantos anos como es la

suma de los digitos del ano de su nacimiento.
Determina su fecha de nacimiento.

11



V Gymkhana Matematica
Facultad de Matematicas
Murcia, noviembre 2006

Prueba intermedia 2
Equipo:

Un club esta formado por 10 ninas, cuyas edades son todas distintas y van de los 4 a los
13 anos. Tiene la particularidad de que las ninas son hermanas dos a dos. Las sumas de las
edades de las parejas de hermanas son 10, 13, 17, 22 y 23 anos respectivamente. Clara, que
tiene 7 anos, es una de las componentes del club. Determina, razonadamente, la edad de su
hermana.
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Prueba intermedia 2
Equipo:

Un club esta formado por 10 ninas, cuyas edades son todas distintas y van de los 4 a los
13 anos. Tiene la particularidad de que las ninas son hermanas dos a dos. Las sumas de las
edades de las parejas de hermanas son 10, 13, 17, 22 y 23 anos respectivamente. Clara, que

tiene 7 anos, es una de las componentes del club. Determina, razonadamente, la edad de su
hermana.
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Murcia, noviembre 2006

Prueba intermedia 3
Equipo:

Antonio, Begona, Carlos y Diana han tomado un aperitivo en un bar. A la hora de pagar, lo
hacen a partes iguales. Una vez abonada la cantidad, observan que aunque todos han pagado
lo mismo, Antonio ha puesto el 10'% de lo que tenia al principio, Begona el 20’%, Carlos el
30'% y Diana el 40’'%.

Averigua razonadamente la cantidad minima de euros que tenia cada uno, sabiendo que al
principio todos ellos tenfan un nimero entero de euros (sin decimales).
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Prueba intermedia 3
Equipo:

Antonio, Begona, Carlos y Diana han tomado un aperitivo en un bar. A la hora de pagar, lo
hacen a partes iguales. Una vez abonada la cantidad, observan que aunque todos han pagado
lo mismo, Antonio ha puesto el 10'% de lo que tenia al principio, Begona el 20'%, Carlos el
30’% y Diana el 40’%.

Averigua razonadamente la cantidad minima de euros que tenia cada uno, sabiendo que al
principio todos ellos tenfan un nimero entero de euros (sin decimales).
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Murcia, noviembre 2006

Prueba intermedia 4
Equipo:

En una fiesta hay 15 mujeres y algunos hombres. Primero cada mujer le regala un bomboén
a cada hombre conocido, que se lo come inmediatamente. Después cada hombre le regala un
bombén a cada mujer desconocida. En total se regalan 240 bombones.

Con esta informacion, jse puede determinar el nimero de hombres que hay en la fiesta?
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Prueba intermedia 4
Equipo:

En una fiesta hay 15 mujeres y algunos hombres. Primero cada mujer le regala un bomboén
a cada hombre conocido, que se lo come inmediatamente. Después cada hombre le regala un

bombdn a cada mujer desconocida. En total se regalan 240 bombones.
Con esta informacion, jse puede determinar el nimero de hombres que hay en la fiesta?
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Equipo:

Poliedros

Si suponemos que la aristas de los cubos que se han proporcionado tienen longitud 1,
construid con ellos poliedros que tengan el volumen y el area que se indican en la tabla. Una
vez construido cada uno de los poliedros, presentadlo a los monitores para su comprobacion.

Volumen | Area | comprobacion
7 26
10 50
12 32
18 46
18 50
20 48
22 58

Si pensdis que alguna de las propuestas no se pueden construir escribid “no se puede” en la
columna de comprobacion.
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Equipo:

Elipses

Johannes Kepler (1571-1630) en- i
contr6 que los movimientos de Sediand Law
los planetas se rigen por leyes
matematicas. La primera de sus
leyes establece que los planetas
describen orbitas elipticas con el
Sol en uno de sus focos.

Pero, jqué es una elipse y qué es
un foco de una elipse?

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos, @), del plano tales que la suma de sus
distancias a dos puntos F; y Fy (denominados focos) es una longitud constante ¢.

d(Q, F1)+d(Q, Fy) = ¢

su eje se obtienen circunferencias. Si en lugar de cortarla por planos
perpendiculares al eje se corta por planos oblicuos que, ademas, corten
a todas las generatrices del cono, entonces se obtienen elipses.

Si se corta una superficie conica por planos que son perpendiculares a i

Los elementos caracteristicos de la elipse aparecen reflejados en la siguiente imagen:

C

€a a




Los ejes de una elipse son perpendiculares entre si y la elipse es simétrica con respecto a
cualquiera de ellos. El punto O en el que se cortan los ejes se denomina centro de la elipse y
ésta es simétrica respecto a su centro.

., Qué relacién hay entre la longitud del eje mayor AB y la suma ¢ de la distancia de un
punto @ de la elipse a los focos F} y Fy?

Se llama distancia focal de una elipse a la distancia entre los dos focos de la elipse. ;Existe
alguna relacion entre la distancia focal y las longitudes de sus dos ejes?

Para construir una elipse podemos utilizar el denominado
método del jardinero: se fijan los extremos de una cuerda
de longitud ¢ a dos puntos (los focos) y manteniendo la
cuerda siempre tensa se traza la curva segin se indica en
el dibujo:

Basandoos en los datos anteriores, y utilizando la cuerda, trazad sobre el papel propor-
cionado una elipse cuyo eje mayor mida 100 cm. y cuyo eje menor mida 80 cm. y trazad otra
cuyo eje mayor mida 65 cm. y cuyo eje menor mida 60 cm.
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Equipo:

Enlosados inductivos

Suponed que disponemos de unas piezas (podemos pensar que son losas) en forma de L que
se obtienen juntando tres cuadrados de lado 1, como la de la izquierda en la siguiente figura:

X

una losa un enlosado muy sencillo

Con estas piezas queremos rellenar (o enlosar) unos rectangulos cuadriculados respetando
estas condiciones:

e Las piezas no se pueden romper ni solapar, y sus lados deben estar sobre la cuadricula.
e Se debe dejar sin enlosar (para un desagiie) un determinado cuadro de la cuadricula.

Si el rectangulo es de tamarnio 2 x 2 la solucién es bien sencilla (figura de la derecha) y
tendriamos soluciones analogas si el desagiie estuviera en cualquier otra casilla.

Resolved el problema para los siguientes rectangulos de tamano 4 x 4, dejando en cada caso
sin cubrir la casilla senalada con la cruz. Marca la solucién claramente con el rotulador.

Para un rectangulo 4 x 4, jhabra alguna forma poner la cruz en cierta casilla que haga
imposible resolver el problema? Justificad la respuesta.




Resolved el mismo problema de enlosados en los casos siguientes (si en alguno afirméis que
es imposible, explicad por qué):

Existe una técnica matematica muy til, la “demostraciéon por induccion”, que aplicada a
este problema permite encontrar con cierta facilidad una soluciéon cuando los rectangulos por
enlosar son cuadrados de tamano 2™ x 2". Por si sirve de pista, diremos sélo que este método
de induccion se basa en resolver un caso inicial (generalmente sencillo) y en ver cémo cada caso
puede resolverse “en funcién del anterior”.
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Equipo:

Mensajes secretos: El método RSA

. Qué restos se obtienen al dividir entre 5 los ntimeros 24, 3* y 447

.Y qué restos se obtienen al dividir entre 5 los nimeros 2°, 3% y 457

Estos resultados son casos particulares de un resultado publicado (sin
demostracién) en 1640 por el matematico francés Pierre Fermat que
establece que si p es un niimero primo y a es un nimero que no
es divisible por p, entonces a?~! da resto 1 al dividirlo entre p
y, por tanto, a” da el mismo resto que a al dividirlo entre p.

Un siglo después Leonard Fuler dio la primera demostracién de este
resultado y, en 1760, establecié un resultado mas general sobre los
restos que resultan al dividir potencias por un niimero aunque no
fuese primo.

Segun este resultado de Euler, si n = p x ¢, donde p y ¢ son dos
ntimeros primos distintos, y a es un nimero primo con n (que no
tiene factores comunes con él), entonces el resto que resulta de
dividir la potencia a®~)*(@=1) entre n es precisamente 1.

Cuando queremos mandarle un mensaje a alguien, transmitirle una determinada infor-
macién, hay ocasiones en las que nos interesa que nadie mas pueda conocerlo, es decir, que
los datos sean secretos. El proceso de disfrazar los datos se llama cifrado. El acceso a los
ordenadores esta controlado por contrasenas que se almacenan cifradas para que nadie pueda
tener facil acceso a ellas.



Ron Rivest, Adi Shamir y Len Adelman
disenaron a mediados de los anos setenta un
método (denominado RSA) que permite a
cualquier persona que quiera recibir un men-
saje secreto hacer publica la forma de cifrar los
mensajes porque unicamente podra descifrarlos
la persona que los recibe (este tipo de cifrados
se denominan de clave piblica).

El método RSA se basa en el resultado de Euler junto con el hecho de que mientras que es
muy facil multiplicar dos niimeros es mucho mas dificil factorizar un nimero en producto de
primos. Funciona de la siguiente manera:

Se eligen dos nimeros primos, por ejemplo p = 5y ¢ = 23 (en la practica se utilizan primos
muchisimo més grandes), se calcula n = p X ¢ (en nuestro ejemplo serfa n = 115) y se toman
un numero r que no tenga factores comunes con el minimo comin multiplomdep—1y g—1
y un nimero s de forma que r X s de resto 1 al dividirlo entre m. En nuestro caso, como
m = m.c.m.(4,22) = 44, podrian ser r =5y s = 9 ya que 5 x 9 = 45 que da resto 1 al dividirlo
entre 44. De esta forma si a es un nimero que no es divisible por p ni por ¢ se tendra que
a™ = (a")® da el mismo resto que a al dividirlo entre n.

La persona que quiera recibir los mensajes cifrados puede anunciar piblicamente que para
enviarle un determinado nimero a bastara con que se le envie el resto que da a” al dividirlo
entre n. Los nimeros n y r estaran al alcance de todos, mientras que la forma de descodificar
el mensaje cifrado recibido b, que sera calcular el resto que resulta de dividir b® entre n, sélo la
sabra él y quien sea capaz de factorizar n en primos.

En resumen, en nuestro caso, para cifrar un nimero r bastara que calculemos el
resto que da z° al dividirlo entre 115 y para descifrar un ntimero cifrado y bastara
que calculemos el resto que da ° al dividirlo entre 115.

Si nos dicen que para cifrar un nimero ha de ser n = 115 y r = 5 y queremos enviar el
numero 11, ;Qué numero cifrado deberemos enviar?

Si hemos recibido los niimeros cifrados 3 y 7 ; Qué ntiimeros sin cifrar han querido enviarnos?
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Equipo:

Sumas de cuadrados

En el siglo I1I, Diofanto de Alejandria afirmé que todo niimero
entero positivo se puede expresar como una suma de cuadrados
con 4 sumandos como maximo. Por ejemplo:

2=12+4+12 3=124+12+412
4=124+12412412=22 5 =124 22
6 =12+ 12+ 22 T=124+1%24+ 124 22

Esta afirmacién es cierta, aunque hubo que esperar hasta 1770
para que Joseph Louis Lagrange diera una demostracion rigu-
rosa.

Como ves en los ejemplos anteriores, a menudo basta con menos
de 4 sumandos y a veces hay mas de una forma de obtener esas
sumas de cuadrados.

En 1798, Adrien-Marie Legendre identifico los enteros positivos
que no se pueden escribir como suma de cuadrados con menos
de 4 sumandos: son los de la forma 4™(8k + 7) con n,k > 0.
Para n = 0 aparecen los miembros de la progresién aritmética

7, 15, 23, 31, 39, 47,




PREGUNTA 1 (sumas de DOS cuadrados):

Para cada uno de los siguientes niimeros primos, decide si puede o no expresarse como suma
de DOS cuadrados. Completa la tabla siguiendo el ejemplo de las dos primeras filas.

n° primo ;s posible expresarlo como a? + b*? jcémo?

5 sf es posible: 5 = 12 + 22

7 no es posible

11

13

17

19

23

41

61

97

PREGUNTA 2 (sumas de CUATRO cuadrados):

Cada uno de los siguientes niimeros se puede expresar como suma de CUATRO cuadrados
de dos maneras distintas. Encuentra las que puedas y completa la tabla como en el ejemplo.

Atencién: dos sumas que sélo se diferencien en el orden de los sumandos no se consideran
distintas. Por ejemplo, 10% + 22 + 4% + 22 no serfa distinta de la de la segunda ejemplo.

nimero forma 1 forma 2
124 124+ 1%+ 12+ 1217 22 422 + 44 +10?
28
60
92
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Equipo:

Prueba intermedia 1

En una reunién la edad media global es de 31 anos, la de los hombres es 35 y la de las
mujeres es 25. ;Cudl es la relacién hombres / mujeres?

VI Gymkhana Matematica
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Equipo:
Prueba intermedia 2

Sitia los numeros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7 en los vértices de un cubo para que la suma en cada
arista sea un nimero primo.

10
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Equipo:

Prueba intermedia 3

A un cubo de lado 2 le hemos extraido un cubo de lado 1 como se ve en la figura. Si P es
el punto donde estaba el vértice que hemos quitado y ) es el vértice opuesto, dibuja la figura
que veriamos desde P si mirdsemos en direccién a Q).

\ /
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Equipo:

Prueba intermedia 4

Saliendo en cada caso desde el circulo marcado y moviéndote de un circulo a otro sélo por
sus puntos de tangencia (o sea, s6lo en horizontal y vertical, sin diagonales), seniala un recorrido
que pase por todos los circulos sin repetir. Si no se puede, marca la casilla correspondiente.

OO@OO OOOOO

OOOOO OOOOO

[ ] es imposible [ ] es imposible [ ] es imposible [ ] es imposible

11
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Equipo:
Faros y hélices

Un determinado pueblecito costero tiene un faro cuya planta es un
cuadrado de 5 m de lado y con una altura de 9 m.

El farero no quiere pintar el faro con franjas horizontales como
viene siendo habitual sino que, imitando la “Torre de Hércules” de
La Coruna, pretende pintarle una linea negra que partiendo de la
parte inferior de una esquina llegue a la parte superior de la misma
esquina dando dos vueltas completas al faro siempre con la misma
inclinacién. A .

Torre de Hércules

L Qué altura deberd ir ganando la linea al recorrer cada una de la cuatro fachadas de la
torre?

., Cuanto medira la linea en su totalidad?

El farero de un pueblo vecino pretende hacer lo mismo, pero su faro es de planta circular
con 12 m de perimetro y 20 metros de altura. Si pretende que la linea dé exactamente cuatro
vueltas alrededor de la torre, jcuanto ha de medir la linea que debe pintar?

Si en un cilindro de cartén pintamos una linea analoga a la del faro y corta-
mos con una tijeras a lo largo de ella, jqué figura nos saldria? ; Cudles serian
sus dimensiones?
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Equipo:

Restauracion arqueolégica

En las ruinas de una casa romana se han encontrado cuatro mosaicos diferentes que,
lamentablemente, estan incompletos:

'

Lj;

B e —

. = |esaeesanil]

Intenta restaurarlos indicando, mediante su letra, cual de las siguientes piezas pondrias en
cada uno de los huecos.

ERl 28 ElEa

e
E!ZFp :
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Equipo:

Cortes planos

Las animaciones que se os mostraran corresponden al resultado de ir cortando por planos
paralelos alguno de los cinco sélidos platonicos:

Tetraedro

‘3\‘/(/, v \\Q\L’,; -

Octaedro Dodecaedro

Icosaedro

Intenta adivinar de qué poliedro se trata en cada caso y rellena la tabla siguiente:

Animacién n° Color Poliedro
1 Salmon
Morado
Azul oscuro
Rojo oscuro
Rojo
Multicolor
Turquesa

| | O | W N

Os puede resultar 1til ayudaros con los poliedros que os facilitamos.
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Equipo:

Calculo de multitudes

Es habitual que, ante determinados eventos que suponen la concentracién de un gran niimero
de personas, se produzca una “guerra de cifras” cuando se trata de estimar la cantidad de
asistentes.

Por ejemplo, en una manifestacion contra un gobierno las cifras que ofrecen los convocantes
suelen ser unas cinco o diez veces mayores que las que ofrecen las autoridades.

Por supuesto, muchas veces en estos calculos influye un interés de quien los hace por que
las cifras sean altas o bajas. De hecho, cuando hay un “interés general” en que sean altas, por
ejemplo cuando se estiman los asistentes a un acto festivo, suele haber mas unanimidad, lo cual
no implica necesariamente que los calculos sean mejores.

Una forma razonable de estimar el nimero de personas congregadas en un recinto consiste
en calcular el area del recinto y multiplicar por la “densidad” del ptublico, o sea el niimero de
personas que pueden caber en una unidad de area. Lo primero se puede hacer generalmente
de manera precisa, y la densidad puede ser algo mas complicada pues depende de cémo de
apretada esté la gente. No es lo mismo una manifestacion, en la que la gente camina y debe
dejar mas espacio, que un desfile en el que los asistentes estan quietos.

En esta prueba debéis resolver dos cuestiones, y sobre todo explicar cémo llegais a esas
soluciones:

Por una parte, debéis estimar el nimero maximo de personas que cabrian de pie en
la explanada donde se celebra esta prueba. El recinto que se considera es el cubierto por las
losas rectangulares, desde el camino verde hasta las escaleras, y las personas deben estar muy
juntas.

En segundo lugar, debéis hacer una estimacién “tirando por lo alto” del niimero de per-
sonas que asisten al Entierro de la Sardina en Murcia. Tenéis un mapa con el recorrido
que os permitird, usando la escala, estimar la longitud del recorrido. Supondremos, para tirar
por lo alto, que durante todo el recorrido hay cuatro filas de sillas a cada lado del desfile y diez
filas de personas de pie detras.

Recordad que debéis entregar no sélo vuestras soluciones sino también las explicaciones de
como llegais a ellas.
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Equipo:

Nudos
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Los nudos son objetos de uso cotidiano desde tiempos remotos. La idea que
usualmente tenemos de un “nudo” es la de un trozo de cuerda con cierto
grado de enmaranamiento pero con los extremos libres, tal y como hacemos @
cuando nos atamos los cordones de los zapatos, nos anudamos las corbatas
o con los distintos nudos marineros.

El concepto matematico de nudo es distinto; podemos decir que, matematica-
mente hablando, un nudo es un trozo de cuerda en el que, tras darle un
determinado grado de enredo, se juntan los extremos de tal manera que no
podamos distinguir donde se han pegado. No tiene importancia que la cuer-
da sea méas o menos gruesa ni mas o menos larga, lo importante es que sea
una linea cerrada.

Toda modificacién de un nudo que se realize sin cortar ni volver a pegar la cuerda que lo
representa producira un nudo equivalente. La teoria matematica de nudos tiene aplicaciones

a campos muy diversos.

Usualmente un nudo se describe por medio de lo que denominamos

su diagrama, que corresponderia a dejar caer el nudo sobre una
mesa, destacando en cada cruce la diferencia entre el tramo que
estd encima y el que estd debajo (que normalmente aparece mar-

cado con una interrupcion).

Un mismo nudo, o nudos equivalentes, pueden admitir distintas representaciones en forma de
diagrama, asi que surge el primer problema fundamental, ;cuando dos diagramas representaran

el mismo nudo?

En 1927, Reidemeister resuelve parcialmente
este problema. El teorema de Reidemeister per-
mite decidir si un nudo es igual otro tan soélo
haciendo dibujos y es una buena herramienta
en la teorfa de nudos. Segun este resultado: Dos
diagramas representan nudos equivalentes pre-
cisamente cuando se puede pasar de uno a otro
haciendo un nimero finito de transformaciones
de tipo I, IT y III, representadas en la siguiente

figura:
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Como un mismo nudo puede tener distintos diagramas, el nimero de cruces que aparecen
puede depender de como se haya construido el diagrama, sin embargo podemos definir el mini-
mo numero de cruces de un nudo como el nimero de cruces que tiene el diagrama de ese
nudo que menos cruces tenga. El nudo con un diagrama sin cruces se denomina un nudo trivial,
podria ser representado por una circunferencia; de hecho, es el iinico nudo que tiene diagramas
con un unico cruce.

., Qué minimo numero de cruces crees que tienen los nudos representados en los diagramas
siguientes?

B @ Q0

Dibuja un nudo con minimo niimero de cruces exactamente cinco y otro con seis.
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Equipo:
Prueba intermedia 1

;Cudntos divisores tiene el niimero 23 x 32 x 77

,Cual es el mayor nimero menor que 10000 que tiene exactamente 5 divisores?
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Equipo:

Prueba intermedia 2

., Qué numero tiene exactamente 9 divisores que suman 4037
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Equipo:

Prueba intermedia 3

., Cuantas diagonales tiene un poligono regular de n lados?
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Equipo:

Prueba intermedia 4

., Qué poligonos regulares tienen diagonales de exactamente 7 longitud distintas?





