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José Rodŕıguez Ruiz y constituye su tesina.
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Índice General

Introducción vii

I Integral de Riemann 1

1 Definición y propiedades elementales 3

2 Condiciones suficientes de integrabilidad 15
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Introducción

Desde sus oŕıgenes, la Teoŕıa de la Integración ha constituido una de las
ramas más destacadas de la Matemática y sus aplicaciones en otros campos
son múltiples y de enorme importancia. Nuestro trabajo se enmarca dentro de
lo que se conoce como Integración Vectorial, que podemos definir brevemente
como el estudio de técnicas de integración de funciones f : Ω −→ X, donde Ω es
un espacio de medida y X un espacio vectorial topológico, en general un espacio
de Banach.

Desde los trabajos iniciales de G. Birkhoff, S. Bochner, N. Dunford y B.J.
Pettis en los años 30 (véase [30]), un gran número de matemáticos ha puesto
toda su enerǵıa en el desarrollo de técnicas de integración vectorial como medio
para estudiar propiedades topológicas y geométricas de los espacios de Banach.
Hasta ahora las integrales más analizadas y de mayor impacto en la teoŕıa de
espacios de Banach han sido las de Bochner (una generalización natural de la
de Lebesgue) y Pettis. Nuestro trabajo versa sobre otros dos tipos de integral
vectorial: las integrales de Riemann y McShane de funciones f : [a, b] −→ X,
donde X es un espacio de Banach.

La Integral de Riemann Vectorial es la extensión natural de la cono-
cida integral que se enseña a los estudiantes de primer curso de licenciatura. A
ella dedicamos la primera parte de esta memoria, cuyo contenido resumimos a
continuación.

En el Caṕıtulo 1 definimos la integral de Riemann y extendemos al caso
general algunas propiedades elementales. Pronto se pone de manifiesto que el
caso vectorial presenta ciertas diferencias con el escalar. Aśı, existen funciones
f : [a, b] −→ X integrables Riemann cuya norma ‖f‖ : [a, b] −→ R no es
integrable Riemann y que, además, no son medibles Bochner. En particular, se
observa que la integral de Bochner no es una extensión de la de Riemann, al
contrario de lo que ocurre para funciones reales con la integral de Lebesgue.

En el Caṕıtulo 2 analizamos dos condiciones suficientes para que una fun-
ción sea integrable Riemann: que tenga variación débilmente acotada o que sea
integrable Darboux. Adaptamos al caso vectorial la conocida caracterización de
Lebesgue sobre integrabilidad Darboux y deducimos que una función acotada
continua en casi todo punto es integrable Riemann. Sin embargo, el rećıproco
no es cierto en general y el Caṕıtulo 3 está dedicado a estudiar la clase de los
espacios de Banach para los que toda función integrable Riemann es continua
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viii INTRODUCCIÓN

en casi todo punto. Los únicos espacios conocidos con esta propiedad son los
de dimensión finita, l1 y el espacio de Tsirelson. Proporcionamos ejemplos que
desmienten la conjetura para el resto de espacios de sucesiones clásicos, C[0, 1]
y los espacios uniformemente convexos, además de analizar el problema para la
topoloǵıa débil.

En el Caṕıtulo 4 probamos que la integral de Pettis extiende a la de Riemann
y hacemos un breve estudio de ciertas formas débiles de la integral.

El Caṕıtulo 5 está dedicado en su totalidad a caracterizar, mediante integra-
ción Riemann, un par de propiedades de los espacios de Banach relativas a la
convergencia en norma de sucesiones convergentes respecto de ciertas topoloǵıas
vectoriales más gruesas. Por ejemplo, y como aplicación del principal resultado
de la Sección 5.1, obtenemos que:

• un espacio de Banach X es de Schur si y sólo si toda función débilmente
continua f : [0, 1] −→ X es integrable Riemann;

• un espacio de Banach X es de dimensión finita si y sólo si toda función
ω∗-continua f : [0, 1] −→ X∗ es integrable Riemann.

En el Caṕıtulo 6 demostramos que toda función integrable Riemann tiene
la llamada propiedad de Bourgain cuando X es real. Como consecuencia de
este resultado, que creemos original, obtenemos una mejora de la afirmación la
integral de Pettis extiende a la de Riemann y una prueba de la compacidad de
Zf = {x∗f : x∗ ∈ BX∗} en ‖.‖1.

Finalizamos el bloque dedicado a la integral de Riemann con un breve resu-
men (Caṕıtulo 7) de lo que actualmente se conoce sobre los conjuntos de ĺımites
de sumas de Riemann de una función acotada f : [0, 1] −→ X. Repasamos sin
demostraciones la historia de los dos principales problemas: la existencia de
ĺımites y la convexidad del conjunto de los mismos.

La segunda parte de esta memoria está dedicada al estudio de la Integral
de McShane Vectorial, aunque el caso escalar ocupa un lugar importante
en nuestro desarrollo.

A finales de los cincuenta, mientras trabajaba en problemas de ecuaciones
diferenciales, J. Kurzweil definió y utilizó ([41]) la integral que luego se llamaŕıa
de Henstock (o integral de Riemann generalizada) para funciones f : [a, b] −→ R.
La nomenclatura actualmente empleada es consecuencia del estudio detallado
que R. Henstock hizo de la construcción de Kurzweil en [27] y [28] (probando,
por ejemplo, el teorema de la convergencia monótona). La integral de Henstock
(que coincide con la de Perron-Denjoy) es una extensión de la de Lebesgue,
pero, en general, para una función f integrable Henstock su valor absoluto
|f | no tiene por qué serlo (esto asegura la existencia de funciones que no son
integrables Lebesgue pero śı en el sentido de Henstock).

Ampliando la clase de particiones utilizada por Kurzweil, E.J. McShane ob-
tuvo (en [43], dentro de un contexto mucho más general que el que nosotros
vamos a considerar) una integral que coincide con la de Lebesgue. Aunque el
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caso escalar está sobradamente estudiado (hay tratados como [44] donde se de-
sarrolla toda una teoŕıa de integración McShane de funciones Rn −→ R –a la
postre equivalente a la de Lebesgue–), no es fácil encontrar una prueba autocon-
tenida de la equivalencia entre las construcciones de McShane y Lebesgue para
funciones de [a, b] en K. Por ello hemos optado por incluir todo un caṕıtulo
(concretamente el 9) dedicado a justificar dicha equivalencia, que desempeña
un papel fundamental en el resto de la memoria. A continuación resumimos el
contenido de los otros dos caṕıtulos de este bloque.

En el Caṕıtulo 8 introducimos la integral de McShane vectorial, demostramos
el lema de Henstock (de especial importancia en la teoŕıa), probamos que toda
función medible simple es integrable McShane y un hecho destacable: al igual
que en el caso escalar, la integral de McShane extiende a la de Riemann.

Esto muestra la diferencia que existe en el caso vectorial entre las integrales
de McShane y Bochner (que, como indicamos anteriormente, es la extensión
natural de la de Lebesgue). En general, la integral de McShane es una extensión
de la de Bochner y ambas integrales coinciden si y sólo si el espacio es de
dimensión finita. Estos resultados son parte del contenido del Caṕıtulo 10,
que está dedicado a comentar las relaciones existentes entre las integrales de
McShane, Bochner y Pettis. En la Sección 10.1 mostramos que la integrabilidad
Pettis extiende a la de McShane. El rećıproco es cierto si exigimos medibilidad
Bochner a la función (Sección 10.3). Para demostrarlo nos apoyamos en un
dif́ıcil teorema de paso al ĺımite bajo la integral –Sección 10.2–, que nos permite
deducir además los teoremas de Vitali y de la convergencia dominada para la
integral de McShane. Cerramos el apartado dedicado a esta integral dando una
caracterización de los espacios de Banach de dimensión finita en términos de
una forma fuerte del lema de Henstock.

Hemos confeccionado un Apéndice que contiene una serie de definiciones y
resultados complementarios utilizados en el resto de la memoria, desglosado en
una serie de apartados. La mayoŕıa son sobradamente conocidos y nos limitamos
a dar el enunciado y una referencia bibliográfica. Sin embargo, se incluye la
demostración de otros menos difundidos o para los que no hemos podido dar
una referencia concreta.

En lo que respecta a las numerosas referencias empleadas, destacamos [21],
[57] y [51] para la parte dedicada a la integral de Riemann, y [44], [22], [20] y
[19] en lo que se refiere a la integral de McShane. No obstante, a lo largo de la
memoria indicamos con precisión la fuente de cada resultado y proporcionamos
al inicio de cada sección o caṕıtulo las referencias elementales relativas al mismo.

El presente trabajo no es una mera recopilación del material de los art́ıculos
citados anteriormente o el resto de los que aparecen en la bibliograf́ıa.

Hemos ampliado y, en algunos casos, corregido algunas de las demostraciones
originales (ejemplos destacados son A.4.15, 3.3.1 y 10.3.3).

Ciertos resultados han sido obtenidos de manera independiente (es decir, he-
mos conseguido una prueba de ellos sin disponer de los art́ıculos donde aparecen
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demostrados), por ejemplo 2.2.14, 3.2, 8.2.2, 8.3.1 iii), 8.4.1, 10.3.1 iii), 10.3.9
y 10.3.10. En otros casos hemos conseguido demostraciones alternativas más
elementales o transparentes, como pueden ser 3.2.5, 6.0.4, 10.3.1 ó 10.3.4.

Incluimos también mejoras y generalizaciones de resultados previos, como
pueden ser 2.1.4, 4.0.12 iii), 5.1.2 iv), 5.2.5 y 6.0.2. Además, creemos que 6.0.1
es un resultado original que aparece publicado aqúı por primera vez.



Notaciones y convenios

Aunque la notación es estándar (la de textos como [17]), creemos conveniente
hacer una serie de observaciones al respecto.

En toda la memoria K denota indistintamente el cuerpo R (de los números
reales) ó C (de los números complejos).

Para nosotros un espacio de medida es una terna (Ω,Σ, µ), donde Ω es un
conjunto, Σ es una σ-álgebra en Ω y µ : Σ −→ [0,∞] una medida contablemente
aditiva tal que µ(∅) = 0. Denotamos por L1(µ) al conjunto de las funciones
de Ω en K integrables Lebesgue. El subconjunto de las reales se representa
mediante L1

R(µ). El espacio de Banach cociente obtenido identificando funciones
integrables que coinciden en casi todo punto se denota por L1(µ). Mantenemos
la misma notación para una función integrable y su clase de equivalencia en
L1(µ). Si E ∈ Σ, definimos ΣE = {A ∩ E : A ∈ Σ} y µE = µ �ΣE

.
Si A,B ∈ Σ son medibles, decimos que A está contenido esencialmente en

B si µ(A \B) = 0.
La medida (resp. exterior) de Lebesgue se representa mediante m (resp.

m∗) y la σ-álgebra de Lebesgue de [a, b] mediante Σ. Un subconjunto medible
E ⊂ [a, b] es conulo si m([a, b] \ E) = 0.

Si E ⊂ Ω, su función caracteŕıstica viene dada por χE : Ω −→ R, χE(x) = 0
si x 6∈ E y χE(x) = 1 si x ∈ E. Si V es un espacio vectorial y f : Ω −→ V es
una aplicación, definimos χEf como la función que vale 0 fuera de E y coincide
con f en E.

En toda la memoria X representa un espacio de Banach arbitrario sobre K
(es decir, puede ser tanto real como complejo). Las excepciones a esta regla se
indican convenientemente. El dual topológico se representa mediante X∗, BX es
el conjunto de elementos de X de norma menor o igual que 1 y SX el formado
por los de norma 1. La topoloǵıa débil de X (resp. débil estrella de X∗) la
denotamos por ω ó σ(X, X∗) (resp. ω∗ ó σ(X∗, X)). Si no se dice lo contrario
la topoloǵıa del espacio X que consideramos es la inducida por la norma (por
ejemplo, si escribimos limn xn = x nos referimos a la topoloǵıa normada). Una
inmersión de espacios de Banach es una aplicación lineal T : X −→ Y que es un
homeomorfismo entre X y T (X). Obtenemos un renormamiento de un espacio
de Banach cuando cambiamos la norma original por otra equivalente (es decir,
que induce la misma topoloǵıa).

Para cada n ∈ N definimos en = (δi,n)i∈N ∈ {0, 1}N, donde δi,n representa la
delta de Dirac: δi,n = 0 si i 6= n, δn,n = 1.

Una topoloǵıa vectorial τ en un espacio vectorial V es una topoloǵıa (no nece-
sariamente Hausdorff) que hace continuas a las operaciones de suma y producto
por escalares del espacio V . El par (V, τ) se dice espacio vectorial topológico.

El interior de un subconjunto A de un espacio topológico se denota mediante
int(A), su adherencia o clausura mediante A.

En toda la memoria [a, b] es un intervalo cerrado y acotado de R. Salvo
que se diga lo contrario todos los intervalos son no degenerados (es decir, no
unipuntuales).

xi
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Parte I

Integral de Riemann
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Caṕıtulo 1

Definición y propiedades
elementales

Se llama partición de Riemann de [a, b] a una colección

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}

donde

• {[ai, bi]}i=1,...,n es un conjunto de subintervalos de [a, b] (los subintervalos
de P) que no se solapan (es decir, la intersección de dos distintos es como
mucho un punto) cuya unión es [a, b]. El conjunto de extremos de estos
intervalos se llama conjunto de puntos de P y lo denotaremos mediante
e(P).

• si ∈ [ai, bi] para cada i = 1, . . . , n. Se llamarán puntos intermedios de la
partición y su conjunto lo denotaremos por t(P). Normalmente escribire-
mos t(P) = {s1, . . . , sn} (aunque haya repeticiones).

La norma de la partición se define como

|P| = max {bi − ai : i = 1, . . . , n} .

Sea P ′ otra partición de Riemann del intervalo [a, b]. Diremos que P ′ es más
fina que P si e(P) ⊂ e(P ′).

Sea ahora f : [a, b] −→ X una función. La suma de Riemann de f asociada
a la partición P se define como

f(P) =
n∑

i=1

(bi − ai)f(si).

En otras ocasiones escribiremos abreviadamente f(P) =
∑n

i=1 m(Hi)f(si) para
Hi = [ai, bi] y m(Hi) = bi − ai.

3



4 CAPÍTULO 1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES ELEMENTALES

Denotaremos el conjunto de las particiones de Riemann del intervalo [a, b] me-
diante Π[a, b]. De aqúı en adelante, salvo que se diga lo contrario, cuando
hablemos de una partición de Riemann nos estaremos refiriendo a una partición
de Riemann del intervalo [a, b].

Definición 1.0.1. Sea f : [a, b] −→ X una función. Diremos que es integrable
Riemann en [a, b] con integral z ∈ X si satisface las siguientes condiciones
equivalentes:

i) Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que, para toda partición de Riemann P
de norma menor que δ,

‖f(P)− z‖ < ε.

ii) Para cada ε > 0 existe una partición de Riemann Pε tal que, para toda
P ∈ Π[a, b] más fina que Pε,

‖f(P)− z‖ < ε.

Demostramos la equivalencia como en [21, Teorema 3].

Proposición 1.0.2. Para una función f : [a, b] −→ X las dos condiciones
anteriores son equivalentes e implican que f es acotada.

Demostración. i) ⇒ ii) Sea ε > 0. Existe δ > 0 tal que ‖f(P)−z‖ < ε para cada
P ∈ Π[a, b] de norma menor que δ. Fijamos P0 ∈ Π[a, b] de norma menor que δ.
Si P es una partición de Riemann más fina que P0 es claro que |P| ≤ |P0| < δ
y aśı ‖f(P)− z‖ < ε.

Antes de probar la otra punta de flecha afirmamos que si f satisface ii),
entonces está acotada. En efecto: tomemos una partición de Riemann

P0 = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}

tal que ‖f(P) − z‖ < 1 para cada P ∈ Π[a, b] más fina que P0. Para ver que
f es acotada basta comprobar que lo está en cada uno de los subintervalos de
P0. Fijamos 1 ≤ i ≤ n. Para cada t ∈ [ai, bi] definimos la partición Pt ∈ Π[a, b]
como aquella que tiene como subintervalos los de P0 y puntos intermedios

sj ∈ [aj , bj ] para cada j 6= i y t ∈ [ai, bi].

Evidentemente, Pt es más fina que P0 y por tanto ‖f(Pt) − z‖ < 1. Además
‖f(P0)− z‖ < 1 y, entonces, ‖f(Pt)− f(P0)‖ < 2. Pero

f(Pt)− f(P0) = (bi − ai)(f(t)− f(si)),

lo que implica

‖f(t)− f(si)‖ <
2

bi − ai
.

Esta desigualdad es válida para todo t ∈ [ai, bi] y aśı f es acotada en dicho
subintervalo.
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ii) ⇒ i) Por la observación anterior existe M > 0 tal que ‖f(t)‖ < M para
todo t ∈ [a, b].

Dado ε > 0, sea P0 ∈ Π[a, b] tal que ‖f(P) − z‖ < ε
2 para cada P ∈ Π[a, b]

más fina que P0. Afirmamos que para cada P ∈ Π[a, b]

|P| < δ :=
ε

4M(n + 1)
⇒ ‖f(P)− z‖ < ε,

donde n es el número de subintervalos de P0.
En efecto, sea P ∈ Π[a, b] tal que |P| < δ. Escribimos

P0 = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}

P = {([ci, di], ti) : i = 1, . . . ,m} .

Definimos el conjunto Y de los pares (i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} tales que
[ai, bi] ∩ [cj , dj ] =: Ii,j no es ni vaćıo ni un punto. Construimos la siguiente
partición auxiliar P1 ∈ Π[a, b]

P1 = {(Ii,j , ri,j) : (i, j) ∈ Y } ,

donde para cada (i, j) ∈ Y

• Si Ii,j = [cj , dj ], entonces ri,j := tj .

• En caso contrario tomamos ri,j ∈ Ii,j arbitrario.

Observamos que

‖f(P)− f(P1)‖ =

∥∥∥∥∥∥
m∑

j=1

(dj − cj)f(tj)−
∑

(i,j)∈Y

m(Ii,j)f(ri,j)

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥
m∑

j=1

∑
1≤i≤n
(i,j)∈Y

m(Ii,j) (f(tj)− f(ri,j))

∥∥∥∥∥∥∥∥
≤

m∑
j=1

∑
1≤i≤n
(i,j)∈Y

Ii,j 6=[cj ,dj ]

m(Ii,j)‖f(tj)− f(ri,j)‖

≤ 2M
m∑

j=1

∑
1≤i≤n
(i,j)∈Y

Ii,j 6=[cj ,dj ]

m(Ii,j)

≤ 2M
∑
j∈J

(dj − cj), (1.1)

donde J es el conjunto de los j ∈ {1, . . . ,m} para los que existe un 1 ≤ i ≤ n
tal que (i, j) ∈ Y y [cj , dj ] 6= Ii,j (es decir, (cj , dj) ∩ e(P0) 6= ∅). Como e(P0)
tiene n + 1 elementos, es claro que |J | ≤ n + 1.
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De la desigualdad anterior se desprende que

‖f(P)− f(P1)‖ < 2M(n + 1)|P| < ε

2

por la elección de δ. Por construcción P1 es más fina que P0 y aśı

‖f(P)− z‖ ≤ ‖f(P1)− z‖+ ‖f(P)− f(P1)‖ <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Si f es integrable Riemann, la unicidad del vector z que aparece en la defini-
ción es obvia. Lo llamaremos integral de f en [a, b] y lo denotaremos mediante∫ b

a
f ó (R)

∫ b

a
f . Otra notación que conviene fijar es:

∫ a

b
f := −

∫ b

a
f .

Es evidente que Π[a, b] puede ser preordenado de dos formas:

1. P �1 P ′ si y sólo si |P ′| ≤ |P|.

2. P �2 P ′ si y sólo si e(P) ⊂ e(P ′).

Proposición 1.0.3. (Π[a, b],�1) y (Π[a, b],�2) son conjuntos dirigidos. Dada
una función f : [a, b] −→ X podemos definir dos redes

S1
f : (Π[a, b],�1) −→ X y S2

f : (Π[a, b],�2) −→ X

mediante S1
f (P) = S2

f (P) = f(P). Son equivalentes:

i) f es integrable Riemann en [a, b].

ii) La red S1
f es convergente.

iii) La red S2
f es convergente.

En tal caso la integral y los ĺımites de las redes coinciden.

Demostración. Es elemental. Veamos por ejemplo que (Π[a, b],�2) es dirigido.
En efecto, sean P,P ′ ∈ Π[a, b], que representamos

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} ,

P ′ = {([ci, di], ti) : i = 1, . . . ,m} .

Definimos, como en la prueba precedente, el conjunto Y de los pares (i, j) ∈
{1, . . . , n} × {1, . . . ,m} tales que [ai, bi] ∩ [cj , dj ] =: Ii,j no es ni vaćıo ni un
punto. Definimos ahora P ′′ ∈ Π[a, b] mediante

P1 = {(Ii,j , ri,j) : (i, j) ∈ Y }

para ciertos ri,j ∈ Ii,j arbitrarios. Es claro que P � P ′′ y P ′ � P ′′.
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La completitud del espacio X nos permite dar el siguiente criterio de Cauchy
[21, Teorema 5]. La condición iv) (aparentemente más débil) nos será de gran
utilidad en lo sucesivo.

Proposición 1.0.4. Para una función f : [a, b] −→ X son equivalentes:

i) f es integrable Riemann en [a, b].

ii) Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si P1,P2 ∈ Π[a, b] tienen norma
menor que δ, entonces ‖f(P1)− f(P2)‖ < ε.

iii) Para cada ε > 0 existe Pε ∈ Π[a, b] tal que si P1,P2 ∈ Π[a, b] son más
finas que Pε, entonces ‖f(P1)− f(P2)‖ < ε.

iv) Para cada ε > 0 existe Pε ∈ Π[a, b] tal que si P1,P2 ∈ Π[a, b] satisfacen
e(P1) = e(P2) = e(Pε), entonces ‖f(P1)− f(P2)‖ < ε.

Demostración. i) ⇔ ii) y i) ⇔ iii) son consecuencia de la condición de Cauchy
para redes y la proposición 1.0.3.

iii) ⇒ iv) es evidente.
iv) ⇒ iii) Sea ε > 0 fijo. Por hipótesis existe Pε ∈ Π[a, b] tal que para cada

par P1,P2 ∈ Π[a, b] con los mismos puntos que Pε tenemos ‖f(P1)−f(P2)‖ < ε
2 .

Escribimos Pε = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} y definimos la partición auxiliar

P0 = {([ai, bi], ai) : i = 1, . . . , n} .

Vamos a demostrar a continuación que para cada P ∈ Π[a, b] más fina que Pε

se cumple ‖f(P)− f(P0)‖ < ε
2 (con esta afirmación la prueba termina).

En efecto, tomamos P = {([cj , dj ], tj) : i = 1, . . . ,m}más fina que Pε. Existe
una partición de {1, . . . ,m}, digamos J1, . . . , Jn, tal que para cada 1 ≤ i ≤ n

[ai, bi] =
⋃

j∈Ji

[cj , dj ].

Por lo tanto

f(P0)− f(P) =
n∑

i=1

(bi − ai)f(ai)−
m∑

j=1

(dj − cj)f(tj)

=
n∑

i=1

(bi − ai)f(ai)−
∑
j∈Ji

(dj − cj)f(tj)


=

n∑
i=1

∑
j∈Ji

(dj − cj)(f(ai)− f(tj))

=
n∑

i=1

∑
j∈Ji

dj − cj

bi − ai
(bi − ai)(f(ai)− f(tj)).

(1.2)
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Es decir, f(P0)− f(P) ∈
∑n

i=1 co(Ri), siendo

Ri = {(bi − ai)(f(s)− f(t)) : t, s ∈ [ai, bi]} ,

Por otra parte afirmamos

n∑
i=1

co(Ri) ⊂ co(
n∑

i=1

Ri). (1.3)

En efecto: es inmediato (razonando por inducción en n) que nos podemos reducir
al caso n = 2. Sean x ∈ co(R1) e y ∈ co(R2). Existen f1, . . . , fr, g1, . . . , gs ∈
[0, 1] tales que

∑r
k=1 fk = 1,

∑s
l=1 gl = 1, x =

∑
k fkxk e y =

∑
l glyl para

ciertos x1, . . . , xr ∈ R1 e y1, . . . , ys ∈ R2. Es inmediato comprobar que

x + y =
∑
k,l

(fkgl)(xk + yl)

y, además, 1 = (
∑

k fk) (
∑

l gl) =
∑

k,l fkgl, lo que prueba la afirmación.
Volviendo a iv) ⇒ iii), tenemos entonces que f(P0)− f(P) ∈ co (

∑n
i=1 Ri).

Para concluir vamos a ver que

x ∈ co

(
n∑

i=1

Ri

)
⇒ ‖x‖ <

ε

2

En efecto, por la convexidad de las bolas en X basta probar que si x ∈
∑n

i=1 Ri

entonces ‖x‖ < ε
2 . Evidentemente

n∑
i=1

Ri = {f(P1)− f(P2) : P1,P2 ∈ Π[a, b] tales que e(P1) = e(P2) = e(Pε)}

está formado por elementos de norma menor que ε
2 por la elección de Pε. Esto

completa la prueba.

A continuación extendemos al caso vectorial unas sencillas propiedades so-
bradamente conocidas de la integral de Riemann de funciones reales, tal y como
sugiere R.A. Gordon en [21, Teoremas 7-8].

Observación 1.0.5. Sea x ∈ X fijo. Sea f : [a, b] −→ X la función constante
con imagen {x}. Entonces f(P) = (b−a)x para cada P ∈ Π[a, b] y, por tanto, f

es integrable Riemann y
∫ b

a
f = (b−a)x. Emplearemos la notación

∫ b

a
x :=

∫ b

a
f .

Proposición 1.0.6. Sean f : [a, b] −→ X integrable Riemann y [c, d] ⊂ [a, b].
Entonces f �[c,d] es integrable Riemann en [c, d].

Nota 1.0.7. Denotaremos de igual modo a una función f y a cualquier restric-
ción suya.
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Demostración. Es simple consecuencia del criterio de Cauchy 1.0.4. Si ε > 0,
tomamos δ > 0 tal que ‖f(P1) − f(P2)‖ < ε para todo par de particiones de
Riemann de [a, b] de norma menor que δ. Dadas ahora P,P ′ ∈ Π[c, d] tales que
|P|, |P ′| < δ, podemos encontrar P1,P2 ∈ Π[a, b] de norma menor que δ tales
que

f(P1)− f(P2) = f(P)− f(P ′).
La construcción es obvia: sean Pl y Pr particiones de Riemann de norma menor
que δ de los subintervalos [a, c] y [d, b] respectivamente (si alguno es degenerado
no lo consideramos en el razonamiento). Entonces los subintervalos de P1 (resp.
P2) serán los de P (resp. P ′) más los de Pl y Pr; los puntos intermedios
asociados a P1 (resp. P2) serán los de P (resp. P ′) junto con los de Pr y
Pl.

Proposición 1.0.8. Sean f : [a, b] −→ X una función y a < c < b. Entonces
f es integrable Riemann en [a, b] si y sólo si f �[a,c] y f �[c,b] son integrables
Riemann en [a, c] y [c, b] respectivamente. En tal caso∫ b

a

f =
∫ c

a

f +
∫ b

c

f.

Demostración. Una implicación es consecuencia del resultado precedente.
Para ver el rećıproco fijamos ε > 0 y un par de particiones P1 ∈ Π[a, c],

P2 ∈ Π[c, b] tales que si P ∈ Π[a, c] (resp. P ∈ Π[c, b]) es más fina que P1 (resp.
P2), entonces ∥∥∥∥f(P)−

∫ c

a

f

∥∥∥∥ <
ε

2
y respectivamente ∥∥∥∥∥f(P)−

∫ b

c

f

∥∥∥∥∥ <
ε

2
.

Sea ahora P0 ∈ Π[a, b] definida ensamblando P1 y P2 (es decir, sus subintervalos
son los de P1 más los de P2, y sus puntos intermedios los de P1 más los de P2

–asociados a los subintervalos correspondientes–). Si ahora P ∈ Π[a, b] es más
fina que P0 resulta que e(P1) ∪ e(P2) ⊂ e(P), c ∈ e(P) y podemos construir a
partir de P dos particiones P ′1 ∈ Π[a, c] y P ′2 ∈ Π[c, b] del modo siguiente:

• P ′1 tiene como subintervalos los de P contenidos en [a, c], y como puntos
intermedios los que tiene P asociados a los anteriores intervalos.

• P ′2 tiene como subintervalos los de P contenidos en [c, b], y como puntos
intermedios los que tiene P asociados a aquéllos.

Es claro que P1 � P ′1 y P2 � P ′2. Por tanto∥∥∥∥∥f(P)−
∫ c

a

f −
∫ b

c

f

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
(

f(P ′1)−
∫ c

a

f

)
+

(
f(P ′2)−

∫ b

c

f

)∥∥∥∥∥ < ε.

Esto prueba la otra implicación y la aditividad respecto del intervalo de integra-
ción.



10 CAPÍTULO 1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES ELEMENTALES

Proposición 1.0.9. El conjunto R([a, b], X) de las funciones de [a, b] en X
integrables Riemann es un espacio vectorial y la integral es una forma lineal
sobre él.

Demostración. Trabajamos con las notaciones de la proposición 1.0.3. Si f, g ∈
R([a, b], X) y v, w ∈ K, entonces la función h = vf + wg : [a, b] −→ X satisface
para cada P ∈ Π[a, b]

S1
h(P) = vS1

f (P) + wS1
g(P).

Por hipótesis existen los ĺımites (en norma)∫ b

a

f = lim S1
f y

∫ b

a

g = lim S1
g .

La continuidad de la suma y el producto por escalares en X implica que existe
el ĺımite de la red S1

h y vale v
∫ b

a
f + w

∫ b

a
g.

Proposición 1.0.10. Sea f : [a, b] −→ X una función integrable Riemann. Sea
M una cota superior de ‖f‖ en [a, b]. Entonces∥∥∥∥∥

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ ≤ M(b− a).

Si además ‖f‖ : [a, b] −→ R es integrable Riemann,∥∥∥∥∥
∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ ≤
∫ b

a

‖f‖.

Demostración. Sea P ∈ Π[a, b] arbitraria. Si

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} ,

entonces

‖f(P)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

i=1

(bi − ai)‖f‖(si) = ‖f‖(P) ≤ M(b− a).

Esta desigualdad (válida para toda partición de Riemann del intervalo) y la
proposición 1.0.3 finalizan la prueba.

Hasta ahora todo lo que hemos visto guarda un claro paralelismo con las
propiedades de la integral de Riemann de funciones reales. A continuación
mostramos que una de ellas no se preserva en el caso general: la integrabilidad
absoluta. El siguiente ejemplo [21, Ejemplo 14] reúne diversas patoloǵıas de la
integral de Riemann vectorial que serán analizadas con detalle en los Caṕıtulos
2 (sección 2.2) y 3.
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Ejemplo 1.0.11 (B.J. Pettis, 1938). Sea B[a, b] el espacio de Banach de
las funciones reales acotadas definidas en [a, b] (con la norma del supremo). Si
E ⊂ [a, b] no es medible Lebesgue, consideramos la función f : [a, b] −→ B[a, b]
definida por f(t) = χ{t} si t ∈ E, f(t) = 0 en caso contrario. Entonces f es
integrable Riemann, mientras que ‖f‖ no es medible Lebesgue (y, por tanto, no
puede ser integrable Riemann).

Demostración. Veamos en primer lugar la integrabilidad. Sean P,P ′ ∈ Π[a, b]
con los mismos subintervalos {[ai, bi]}1≤i≤n y puntos intermedios (si)1≤i≤n y
(ti)1≤i≤n, respectivamente. Supongamos que bi − ai = d para todo 1 ≤ i ≤ n.
Un punto x ∈ [a, b] puede coincidir como mucho con dos de los (si) y con dos
de los (ti). Por tanto

‖f(P)− f(P ′)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(bi − ai)(f(si)− f(ti))

∥∥∥∥∥
= d

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(χ{si}∩E − χ{ti}∩E)

∥∥∥∥∥
≤ 2d.

Esta desigualdad, junto con el criterio iv) de la proposición 1.0.4, proporcio-
na la integrabilidad Riemann de f .

Por otro lado, la elección de E garantiza que ‖f‖ = χE no es medible
Lebesgue.

Presentamos a continuación una versión preliminar del teorema fundamental
del cálculo para la integral de Riemann [21, Teorema 8]. Recuérdese que una
función f : [a, b] −→ X se dice lipschitziana (con constante de Lipschitz L > 0)
cuando

‖f(t)− f(s)‖ ≤ L|t− s|

para cada t, s ∈ [a, b]. En tal caso f es continua.

Proposición 1.0.12. Sea f : [a, b] −→ X integrable Riemann. Definimos su
función integral indefinida mediante F (t) :=

∫ t

a
f para a < t ≤ b, F (a) = 0.

Entonces:

• F es lipschitziana en [a, b].

• Si f es continua en un punto t ∈ [a, b], entonces existe F ′(t) = f(t).

Demostración. Veamos en primer lugar la lipschitzianidad de F . Sea M una
cota superior de ‖f‖ en [a, b]. Para cualquier par t < s en [a, b] las proposiciones
1.0.8 y 1.0.10 nos muestran que

‖F (s)− F (t)‖ =
∥∥∥∥∫ s

t

f

∥∥∥∥ ≤ M(s− t).



12 CAPÍTULO 1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES ELEMENTALES

Vamos a probar la segunda afirmación del enunciado. Supongamos que t ∈ [a, b]
es un punto de continuidad de f . Para cada h ∈ R∗ tal que t+h ∈ [a, b] tenemos
la siguiente igualdad

F (t + h)− F (t)
h

−f(t) =
1
h

(∫ t+h

a

f −
∫ t

a

f −
∫ t+h

t

f(t)

)
=

1
h

∫ t+h

t

(f−f(t)),

por la linealidad de la integral y la aditividad con respecto al intervalo de inte-
gración.

Fijemos ahora ε > 0. La continuidad de f en t nos dice que existe un
δ > 0 tal que para cada h ∈ R∗ que verifique |h| < δ y t + h ∈ [a, b] entonces
‖f(t + h)− f(t)‖ < ε. Para un tal h obtenemos que∥∥∥∥F (t + h)− F (t)

h
− f(t)

∥∥∥∥ ≤ 1
|h|

(|h|ε) = ε

en virtud de la proposición 1.0.10. Esto finaliza la prueba.

La composición de una función integrable Riemann con un elemento del dual
es integrable Riemann [21, Teorema 7]. Esta es la principal consecuencia de la
siguiente

Proposición 1.0.13. Sea f : [a, b] −→ X una función integrable Riemann.
Sea T : X −→ Y un operador continuo entre espacios de Banach. Entonces la
composición Tf es integrable Riemann en [a, b] y∫ b

a

Tf = T

(∫ b

a

f

)
.

En particular, para cada x∗ ∈ X∗ la función x∗f : [a, b] −→ K es integrable
Riemann con integral

∫ b

a
x∗f = x∗

(∫ b

a
f
)
.

Demostración. Si T = 0 el resultado es trivial. Supongamos entonces que ‖T‖ >

0 y fijemos ε > 0 arbitrario. Sea δ > 0 tal que ‖f(P)−
∫ b

a
f‖ < ε

‖T‖ para cada
P ∈ Π[a, b] de norma menor que δ. Dada una partición cualquiera P ∈ Π[a, b]
tenemos (Tf)(P) = T (f(P)) y, si además tiene norma menor que δ,∥∥∥∥∥(Tf)(P)− T

(∫ b

a

f

)∥∥∥∥∥ ≤ ‖T‖

∥∥∥∥∥f(P)−
∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ < ε.

Como una pequeña aplicación demostramos el siguiente resultado a partir
del teorema fundamental del cálculo para la integral de Riemann de funciones
reales, simplificando la prueba de [21, Teorema 16], que se apoya en la integral
de Bochner.
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Proposición 1.0.14 (Graves, 1927). Si f : [a, b] −→ X es derivable en todo
punto y f ′ : [a, b] −→ X es integrable Riemann en [a, b], entonces

f(t)− f(a) =
∫ t

a

f ′

para cada t ∈ [a, b].

Demostración. Si x∗ ∈ X∗, la función x∗f es derivable en todo [a, b] con derivada
(x∗f)′(t) = x∗(f ′(t)). La integrabilidad Riemann de f ′ implica que la derivada
(x∗f)′ es integrable Riemann (proposición 1.0.13) y podemos concluir que para
todo t ∈ [a, b]

x∗(f(t)− f(a)) = x∗f(t)− x∗f(a) =
∫ t

a

x∗(f ′) = x∗
(∫ t

a

f ′
)

.

Aplicando el teorema de Hahn-Banach tenemos el resultado deseado.

Es sencillo adaptar a nuestro contexto la prueba del caso real del teorema
de cambio de variable para la integral de Riemann.

Proposición 1.0.15 (Cambio de variable). Sea f : [a, b] −→ X integrable
Riemann. Sea φ : [c, d] −→ [a, b] estrictamente creciente de clase C1 tal que
φ(c) = a y φ(d) = b. La función g : [c, d] −→ X definida por

g(s) = φ′(s)f(φ(s))

es integrable Riemann en [c, d] y∫ d

c

g =
∫ b

a

f.

Demostración. Sean M y K cotas superiores de ‖f‖ y |φ′| en [a, b]. Si P ∈ Π[c, d]

P = {([ci, di], si) : i = 1, . . . , n} ,

entonces la monotońıa de φ nos permite construir una partición

Pφ = {([φ(ci), φ(di)], φ(si)) : i = 1, . . . , n} ∈ Π[a, b].

El teorema de los valores intermedios de Lagrange implica que |Pφ| ≤ K|P| y

f(Pφ) =
n∑

i=1

(φ(di)− φ(ci))f(φ(si))

=
n∑

i=1

φ′(ti)(di − ci)f(φ(si))

= g(P)−
n∑

i=1

(di − ci)(φ′(si)− φ′(ti))f(φ(si))
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para ciertos ti ∈ [ci, di]. Por tanto∥∥∥∥∥g(P)−
∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥f(Pφ)−

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥+ M
n∑

i=1

(di − ci)|φ′(si)− φ′(ti)|.

Es claro que el resultado se sigue de la integrabilidad de f , la desigualdad
|Pφ| ≤ K|P| y la continuidad uniforme de φ′ en [c, d]



Caṕıtulo 2

Condiciones suficientes de
integrabilidad

En este caṕıtulo vamos a analizar un par de condiciones que garantizan la
integrabilidad Riemann de una función f : [a, b] −→ X. La referencia básica
que hemos seguido es [21].

Recordemos que una función f : [a, b] −→ K se dice de variación acotada si
existe una constante K > 0 tal que para cada colección finita de subintervalos
de [a, b] que no se solapen, {[ai, bi]}1≤i≤n,

n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| ≤ K.

En el caso X = R los siguientes hechos son sobradamente conocidos:

• Las funciones de variación acotada son integrables Riemann [2, 7.28].

• Una función es integrable Riemann si y sólo si es acotada y continua en
casi todo punto (teorema de Lebesgue, [48, 5.27]).

Al considerar el caso vectorial la primera afirmación sigue siendo válida y, de
hecho, la hipótesis se puede debilitar (véase la proposición 2.1.3). Extender el
segundo resultado no es, en general, posible, aunque sigue siendo cierto el si
(corolario 2.2.8). El estudio de la validez, para un espacio de Banach X, del
teorema de caracterización de Lebesgue ocupará una parte sustancial de esta
memoria, en concreto todo el Caṕıtulo 3.

2.1 Variación débilmente acotada

Volvamos por un momento al ejemplo 1.0.11. Un vistazo permite apreciar
que f tiene una propiedad especial que nos permite obtener, a partir del criterio
de Cauchy iv) (1.0.4), su integrabilidad Riemann: la existencia de una constante

15
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K > 0 (que sólo depende de f ; en el citado ejemplo tomamos K = 2) tal que
para cada familia finita de subintervalos de [a, b] que no se solapen, digamos
{[ai, bi]}1≤i≤n, ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

(f(bi)− f(ai))

∥∥∥∥∥ ≤ K.

Definición 2.1.1. Una función f : [a, b] −→ X que posea la anterior propiedad
se llamará de variación débilmente acotada (abreviadamente VDA).

A continuación justificamos esta terminoloǵıa.

Lema 2.1.2. Para una función f : [a, b] −→ X son equivalentes:

i) f es de VDA.

ii) Para cada x∗ ∈ X∗ la función x∗f es de variación acotada.

Demostración. i) ⇒ ii) Fijemos x∗ ∈ X∗ y una familia de subintervalos como
en la definición precedente. Por A.7.1 existe una constante C > 0 (universal,
que podemos tomar π) y un subconjunto S ⊂ {1, . . . , n} tal que

n∑
i=1

|x∗f(bi)− x∗f(ai)| ≤ C

∣∣∣∣∣∑
i∈S

x∗f(bi)− x∗f(ai)

∣∣∣∣∣
= C

∣∣∣∣∣x∗
(∑

i∈S

(f(bi)− f(ai))

)∣∣∣∣∣
≤ C‖x∗‖

∥∥∥∥∥∑
i∈S

(f(bi)− f(ai))

∥∥∥∥∥
≤ C‖x∗‖K,

siendo K una constante que satisfaga las condiciones de la definición de función
de VDA. Esto prueba que x∗f es de variación acotada.

ii) ⇒ i) Sólo necesitamos comprobar que el conjunto A de las sumas de la
forma

∑
i(f(di)−f(ci)), donde {[ci, di]}i es una colección finita de subintervalos

de [a, b] que no se solapan, es acotado. Por el principio de la acotación uniforme
A está acotado si y sólo si x∗(A) es acotado para cada x∗ ∈ X∗. Para verlo
fijamos x∗ ∈ X∗. Por hipótesis x∗f es de variación acotada. Sea K > 0
(dependiente de x∗) una constante que satisfaga la condición de la definición de
función de variación acotada mencionada anteriormente. Tenemos∣∣∣∣∣x∗

(∑
i

(f(di)− f(ci))

)∣∣∣∣∣ ≤∑
i

|x∗f(di)− x∗f(ci)| ≤ K

para cada colección finita de subintervalos que no se solapen. Por lo tanto x∗(A)
es acotado (para cada x∗ ∈ X∗) y f es de VDA.

Repitiendo el argumento dado en el ejemplo que originó esta discusión vamos
a probar (siguiendo [21, Teorema 9]) la siguiente
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Proposición 2.1.3 (Alexiewicz-Orlicz). Sea f : [a, b] −→ X una función de
VDA. Entonces es integrable Riemann en [a, b].

Demostración. Empleamos el criterio de Cauchy 1.0.4. Sean ε > 0 arbitrario y
K > 0 una cota superior de la norma de los elementos del conjunto de las sumas∑

i(f(di)− f(ci)), donde {[ci, di]}i es una colección finita de subintervalos que
no se solapan. Fijamos n ∈ N tal que ∆ := b−a

n < ε
K y una partición P0 ∈ Π[a, b]

P0 = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}

de modo que bi − ai = ∆ para todo 1 ≤ i ≤ n. Entonces, si P1,P2 ∈ Π[a, b] son
de la forma

P1 = {([ai, bi], ri) : i = 1, . . . , n} , P2 = {([ai, bi], ti) : i = 1, . . . , n}

resulta que

‖f(P1)− f(P2)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(bi − ai)(f(ri)− f(si))

∥∥∥∥∥ = ∆

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(f(ri)− f(si))

∥∥∥∥∥ < ε

Aplicando 1.0.4 tenemos la integrabilidad Riemann de f .

El rećıproco no es cierto, como mostramos en el siguiente ejemplo (que ge-
neraliza uno de R. Rejouani [21, Ejemplo 11]).

Ejemplo 2.1.4. Sean 1 < p < ∞ y Q = [0, 1] ∩ Q = {rn : n ∈ N}. Definimos
f : [0, 1] −→ lp como f(rn) = en para cada n, f(t) = 0 para t 6∈ Q. Entonces
existe

∫ 1

0
f = 0 pero f no es de VDA.

Demostración. Sea 1 < q < ∞ tal que 1
p + 1

q = 1. Fijamos ε > 0 arbitrario. Sea

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} ∈ Π[0, 1]

de norma menor que δ = εq

2 . Sea J el conjunto de ı́ndices correspondientes a
los puntos intermedios de la partición que son racionales, y para cada j ∈ J sea
rnj

el correspondiente punto intermedio. Existe una partición J1, . . . , JN de J
de manera que ni = nj para i, j ∈ Jk y ni 6= nj si i ∈ Jr, j ∈ Js y r 6= s.
Observamos que |Jk| ≤ 2 para todo k (un punto intermedio no puede estar
asociado a más de dos subintervalos de P) y N ≤ n. Para cada k definimos
N(k) = ni si i ∈ Jk. Entonces

∑
j∈J

(bj − aj)enj
=

N∑
k=1

∑
j∈Jk

(bj − aj)

 eN(k).
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Como p > 1, tenemos (c + d)p ≤ 2p−1(cp + dp) para cada c, d ≥ 0. Aśı,

‖f(P)‖ =

∥∥∥∥∥∥
∑
si∈Q

(bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈J

(bj − aj)enj

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥
N∑

k=1

∑
j∈Jk

(bj − aj)

 eN(k)

∥∥∥∥∥∥
=

 N∑
k=1

∑
j∈Jk

(bj − aj)

p
1
p

≤

 N∑
k=1

2p−1

∑
j∈Jk

(bj − aj)p

 1
p

≤ 2
1
q

 N∑
k=1

(
∑
j∈Jk

(bj − aj)|P|p−1)

 1
p

≤ (2|P|)
1
q

 N∑
k=1

(
∑
j∈Jk

(bj − aj))

 1
p

= (2|P|)
1
q < ε.

Esto prueba la integrabilidad Riemann de f en [0, 1], con integral 0.
Pasamos ahora a ver que no es de VDA. Para ello tomamos n ∈ N arbitrario

y consideramos la familia de subintervalos (que no se solapan)

{[qk, yk] : 0 ≤ k ≤ n− 1} ,

donde cada qk, yk ∈
(
a + k b−a

n , a + (k + 1) b−a
n

)
, qk = rnk

es racional e yk es
irracional. Entonces∥∥∥∥∥

n∑
i=1

(f(qi)− f(yi))

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

eni

∥∥∥∥∥ = n
1
p .

Haciendo crecer n arbitrariamente se observa que f no es de VDA.

2.2 Integrabilidad Darboux

Como anunciamos con anterioridad, vamos a demostrar que una función
f : [a, b] −→ X acotada y continua en casi todo punto es integrable Riemann.
Para ello adaptamos al caso vectorial el concepto clásico de integrabilidad Dar-
boux, que en el caso de funciones escalares coincide con el de integrabilidad en
sentido Riemann. Dicha coincidencia para un espacio de Banach X es, como
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veremos más adelante, equivalente a la validez del clásico teorema de Lebesgue
para funciones integrables Riemann.

Antes de nada recordamos una serie de conceptos.

Definición 2.2.1. Sean (T, τ) un espacio topológico y (X, d) un espacio métrico.
Consideramos una función f : T −→ X.

i) Si S ⊂ T , llamaremos oscilación de f en S a

w(f, S) = sup
s,s′∈S

d(f(s), f(s′)).

ii) Si t ∈ T , se define la oscilación de F en T como

w(f, t) = inf
U∈ε(t)

w(f, U),

donde ε(t) denota la familia de entornos de t en (T, τ).

Admitimos que puedan tomar como valor +∞.

Resumimos a continuación una serie de propiedades elementales.

Proposición 2.2.2. En las anteriores condiciones

i) Si S ⊂ S′ ⊂ T , entonces w(f, S) ≤ w(f, S′).

ii) Si B es una base de entornos de t en (T, τ), se tiene

w(f, t) = inf
U∈B

w(f, U).

iii) Si T = [a, b] con la topoloǵıa ordinaria y t ∈ (a, b), entonces

w(f, t) = lim
δ→0+

w(f, [t− δ, t + δ]).

iv) f es continua en un punto t ∈ T si y sólo si w(f, t) = 0.

v) Para cada a > 0 el conjunto {t ∈ T : w(f, t) < a} es abierto.

vi) Denotamos por Cont(f, τ) el conjunto de puntos de continuidad de f .
Entonces Cont(f, τ) es un Gδ en T (intersección numerable de abiertos)
y, por tanto, medible Borel.

Demostración. Es inmediata. Como ejemplo hacemos las dos últimas. iv) Si
t ∈ T cumple w(f, t) < a entonces podemos encontrar U ∈ τ entorno de t
tal que w(f, U) < a. Pero para cada s ∈ U ∈ τ , U es un entorno de s y aśı
w(f, s) ≤ w(f, U) < a, es decir, U ⊂ {t ∈ T : w(f, t) < a}.

v) De iii) deducimos que

[a, b] \ Cont(f, τ) = ∪∞n=1{t ∈ T : w(f, t) ≥ 1
n
},

unión numerable de cerrados por iv).
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Definición 2.2.3. Llamaremos partición de Darboux del intervalo [a, b] a una
colección finita P de subintervalos que no se solapen y cuya unión sea todo [a, b].
Su norma será el máximo de las longitudes de los subintervalos que la componen.
El conjunto de puntos de la partición será el formado por los extremos de los
intervalos, y lo denotaremos mediante e(P). Finalmente, si P ′ es otra partición
de Darboux de [a, b], diremos que es más fina que P si e(P) ⊂ e(P ′). El conjunto
de las particiones de Darboux de [a, b] se representa por dΠ[a, b].

Definición 2.2.4. Sea P = {[ai, bi] : 1 ≤ i ≤ n} ∈ dΠ[a, b]. La suma de
Darboux de f asociada a P es

d(f,P) =
n∑

i=1

w(f, [ai, bi])(bi − ai) ∈ [0,∞].

Diremos que f es integrable Darboux en [a, b] si cumple alguna (en tal caso
ambas) de las siguientes condiciones:

i) Para cada ε > 0 existe un δ > 0 tal que si P ∈ dΠ[a, b] tiene norma menor
que δ, entonces d(f,P) < ε.

ii) Para cada ε > 0 existe una P0 ∈ dΠ[a, b] tal que para toda partición de
Darboux P más fina que P0 se cumple d(f,P) < ε.

Proposición 2.2.5. Las anteriores condiciones son equivalentes.

Demostración. i) ⇒ ii) es consecuencia de que si una partición de Darboux es
más fina que otra, entonces su norma es menor o igual.

ii) ⇒ i) En primer lugar observamos que f es acotada. Esto es claro: dado
ε = 1 podemos encontrar una partición P = {[ai, bi] : 1 ≤ i ≤ n} ∈ dΠ[a, b] tal
que

∑n
i=1(bi − ai)w(f, [ai, bi]) < 1. Por tanto w(f, [ai, bi]) < 1

bi−ai
para cada

1 ≤ i ≤ n, y, en particular, f está acotada en [ai, bi]. Sea M una cota superior
de ‖f‖ en [a, b].

Fijamos ε > 0 y P0 ∈ dΠ[a, b] tal que d(f,P) < ε para cada P ∈ dΠ[a, b]
más fina que P0. Escribimos

e(P0) = {a = t0 < t1 < · · · < tN = b}.

Sea 0 < δ < ε
8M(N+1) . Dada P ∈ dΠ[a, b] de norma menor que δ vamos a

demostrar que d(f,P) < 2ε. En efecto, si J1, . . . , Jm son los subintervalos de
P definimos A como el conjunto de pares (i, j) ∈ {1, . . . , N} × {1, . . . ,m} tales
que Ii,j = [ti−1, ti]∩ [cj , dj ] es no vaćıo ni unipuntual. La partición de Darboux
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P ′ = {Ii,j}(i,j)∈A es más fina que P0 y, por tanto, d(f,P ′) < ε. Por otro lado

d(f,P) =
m∑

j=1

w(f, Jj)m(Jj)

=
∑

(i,j)∈A

w(f, Jj)m(Ii,j)

= d(f,P ′) +
∑

(i,j)∈A

(w(f, Jj)− w(f, Ii,j))m(Ii,j)

< ε +
∑

(i,j)∈A

(w(f, Jj)− w(f, Ii,j))m(Ii,j).

Fijamos por un momento (i, j) ∈ A. Tenemos dos posibilidades

• Jj ⊂ Ii,j . En tal caso w(f, Jj)− w(f, Ii,j) ≤ 0.

• Jj 6⊂ Ii,j . Entonces Jj 6⊂ [ti−1, ti] y, como P tiene norma menor que δ,
resulta que Jj ⊂ [ti−1 − δ, ti−1 + δ] ó Jj ⊂ [ti − δ, ti + δ].

Si B es el conjunto de pares (i, j) ∈ A que cumplen esta última condición,∑
(i,j)∈A

(w(f, Jj)− w(f, Ii,j))m(Ii,j) ≤
∑

(i,j)∈B

(w(f, Jj)− w(f, Ii,j))m(Ii,j) =

N∑
i=0

∑
(i,j)∈B

Jj⊂[ti−δ,ti+δ]

(w(f, Jj)− w(f, Ii,j))m(Ii,j) ≤ (N + 1)4M(2δ) < ε.

Por tanto d(f,P) < ε, como se queŕıa demostrar.

Proposición 2.2.6. Si f : [a, b] −→ X es integrable Darboux, entonces es
integrable Riemann.

Demostración. Fijamos ε > 0 y una partición Pε = {[ai, bi] : 1 ≤ i ≤ n} ∈
dΠ[a, b] tal que d(f,Pε) < ε. Sean P1,P2 ∈ Π[a, b] con subintervalos los de Pε y
puntos intermedios si, ti ∈ [ai, bi] respectivamente. Es claro que

‖f(P1)− f(P2)‖ ≤
n∑

i=1

(bi − ai)‖f(si)− f(ti)‖ ≤ d(f,Pε) < ε

y la integrabilidad Riemann de f se sigue de 1.0.4.

Podemos imitar la prueba del caso real para dar la siguiente caracterización
de la integrabilidad Darboux [21, Teorema 18]:

Teorema 2.2.7 (Lebesgue). Una función f : [a, b] −→ X es integrable Dar-
boux si y sólo si es acotada y continua en casi todo punto.
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Demostración. Sólo si. Ya hemos visto anteriormente que f es acotada si es
integrable Darboux. Dado que f es continua en un punto t ∈ [a, b] si y sólo si
w(f, t) = 0, el conjunto de sus puntos de discontinuidad es la unión E = ∪∞i=1Ei,
siendo En = {t ∈ [a, b] : w(f, t) ≥ 1

n}. E es medible Lebesgue (unión numerable
de cerrados, que son medibles) y para ver que tiene medida cero sólo hay que
comprobar que m(En) = 0 para cada n ∈ N.

Fijemos n ∈ N y sea ε > 0 arbitrario. Tomemos P = {[ai, bi] : 1 ≤ i ≤ p} ∈
dΠ[a, b] tal que d(f,P) < ε

n . Sea I = {1 ≤ i ≤ p : En ∩ (ai, bi) 6= ∅}. Para
cada i ∈ I podemos fijar un ti ∈ (ai, bi)∩En; [ai, bi] es un entorno de ti en [a, b]
y aśı 1

n ≤ w(f, ti) ≤ w(f, [ai, bi]). Como En está esencialmente contenido en
∪i∈I(ai, bi) resulta

ε

n
> d(f,P) ≥

∑
i∈I

w(f, [ai, bi])m([ai, bi]) ≥
1
n

∑
i∈I

m([ai, bi]) ≥
1
n

m(En)

y aśı m(En) < ε (para cada ε > 0). Por tanto m(En) = 0.

Si. Sea M una cota superior de ‖f‖ en [a, b]. Fijamos b− a > ε > 0 y n ∈ N
tal que 1

n < ε.

Por hipótesis m(En) = 0 y existe una sucesión de intervalos abiertos disjun-
tos dos a dos {(ck, dk)}k∈N tales que su unión contiene a En y

∑∞
k=1(dk−ck) < ε.

Pero En es cerrado en el compacto [a, b] y, por tanto, compacto. Aśı, podemos
suponer que la sucesión anterior es finita: {(ci, di)}1≤i≤p. Asumiendo que todos
estos intervalos intersecan a En, tenemos para cada i que Ii = [a, b] ∩ [ci, di] es
un intervalo no degenerado y para i 6= j la intersección Ii ∩ Ij es a lo más un
punto.

Sea A = ∪p
i=1Ii ⊂ [a, b]. Claramente [a, b] 6= A por ser m(A) < ε < b − a

y, aśı, B = [a, b] \A es una unión disjunta de intervalos abiertos y semiabiertos
(estos últimos aparecen en caso de que a ∈ A ó b ∈ A).

Sea J uno cualquiera de ellos con adherencia [r, s] = J . Es claro que En ∩
[r, s] = ∅ y, por lo tanto, para cada t ∈ [r, s] existe un intervalo cerrado Jt ⊂
[a, b] entorno de t en la topoloǵıa relativa de [a, b] tal que w(f, Jt) < 1

n . La
compacidad de [r, s] implica la existencia de t1, . . . , tn ∈ [r, s] tales que [r, s] ⊂
∪n

i=1Jti
. Sea PJ la partición de Darboux de [r, s] con puntos r, s y los extremos

de cada Jtk
que estén contenidos en (r, s). Cada subintervalo G de esta partición

está contenido en algún Jtk
= [uk, vk] y, por lo tanto, satisface w(f,G) < 1

n .

Resumiendo, tenemos descompuesto B = [a, b] \ A en una unión disjunta
de intervalos cuyas adherencias admiten particiones de Darboux PJ tales que
w(f,G) < 1

n para cada G ∈ PJ . Además, A es una unión finita de intervalos
cuyas longitudes suman menos que ε. Agrupando estos intervalos con los de
las particiones asociadas a B podemos obtener una partición de Darboux P0 de
[a, b]. Denotaremos por P ′0 a la colección de subintervalos de P que intersecan
a En y por P ′′0 a la colección de los restantes.

Acabamos de ver que P ′0 = {I1, . . . , Ip} y w(f,G) < 1
n para todo G ∈ P ′′0 .
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Si P ∈ dΠ[a, b] es más fina que P0 definimos

P ′ = {I ∈ P : I ⊂ J para algún J ∈ P ′0}
P ′′ = {I ∈ P : I ⊂ J para algún J ∈ P ′′0 }.

La oscilación de f en cada intervalo de P ′′ es evidentemente menor que 1
n .

Además P = P ′ ∪ P ′′ (P es más fina que P0) y, por tanto,

d(f,P) =
∑
I∈P′

m(I)w(f, I) +
∑

I∈P′′

m(I)w(f, I)

≤ 2M
∑
I∈P′

m(I) +
1
n

∑
I∈P′′

m(I)

≤ 2M

p∑
i=1

m(Ii) +
b− a

n

< (2M + (b− a))ε.

Esto prueba la integrabilidad Darboux de f en [a, b].

Corolario 2.2.8. Cualquier función f : [a, b] −→ X acotada y continua en casi
todo punto es integrable Riemann en [a, b]. En particular, toda función continua
es integrable Riemann.

Nota 2.2.9. Se puede adaptar fácilmente la prueba del caso escalar para dar
una demostración más elemental de la última afirmación, basada simplemente
en la continuidad uniforme.

Nota 2.2.10. Es esencial que la continuidad sea respecto a la topoloǵıa de la
norma en X, no se puede obtener la misma conclusión para funciones con-
tinuas respecto a la topoloǵıa débil de X o ω∗ (caso de ser X el dual de un
espacio normado). La integrabilidad Riemann de las funciones débilmente con-
tinuas caracteriza ciertas propiedades topológicas de los espacios de Banach,
como analizaremos en el Caṕıtulo 5.

A continuación damos un par de ejemplos que muestran que, en general,
la integrabilidad Darboux es más fuerte que la de Riemann. El primero ya es
conocido, mientras que el segundo ha sido extráıdo de [21, Ejemplo 10].

Ejemplo 2.2.11. Sea f : [a, b] −→ B[a, b] la función definida en el ejemplo
1.0.11. Ya vimos que f es integrable Riemann en [a, b]. Sin embargo, no es
integrable Darboux.

Demostración. En caso contrario, por el teorema precedente, ‖f‖ : [a, b] −→ R
seŕıa acotada y continua en casi todo punto, es decir, integrable Riemann, en
contra de lo probado en el citado ejemplo.

Ejemplo 2.2.12 (Rejouani). Existe una función f : [0, 1] −→ c0 integrable
Riemann sin puntos de continuidad.



24 CAPÍTULO 2. CONDICIONES SUFICIENTES DE INTEGRABILIDAD

Demostración. Sea Q = Q∩ [0, 1] = {r1, r2, . . . } y definimos f : [0, 1] −→ c0 por
f(rn) = en (para todo n ∈ N) y f(t) = 0 para cada t ∈ [0, 1] irracional. Para
ver que f no es continua en ningún punto basta notar que su norma ‖f‖ = χQ

carece de puntos de continuidad.
Afirmamos que f es de VDA (y, en virtud de 2.1.3, integrable Riemann

en [0, 1]). En efecto, sea {[ci, di]}1≤i≤n una familia finita de subintervalos de
[0, 1] que no se solapen. Nótese que entonces ci 6= cj (resp. di 6= dj) para
i 6= j y, aśı,

∑n
i=1 f(ci) ∈ {0, 1}N (resp.

∑n
i=1 f(di) ∈ {0, 1}N). Por tanto∑n

i=1(f(di)− f(ci)) ∈ {−1, 0, 1}N y∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(f(di)− f(ci))

∥∥∥∥∥
∞

≤ 1.

Esto prueba la afirmación.

En particular, para todo espacio de Banach X que contenga una copia iso-
morfa de c0 existe una función de VDA f : [a, b] −→ X que no es integrable
Darboux (véase 3.1.1). Curiosamente el rećıproco es cierto (fue demostrado por
Rejouani en [50]) y proporciona otra caracterización de los espacios de Banach
que no contienen a c0, aśı como una mejora de 2.1.3 en tales espacios.

Lema 2.2.13. Sea f : [a, b] −→ X una función que no es continua en casi
todo punto. Entonces existen α > 0 y una sucesión de subintervalos de [a, b]
disjuntos dos a dos {[rn, sn]}n∈N de manera que ‖f(sn)− f(rn)‖ > α para cada
n ∈ N.

Demostración. Por hipótesis [a, b] \ Cont(f) = ∪∞n=1{t ∈ [a, b] : w(f, t) ≥ 1
n}

tiene medida positiva, luego existe β > 0 tal que

K = {t ∈ (a, b) : w(f, t) ≥ β}

tiene medida η = m(K) > 0. Fijamos α = β
2 .

A continuación construimos por recurrencia una sucesión de subintervalos
abiertos de [a, b] disjuntos dos a dos, digamos I1, I2, . . . , tales que

• Ii ∩K 6= ∅ para cada i ∈ N.

•
∑n

i=1 m(Ii) < η para todo n ∈ N.

Fijamos t1 ∈ K arbitrario. Podemos tomar I1 = (t1 − δ, t1 + δ) siendo 0 <
δ < η

4 suficientemente pequeño de manera que I1 ⊂ [a, b]. Para probar el
paso inductivo supongamos dados I1, . . . , In ⊂ [a, b] intervalos abiertos disjuntos
dos a dos tales que Ii ∩ K 6= ∅ para 1 ≤ i ≤ n y

∑n
i=1 m(Ii) < η. Esta

desigualdad implica que K 6⊂ ∪n
i=1Ii y, por tanto, existe tn+1 ∈ K tal que

tn+1 6∈ ∪n
i=1Ii. Basta tomar ahora δ > 0 suficientemente pequeño de manera

que In+1 = (tn+1 − δ, tn+1 + δ) ⊂ [a, b], no corte a ninguno de los Ii y

2δ < η −
n∑

i=1

m(Ii).
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Como para cada n ∈ N existe tn ∈ In verificando w(f, tn) ≥ β > α (e In es
abierto), podemos tomar rn < sn contenidos en In tales que ‖f(sn)−f(rn)‖ > α.
La sucesión {[rn, sn]}n∈N nos sirve.

Proposición 2.2.14. Para un espacio de Banach X son equivalentes:

i) X no contiene copias isomorfas de c0.

ii) Toda función f : [a, b] −→ X de VDA es integrable Darboux.

Demostración. Sólo nos queda demostrar i) ⇒ ii). Supongamos por reducción
al absurdo que existe una función f : [a, b] −→ X de VDA que no es integrable
Darboux. Es fácil ver, a partir de la definición de VDA, que f es acotada. Por
el teorema de Lebesgue 2.2.7 la función f no puede ser continua en casi todo
punto y el lema anterior garantiza la existencia un α > 0 y una sucesión de
subintervalos de [a, b] disjuntos dos a dos {[rn, sn]}n∈N tales que

‖f(sn)− f(rn)‖ > α

para cada n ∈ N. En particular la serie

∞∑
n=1

(f(sn)− f(rn))

no puede ser convergente en X. Sin embargo, para cada x∗ ∈ X∗

∞∑
n=1

|x∗(f(sn)− f(rn))| =
∞∑

n=1

|x∗f(sn)− x∗f(rn)| < ∞

porque x∗f es una función de variación acotada (lema 2.1.2). Esto contradice
el teorema de Bessaga-Pelczynski de caracterización de los espacios de Banach
que no contienen a c0 (teorema A.3.5).
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Caṕıtulo 3

La propiedad de Lebesgue

El clásico teorema de Lebesgue de integración Riemann [48, Teorema 5.27]
afirma que una función f : [a, b] −→ K es integrable Riemann si y sólo si
es acotada y continua en casi todo punto. Es decir, si y sólo si es integrable
Darboux (2.2.7). Cuando tratamos el caso general de funciones que toman
valores en un espacio de Banach sólo una de las implicaciones es válida en general
(véase el corolario 2.2.8 y los ejemplos que lo siguen). Es natural preguntarse:
¿qué espacios de Banach X satisfacen que cualquier función integrable Riemann
f : [a, b] −→ X es continua en casi todo punto?. Hasta la fecha sólo se pueden
ofrecer respuestas parciales a esta cuestión. Todos los espacios de Banach finito-
dimensionales tienen esta propiedad, al igual que l1 ([51] y [21]) y el espacio de
Tsirelson [21]. Para el resto de espacios de Banach clásicos la respuesta es
negativa.

3.1 Espacios de Banach con la propiedad de
Lebesgue

Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Lebesgue (abrevia-
damente LP) si toda función integrable Riemann f : [a, b] −→ X es continua en
casi todo punto. Un espacio de Banach X tiene la propiedad débil de Lebesgue
(WLP) si toda función f : [a, b] −→ X integrable Riemann es débilmente con-
tinua en casi todo punto. Evidentemente, un espacio Banach con la propiedad
de Lebesgue tiene WLP.

Observación 3.1.1. Sea T : X −→ Y una inmersión de espacios de Banach.
Si X no tiene LP entonces Y también carece de dicha propiedad. En particular
LP es una propiedad topológica (se preserva por renormamientos).

Demostración. Sea f : [a, b] −→ X una función integrable Riemann que no es
continua en casi todo punto. La composición g = Tf : [a, b] −→ Y es integrable
Riemann por 1.0.13. Vamos a demostrar que

Cont(g) ⊂ Cont(f)

27
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(y como f no es continua en casi todo punto, g tampoco lo puede ser). Para
ello observamos que Z = T (X) es un subespacio cerrado del Banach Y to-
pológicamente isomorfo a X v́ıa T . Tenemos un operador continuo T−1 de Z en
X y, aśı, la composición T−1g = T−1Tf = f es una función continua en cada
t ∈ Cont(g).

El teorema clásico de Lebesgue de caracterización de las funciones integrables
Riemann nos dice que K tiene la propiedad de Lebesgue. Un argumento sencillo
permite extender esta afirmación a cualquier espacio de Banach de dimensión
finita:

Proposición 3.1.2. Todo espacio de Banach finito-dimensional tiene la pro-
piedad de Lebesgue.

Demostración. Sea X un espacio de Banach de dimensión finita con una base
algebraica {v1, . . . , vn}. Es fácil ver (a partir de la equivalencia de todas las
normas en Kn) que T (a1, . . . , an) =

∑n
i=1 aivi define un isomorfismo topológico

entre Kn y X. La observación 3.1.1 nos reduce a demostrar que Kn tiene la
propiedad de Lebesgue. Definimos para cada 1 ≤ i ≤ n, pi : Kn −→ K como la
proyección en la i-ésima coordenada (lineal y continua). Sea f : [a, b] −→ Kn

integrable Riemann. Para cada i la composición pif : [a, b] −→ K es integrable
Riemann (1.0.13) y, por el teorema de Lebesgue, continua en un conjunto me-
dible conulo Ei ⊂ [a, b]. Entonces E = ∩n

i=1Ei es un conjunto medible conulo
tal que pif es continua en cada punto de E para cualquier 1 ≤ i ≤ n y, aśı, f
es continua en cada punto de E. Esto completa la prueba.

Un espacio de Banach es de Schur (o tiene la propiedad de Schur) si toda
sucesión débilmente convergente es convergente en norma. Todo espacio de
dimensión finita tiene dicha propiedad, aśı como l1(Γ) para cualquier conjunto
infinito Γ [11, Caṕıtulo VII].

Proposición 3.1.3. Todo espacio de Banach que sea de Schur y tenga WLP
posee la propiedad de Lebesgue.

Demostración. Sean f : [a, b] −→ X integrable Riemann y X un espacio de
Schur que tiene WLP. Esta última condición implica que f es débilmente conti-
nua en casi todo punto. Sea t ∈ Cont(f, ω) y sea (tn)n∈N cualquier sucesión en
[a, b] que converja hacia t. Entonces ω− lim f(tn) = f(t) y aśı ‖.‖− lim f(tn) =
f(t) gracias a la propiedad de Schur. Por tanto Cont(f) = Cont(f, ω) es un
conjunto medible conulo.

A continuación vamos a demostrar que l1 tiene la propiedad de Lebesgue.
Los primeros en descubrirlo fueron Nemirovskii, Ochan y Rejouani [47] (1972).
Nosotros seguiremos el método de [51], basado en una idea de M.I. Kadets, que
extrae una propiedad de l1 suficiente para probar que tiene LP.

Definición 3.1.4. Un espacio de Banach X tiene la propiedad [K] si existen
una constante a > 0 y un conjunto numerable N ⊂ X∗ de manera que, para
cualquier sucesión (xm)m∈N en X con las propiedades siguientes:
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• converge hacia 0 respecto de σ(X, N) y

• existe ε > 0 tal que ‖xn‖ ≥ ε para todo n,

se tiene
lim
m
‖x + xm‖ ≥ ‖x‖+ aε

para todo x ∈ X.

Proposición 3.1.5. El espacio l1 tiene la propiedad [K].

Demostración. Para cada n ∈ N definimos x∗n ∈ (l1)∗ mediante

x∗n ((am)m∈N) = an.

Supongamos que la sucesión am = (am
n )n, m = 1, 2, . . . , cumple

i) Existe ε > 0 tal que ‖am‖ =
∑∞

n=1 |am
n | ≥ ε, m ∈ N.

ii) limm x∗n(am) = limm am
n = 0 para todo n.

Dado x = (xn)n∈N ∈ l1 arbitrario, vamos a demostrar que

lim
m
‖x + am‖ ≥ ‖x‖+

ε

2
.

Para ello fijamos n0 ∈ N suficientemente grande tal que
∑∞

n=n0+1 |xn| < ε
8 . Por

ii) podemos tomar M ∈ N tal que |am
n | < ε

8n0
para cada 1 ≤ n ≤ n0 y cada

m ≥ M . Entonces utilizamos la desigualdad triangular al revés para obtener

‖x + am‖ =
n0∑

n=1

|xn + am
n |+

∞∑
n=n0+1

|xn + am
n |

≥
n0∑

n=1

|xn| −
n0∑

n=1

|am
n | −

∞∑
n=n0+1

|xn|+
∞∑

n=n0+1

|am
n |

= ‖x‖ − 2
∞∑

n=n0+1

|xn|+ ‖am‖ − 2
n0∑

n=1

|am
n |

> ‖x‖ − 2
( ε

8

)
+ ε− 2n0

(
ε

8n0

)
= ‖x‖+

ε

2

para cada m ≥ M . Esto prueba la afirmación y demuestra que l1 tiene la
propiedad [K] con a = 1

2 y N = {x∗n}n∈N.

Teorema 3.1.6 (Rejouani). Todo espacio de Banach X con la propiedad [K]
tiene la propiedad de Lebesgue.

Demostración. Sean a > 0 y N ⊂ X∗ numerable tales que si (xn)n∈N es una
sucesión en X que cumple
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• existe un ε > 0 de manera que ‖xn‖ ≥ ε, n = 1, 2, . . . , y

• σ(X, N)− limn xn = 0,

entonces
lim
n
‖xn + x‖ ≥ ‖x‖+ aε (3.1)

para cada x ∈ X.
Sea f : [a, b] −→ X integrable Riemann. Para cada x∗ ∈ N la función x∗f

es integrable Riemann y, por tanto, m([a, b] \ Cont(x∗f)) = 0. Consideramos
el conjunto medible conulo (N es numerable) G = ∩x∗∈NCont(x∗f). Sabemos
que [a, b] \ Cont(f) = ∪∞n=1Fn, donde Fn = {t ∈ [a, b] : w(f, t) ≥ 1

n} para
n = 1, 2, . . . . El teorema estará demostrado si vemos que m(Fn) = 0 para todo
n ∈ N.

Fijamos M ∈ N. Como G es conulo, m(FM ) = m(G ∩ FM ). Vamos a
demostrar que d := m(G∩FM ) = 0 por reducción al absurdo. Supongamos que
d > 0 y tomemos un δ > 0 tal que para todo par de particiones P,P ′ ∈ Π[a, b]
de norma menor que δ

‖f(P)− f(P ′)‖ <
ad

8M
.

Fijamos P0 = {I1, . . . , In} una partición de Darboux de [a, b] de norma menor
que δ. Sea

J = {i ∈ {1, . . . , n} : int(Ii) ∩G ∩ FM 6= ∅}
y tomemos tj ∈ int(Ii)∩G∩FM para cada j ∈ J (evidentemente J 6= ∅ por ser
d > 0). Podemos suponer que J = {1, . . . , k}.

Afirmamos que existen t′j ∈ Ij , j = 1, . . . , k tales que∥∥∥∥∥
j∑

i=1

m(Ii)(f(ti)− f(t′i))

∥∥∥∥∥ ≥
(

j∑
i=1

m(Ii)

)
a

8M
(3.2)

para todo j = 1, . . . , k. Vamos a construirlos recurrentemente.

• Dado que t1 ∈ FM ∩ int(Ii), podemos encontrar una sucesión (sn)n∈N
contenida en I1 convergente a t1 y tal que ‖f(t1)−f(sn)‖ ≥ 1

4M para todo
n (la oscilación de f en t1 es mayor o igual que 1

M ). Pero también t1 ∈ G,
luego es un punto de continuidad de x∗f para cada x∗ ∈ N y resulta que
σ(X, N)− limn(f(sn)− f(t1)) = 0. Como X tiene la propiedad [K] (3.1),

lim
n
‖f(sn)− f(t1)‖ ≥

a

4M
.

Podemos tomar t′1 = sn (para n suficientemente grande) cumpliendo
‖m(I1)(f(t1)− f(t′1))‖ ≥ m(I1) a

8M .

• Sea 1 < j < k y supongamos que t′i ∈ Ii satisfacen (3.2) para 1 ≤ i ≤ j.
En particular∥∥∥∥∥

j∑
i=1

m(Ii)(f(ti)− f(t′i))

∥∥∥∥∥ ≥
(

j∑
i=1

m(Ii)

)
a

8M
.
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Como tj+1 ∈ FM ∩ int(Ij+1), podemos razonar como antes y encontrar
una sucesión contenida en Ij+1, digamos (sn)n, convergente hacia tj+1 y
tal que ‖f(sn) − f(tj+1)‖ ≥ 1

4M para todo n. Además tj+1 ∈ G y aśı
σ(X, N)− limn(f(tj+1)−f(sn)) = 0. La propiedad [K] de X, si definimos
x =

∑j
i=1 m(Ii)(f(ti)− f(t′i)), implica que

lim
n
‖x + m(Ij+1)(f(tj+1)− f(sn))‖ ≥ ‖x‖+ m(Ij+1)

a

4M
.

Podemos tomar un n suficientemente grande tal que, definiendo t′j+1 =
sn, ‖x + m(Ij+1)(f(tj+1) − f(t′j+1))‖ ≥ ‖x‖ + m(Ij+1) a

8M . Aplicando la
hipótesis de inducción concluye la prueba.

En particular (tómese j = k en (3.2)),∥∥∥∥∥
k∑

i=1

m(Ii)(f(ti)− f(t′i))

∥∥∥∥∥ ≥
(

k∑
i=1

m(Ii)

)
a

8M
.

Sea P ∈ Π[a, b] (resp. P ′) una partición con subintervalos I1, . . . , In (y, por tan-
to, con norma menor que δ) y puntos intermedios t(P) = {t1, . . . , tk, zk+1, . . . , zn}
(resp. t(P ′) = {t′1, . . . , t′k, zk+1, . . . , zn}). Podemos releer la desigualdad ante-
rior en términos de sumas de Riemann:

‖f(P)− f(P ′)‖ ≥ m
(
∪k

i=1Ii

) a

8M
.

Por la definición de J tenemos que G ∩ FM está contenido esencialmente (de
hecho, salvo quizás un número finito de puntos) en ∪k

i=1Ii. Por tanto, d =
m(G∩FM ) ≤ m(∪k

i=1Ii) y de aqúı ‖f(P)−f(P ′)‖ ≥ ad
8M , una contradicción.

Corolario 3.1.7. l1 tiene la propiedad de Lebesgue.

Nota 3.1.8. Existe un espacio de Banach separable reflexivo infinito-dimensional
con la propiedad de Lebesgue: el espacio de Tsirelson. La prueba se debe a Da
Rocha y el lector interesado puede consultar [21].

3.2 La propiedad débil de Lebesgue

Observación 3.2.1. Sea T : X −→ Y una inmersión de espacios de Banach.
Si Y tiene WLP entonces X tiene dicha propiedad. En particular WLP es una
propiedad topológica (se preserva por renormamientos).

Demostración. Supongamos que X no tiene WLP. Sea f : [a, b] −→ X integrable
Riemann que no es débilmente continua en casi todo punto. La composición
g = Tf : [a, b] −→ Y es integrable Riemann (proposición 1.0.13). Sabemos
que T (X) = Z es un subespacio cerrado de Y topológicamente isomorfo a
X a través del operador T . Denotamos por Cont(g, σ(Y, Y ∗)) al conjunto de
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puntos de continuidad (quizás vaćıo) de la función g : [a, b] −→ (Y, ω). Vamos
a demostrar que

Cont(g, σ(Y, Y ∗)) ⊂ Cont(f, σ(X, X∗))

(y, como f no es débilmente continua en casi todo punto, g tampoco lo puede
ser). Fijamos t ∈ Cont(g, σ(Y, Y ∗)) (si este conjunto no es vaćıo, naturalmente).
Sea x∗ ∈ X∗ arbitrario y consideremos z∗ = x∗T−1 ∈ Z∗. El teorema de
Hahn-Banach nos permite encontrar una extensión y∗ ∈ Y ∗ de z∗. Entonces la
función y∗g = z∗g = x∗T−1g = x∗T−1Tf = x∗f es continua en t. Por tanto,
t ∈ Cont(f, σ(X, X∗)) e Y no tiene WLP.

A continuación damos una condición suficiente para que un espacio de Ba-
nach tenga la propiedad débil de Lebesgue.

Proposición 3.2.2. Sea X un espacio de Banach con dual X∗ separable. En-
tonces X tiene WLP.

Demostración. Sea N = {x∗1, x∗2, . . . } ⊂ X∗ denso y numerable. Fijamos una
función integrable Riemann f : [a, b] −→ X. Sea M una cota superior de ‖f‖
en [a, b]. Para cada n ∈ N la función x∗nf : [a, b] −→ K es integrable Riemann y,
por tanto, continua en casi todo punto. Es decir, En = Cont(x∗nf) es medible
conulo y, aśı, E = ∩∞n=1En es un conjunto medible conulo formado por los
puntos de [a, b] donde cada x∗nf es continua (n ∈ N). Afirmamos que f es
débilmente continua en cualquier t ∈ E. Fijamos x∗ ∈ X∗. Sea (tm)m∈N una
sucesión en [a, b] convergente hacia t. Dado ε > 0 la densidad de N permite
encontrar n ∈ N tal que ‖x∗ − x∗n‖ < ε

4M . Como t ∈ En, existe un m0 ∈ N tal
que |x∗nf(tm)− x∗nf(t)| < ε

2 para cada m ≥ m0. Entonces

|x∗f(tm)− x∗f(t)| ≤ |x∗f(tm)− x∗nf(tm)|+ |x∗nf(tm)− x∗nf(t)|
+ |x∗nf(t)− x∗f(t)|

< ‖x∗ − x∗n‖‖f(tm)‖+
ε

2
+ ‖x∗ − x∗n‖‖f(t)‖ < ε

para todo m ≥ m0. Esto finaliza la demostración.

Nota 3.2.3. En realidad hemos demostrado un resultado más fuerte: si X∗ es
separable y f : [a, b] −→ X es una función tal que x∗f es integrable Riemann
para cada x∗ ∈ X∗ (una tal función se dice RD-integrable –definición 4.0.1– y
es acotada por el principio de la acotación uniforme), entonces f es débilmente
continua en casi todo punto.

Presentamos unos ejemplos de espacios de Banach con dual separable y, por
tanto, con la propiedad débil de Lebesgue.

• Espacios de dimensión finita.

• c y c0 (su dual es l1).
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• Lp(µ) si (Ω,Σ, µ) es un espacio de medida σ-finita con Σ contablemente
generada y 1 < p < ∞ (su dual es Lq(µ) para 1

p + 1
q = 1, que es separable

–véase A.1.10–). En particular lp, Lp[a, b] y cualquier espacio de Hilbert
separable.

El rećıproco de la proposición no es cierto: hemos visto que l1 tiene LP
(corolario 3.1.7) y, en particular, WLP. Sin embargo su dual (l∞) no es separable.

A continuación nos ocupamos de dar ejemplos de espacios de Banach que no
tienen WLP.

Ejemplo 3.2.4. B[a, b] no tiene WLP.

Demostración. La función f del ejemplo 1.0.11 es integrable Riemann pero no
es medible y, por tanto, no puede ser débilmente continua en casi todo punto
(lema 5.0.1).

Otro modo de ver que B[a, b] no tiene WLP es utilizar la inmersión natural
C[a, b] −→ B[a, b] y el siguiente ejemplo, que hemos desarrollado con ideas
similares a las de [21, Ejemplo 13].

Ejemplo 3.2.5. El espacio de Banach C[a, b] de las funciones continuas de
[a, b] en R (dotado de la norma del supremo) no tiene WLP.

Demostración. C[a, b] es topológicamente isomorfo a C[0, 1] y basta probar la
afirmación para este último espacio.

Definimos una función f : [0, 1] −→ C[0, 1] del siguiente modo:

• si t ∈ [0, 1] es un racional diádico de la forma t = k
2n (para n ∈ N y

1 ≤ k ≤ 2n − 1), f(t) es la función continua con soporte contenido en
[k−1

2n , k+1
2n ] que se anula en los extremos de este subintervalo, toma el valor

1 en t y es lineal en el resto del intervalo;

• si t no es un racional diádico contenido en (0, 1) definimos f(t) = 0.

Veamos en primer lugar que f es integrable Riemann en [0, 1]. Sea N ∈ N
arbitrario ≥ 2 pero fijo. Sea P0 la partición de Darboux de [0, 1] formada por
los subintervalos

In =
[

n

2N
− 1

22N
,

n

2N
+

1
22N

]
para 1 ≤ n ≤ 2N − 1

y el resto de subintervalos que los anteriores determinan en [0, 1] (las adherencias
de las componentes conexas de [0, 1] \ ∪2N−1

n=1 In), digamos J1, . . . , J2N .
Sean P1,P2 ∈ Π[0, 1] con los mismos subintervalos que P0 y puntos in-

termedios an ∈ In, a′m ∈ Jm y bn ∈ In, b′m ∈ Jm respectivamente. Como
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‖f(t)‖∞ ≤ 1 para cada t ∈ [0, 1] resulta∥∥∥∥∥∥
2N−1∑
n=1

m(In)(f(an)− f(bn))

∥∥∥∥∥∥ ≤
2N−1∑
n=1

m(In)‖f(an)− f(bn)‖

≤ 1
22N−1

(2N − 1) · 2

=
2N − 1
22N−2

. (3.3)

Si suponemos enumerados J1, J2, . . . en orden creciente tenemos

• a′m, b′m ∈ Jm ⊂ (m−1
2N , m

2N ) para cada m = 2, . . . , 2N − 1,

• a′1, b
′
1 ∈ J1 ⊂ [0, 1

2N ) y

• a′2N−1 , b
′
2N−1 ∈ J2N−1 ⊂ ( 2N−1

2N , 1].

Un vistazo a la construcción de f nos lleva a concluir que, para cada 1 ≤ m ≤
2N , a′m (resp. b′m) cumple una de dos:

• f(a′m) = 0 (resp. f(b′m) = 0) o bien

• es un racional diádico contenido en (m−1
2N , m

2N ) y f(a′m)(x) = 0 (resp.
f(b′m)(x) = 0) para cualquier x 6∈ (m−1

2N , m
2N ).

Por lo tanto, para cada m = 1, . . . , 2N la función f(a′m) − f(b′m) ∈ C[0, 1] se
anula fuera de (m−1

2N , m
2N ).

Si tomamos cualquier s ∈ [0, 1], existe n ∈ {1, . . . , 2N} tal que s ∈ [n−1
2N , n

2N ]
y el comentario anterior nos dice que (f(a′m) − f(b′m))(s) = 0 si n 6= m. Es
decir, para cada s ∈ [0, 1] hay como mucho un ı́ndice k ∈ {1, . . . , 2N} tal que
(f(a′k)−f(b′k))(s) 6= 0 y en consecuencia (recuérdese que ‖f(t)‖∞ ≤ 1 para todo
t ∈ [0, 1]):∣∣∣∣∣∣

 2N∑
k=1

m(Jk)(f(a′k)− f(b′k))

 (s)

∣∣∣∣∣∣ ≤
2N∑
k=1

m(Jk) |f(a′k)− f(b′k)| (s)

≤ 2
(

max
k=1,...,2N

m(Jk)
)

≤ 1
2N−1

.

Por tanto ∥∥∥∥∥∥
2N∑
n=1

m(Jn)(f(a′n)− f(b′n))

∥∥∥∥∥∥
∞

≤ 1
2N−1

.

Esta desigualdad y (3.3) conducen a

‖f(P1)− f(P2)‖ ≤
2N − 1
22N−2

+
1

2N−1
=

2N−1 · 3− 1
22N−2

.
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Como N es arbitrario y limN
2N−1·3−1

22N−2 = 0, tenemos garantizada la integrabili-
dad Riemann de f .

Para ver que f no es débilmente continua en casi todo punto es suficiente
comprobar que f no es débilmente continua en cada s ∈ (0, 1) \ Q. Para ello
fijamos un irracional s ∈ (0, 1) y una sucesión de racionales diádicos (tk)k∈N del
intervalo (0, 1) convergente a s de manera que, si tk = mk

2nk
(con 1 ≤ mk < 2nk),

entonces
mk

2nk
− 1

2nk+1
< s <

mk

2nk
+

1
2nk+1

.

La definición de f nos permite deducir que f(tk)(s) ≥ 1
2 para todo k. Conside-

ramos δs ∈ C[0, 1]∗ (evaluación en s) y

δs(f(tk)) = f(tk)(s) ≥ 1
2

> δs(f(s)) = f(s)(s) = 0

para todo k (s es irracional y su imagen por f es la función nula). Esto implica
que δsf : [0, 1] −→ K no es continua en s y aśı f no es débilmente continua en
s. Esto completa la demostración.

Otros espacios de Banach sin WLP son

• L∞[a, b] (tenemos una inmersión natural C[a, b] −→ L∞[a, b]).

• l∞: contiene una copia isomorfa de cualquier espacio de Banach separable
[17, Proposición 5.11], por ejemplo C[a, b] (véase [17, Proposición 1.27]).

Problema 3.2.6. Caracterización de los espacios de Banach con WLP.

3.3 Otros espacios sin la propiedad LP

En la sección precedente hemos visto que B[a, b], C[a, b], L∞[a, b] y l∞ no
tienen WLP y, por tanto, no satisfacen la propiedad de Lebesgue.

La construcción del ejemplo 2.1.4 puede extenderse a una clase más amplia
de espacios para obtener el siguiente resultado [21, Teorema 23].

Proposición 3.3.1 (Da Rocha). Cualquier espacio de Banach X de dimen-
sión infinita que admita una norma equivalente uniformemente convexa (véase
A.6) no tiene la propiedad de Lebesgue.

Demostración. Sea ‖.‖ una norma uniformemente convexa en X. Por hipótesis
X es de dimensión infinita y existe una sucesión básica {xn}n∈N formada por
vectores unitarios (proposición A.6.2). Sea Y = span{x1, x2, . . . }, que es un
subespacio cerrado de X y, por tanto, un espacio de Banach uniformemente
convexo para la norma ‖.‖ con base de Schauder normalizada {xn}n∈N. El
teorema de Gurarii-Gurarii (A.6.4) nos garantiza que existen p > 1 y una cons-
tante A > 0 de manera que para cada sucesión de escalares {an}n∈N tal que
x =

∑∞
n=1 anxn converja se cumple la siguiente desigualdad:

‖x‖ ≤ A

( ∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

. (3.4)
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Definimos Q = Q ∩ [0, 1] = {r1, r2, . . . }. Sea f : [0, 1] −→ Y la función definida
como f(rn) = xn (para todo n ∈ N) y f(t) = 0 para cada t ∈ [0, 1] irracional.
Evidentemente f no es continua en ningún punto: ‖f‖ = χQ no tiene ningún
punto de continuidad. Veamos que f es integrable Riemann en [0, 1]. Sea ε > 0
y tomemos δ = 1

2

(
ε
A

) p
p−1 . Si

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} ∈ Π[0, 1]

tiene norma menor que δ definimos J = {1 ≤ i ≤ n : si ∈ Q} y podemos
tomar J1, . . . , JN la partición de J asociada a la relación de equivalencia i ∼ j
sii si = sj . Es claro que |Jk| ≤ 2 para cada k (cada punto intermedio no puede
estar asociado a más de dos subintervalos de P). Para cada k = 1, . . . , N sea
rnk

∈ Q tal que si = rnk
para todo i ∈ Jk. Con todas estas notaciones podemos

usar (3.4) junto con la clásica desigualdad (c + d)p ≤ 2p−1(cp + dp) (si c, d ≥ 0)
para deducir:

‖f(P)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
N∑

k=1

(∑
i∈Jk

(bi − ai)

)
xnk

∥∥∥∥∥
≤ A

(
N∑

k=1

(
∑
i∈Jk

(bi − ai))p

) 1
p

≤ A

(
N∑

k=1

2p−1(
∑
i∈Jk

(bi − ai)p)

) 1
p

≤ 2
p−1

p A

(
N∑

k=1

(
∑
i∈Jk

(bi − ai)|P|p−1)

) 1
p

≤ (2|P|)
p−1

p A

(
N∑

k=1

(
∑
i∈Jk

(bi − ai))

) 1
p

= A(2|P|)
p−1

p < ε.

Esto prueba que existe
∫ 1

0
f = 0 y, sin embargo, f no tiene puntos de con-

tinuidad. En particular, Y no tiene la propiedad de Lebesgue y X tampoco
(3.1.1).

Disponemos aśı de más ejemplos concretos de espacios de Banach sin LP:
espacios de Hilbert de dimensión infinita, lp y Lp[a, b] para 1 < p < ∞ (estos
dos últimos son ejemplos de espacios con WLP que no tienen LP). En gene-
ral, cualquier Lp(µ) de dimensión infinita carece de la propiedad de Lebesgue
(A.6.3).
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Por tanto, los espacios de Banach que contienen una copia isomorfa de l2 no
tienen la propiedad de Lebesgue. Ejemplos de tales espacios los proporcionan
los siguientes resultados.

Teorema 3.3.2. L1[a, b] contiene una copia isomorfa de l2.

Demostración. Puede consultarse en [17, Teorema 6.28].

Teorema 3.3.3 (Pelczynski). Si X es un espacio de Banach separable que
contiene una copia isomorfa de l1, entonces existe una inmersión l2 −→ X∗.

Demostración. [49, Teorema 3.4]

En la demostración de 3.3.1 y en el ejemplo 2.2.12 construimos sendas fun-
ciones integrables Riemann sin puntos de continuidad. Es natural plantearse la
siguiente cuestión:

Problema 3.3.4. ¿Para qué espacios de Banach X toda función integrable
Riemann f : [a, b] −→ X tiene al menos un punto de continuidad?

Corolario 3.3.5. Cualquier espacio de Banach que contenga una copia isomor-
fa de c0 no tiene la propiedad de Lebesgue.

Demostración. Directa a partir del citado ejemplo 2.2.12.

Nota 3.3.6. Esto proporciona una nueva demostración de que los espacios l∞,
C[a, b], L∞[a, b] y B[a, b] no tienen LP. A la lista de espacios sin la propiedad
de Lebesgue podemos añadir c.

Finalizamos la sección con otra clase de espacios de sucesiones que no tienen
la propiedad de Lebesgue: los espacios de sucesiones de Lorentz .

Sea w = {w1 = 1, w2, . . . } una sucesión decreciente de reales positivos tal
que

∑∞
n=1 wn = ∞ y limn wn = 0. Si 1 ≤ p < ∞, se define d(w, p) como el

espacio de Banach de las sucesiones a = (an)n∈N en K tales que

‖a‖ = sup
σ∈S

( ∞∑
n=1

|aσ(n)|pwn

) 1
p

< ∞, (3.5)

donde S es el conjunto de biyecciones N −→ N.

Lema 3.3.7. En estas condiciones, sean a1, . . . , an ∈ {e1, e2, . . . , } de manera
que para cada i ∈ N hay como mucho dos ak de manera que ak = ei. Entonces∥∥∥∥∥

n∑
k=1

ak

∥∥∥∥∥ ≤ 2

(
n∑

k=1

wk

) 1
p

.

Demostración. De la hipótesis deducimos que v =
∑n

k=1 ak = (vm)m∈N ∈
d(w, p) satisface



38 CAPÍTULO 3. LA PROPIEDAD DE LEBESGUE

• |{m ∈ N : vm 6= 0}| ≤ n.

• vm ∈ {0, 1, 2} para cada m ∈ N.

Sea σ ∈ S arbitraria. Observamos que
∑∞

m=1 |vσ(m)|pwm es una suma con a lo
más n sumandos no nulos y cada |vσ(m)| ≤ 2. De la monotońıa de la sucesión
(wm)m se deduce que

∞∑
m=1

|vσ(m)|pwm ≤
n∑

m=1

2pwm = 2p
n∑

m=1

wm.

Esta desigualdad es válida para cada σ ∈ S y finaliza la demostración.

Para probar la siguiente proposición seguimos la idea de [21, Teorema 25].

Proposición 3.3.8. En las condiciones anteriores, d(w, p) no tiene LP.

Demostración. Enumeramos [0, 1] ∩ Q = {r1, r2, . . . }. Es fácil comprobar que
‖en‖ = 1 para cada n ∈ N. Esto implica que la función f : [0, 1] −→ d(w, p)
definida como f(rn) = en (para cada n ∈ N) y f(t) = 0 si t es irracional, no es
continua en ningún punto (véase la prueba de 3.3.1). Sin embargo, es integrable
Riemann en [0, 1] como mostramos a continuación mediante el criterio de Cauchy
1.0.4. Distinguimos dos casos:

• p = 1. Fijamos ε > 0. Como (wn)n es una sucesión monótona decreciente
con ĺımite 0, es claro que limN

1
N

(∑N
i=1 wi

)
= 0 y existirá N ∈ N tal que

1
N

(∑N
i=1 wi

)
< ε

4 . Sea P0 ∈ dΠ[0, 1] con puntos tk = k
N (k = 0, 1, . . . , N).

Para cualquier partición P ∈ Π[0, 1] con e(P) = {t0, . . . , tN} y puntos
intermedios si ∈ [ti−1, ti] podemos aplicar el lema previo y obtener

‖f(P)‖ =

∥∥∥∥∥
N∑

i=1

1
N

f(si)

∥∥∥∥∥ =
1
N

∥∥∥∥∥
N∑

i=1

f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ 2
N

(
N∑

i=1

wi

)
<

ε

2
.

Es claro que si P1,P2 ∈ Π[0, 1] tienen los mismos subintervalos que P0,
entonces ‖f(P1)− f(P2)‖ < ε.

• 1 < p < ∞. Dado ε > 0, fijamos N ∈ N suficientemente grande de
manera que N1− 1

p > 4
ε . Definimos tk = k

N (k = 0, . . . , N) y tomamos
una partición de [0, 1] de la forma P = {([ti−1, ti], si) : i = 1, . . . , N}.
Podemos aplicar otra vez el lema previo (junto con el hecho de que wk ≤ 1
para todo k) y concluir la desigualdad

‖f(P)‖ =

∥∥∥∥∥
N∑

i=1

1
N

f(si)

∥∥∥∥∥ =
1
N

∥∥∥∥∥
N∑

i=1

f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ 2
N

(
N∑

i=1

wi

) 1
p

≤ 2
N

N
1
p <

ε

2

por la elección de N . Finalmente, dadas P1,P2 ∈ Π[0, 1] con los mismos
puntos {tk}0≤k≤N se tiene ‖f(P1)− f(P2)‖ < ε.

Esto prueba la integrabilidad Riemann de f .



Caṕıtulo 4

Formas débiles de la
integral

En este caṕıtulo introducimos conceptos análogos a los de integrabilidad
Dunford y Pettis (definición A.4.7) reemplazando la integral de Lebesgue por
la de Riemann. Establecemos distintas relaciones entre estos nuevos tipos de
integrabilidad y demostramos que la integral de Pettis extiende a la de Riemann.
La referencia básica es [21].

Definición 4.0.1. Diremos que f : [a, b] −→ X es integrable

i) Riemann-Dunford (abreviadamente RD-integrable) si para cada x∗ ∈ X∗

la composición x∗f : [a, b] −→ K es integrable Riemann.

ii) Riemann-Pettis (abreviadamente RP-integrable) si es RD-integrable y para
cada intervalo cerrado I ⊂ [a, b] existe xI ∈ X tal que para todo x∗ ∈ X∗

x∗(xI) =
∫ b

a

x∗f.

Nota 4.0.2. El vector xI ∈ X de la definición precedente, si existe, es necesa-
riamente único como consecuencia del teorema de Hahn-Banach.

Proposición 4.0.3. Sea f : [a, b] −→ X medible y RD-integrable. Entonces f
es integrable Bochner.

Demostración. Para cada x∗ ∈ X∗ la función x∗f es integrable Riemann y, por
tanto, acotada en [a, b]. Por el principio de la acotación uniforme existe M > 0
cota superior de ‖f‖ en [a, b]. Además, f es medible Bochner y∫ b

a

‖f‖ ≤ M(b− a) < ∞.

La proposición A.4.5 permite deducir que f es integrable Bochner.

39
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Proposición 4.0.4. Sea f : [a, b] −→ X una función. Entonces

i) f integrable Riemann ⇒ f integrable Riemann-Pettis.

ii) f integrable Riemann-Pettis ⇒ f es integrable Pettis.

Demostración. i) Supongamos que f es integrable Riemann en [a, b]. Por la
proposición 1.0.13 tenemos que para cada x∗ ∈ X∗ la composición x∗f es in-
tegrable Riemann. Es más, si I ⊂ [a, b] es un subintervalo cerrado entonces f
es integrable Riemann en I y su integral xI :=

∫
I
f ∈ X satisface para cada

x∗ ∈ X∗ (de nuevo aplicamos 1.0.13, esta vez en el intervalo I)

x∗(xI) =
∫

I

x∗f.

Por tanto, f es RP-integrable.
ii) Por hipótesis f es RP-integrable y, en particular, integrable Dunford.

Si denotamos por ν : Σ −→ X∗∗ a la integral indefinida de Dunford de f , la
RP-integrabilidad de f implica que ν(I) ∈ X para cada subintervalo cerrado
I ⊂ [a, b]. Estamos en las condiciones del teorema A.4.15 y basta comprobar
que Zf = {x∗f : x∗ ∈ BX∗} es un subconjunto uniformemente absolutamente
continuo de L1[a, b]. La RD-integrabilidad de f implica, según comentamos en
la prueba de la proposición anterior, que M = supt∈[a,b] ‖f(t)‖ < ∞. Entonces
para cada E ∈ [a, b] medible y cada h ∈ Zf∫

E

|h| ≤
∫

E

M = m(E)M,

por lo que Zf es uniformemente absolutamente continuo y f es integrable Pettis.

Hemos preferido dar ya una prueba de que toda función f : [a, b] −→ X
integrable Riemann es integrable Pettis (que corrige la ausencia de detalles de
la fuente original [21, Teorema 15]), aunque más adelante obtendremos un par de
mejoras. La primera (contenida en 6.0.2 y A.5.6) es válida cuando el espacio X
es real y es consecuencia de un resultado de J. Bourgain. La segunda mejora la
presentaremos al hablar de la integral de McShane, en la segunda parte de esta
memoria. En concreto demostraremos que la integral de McShane extiende a la
de Riemann (8.4.1) y que la de Pettis extiende a la de McShane (10.1.2). Para
probar este último resultado emplearemos también la caracterización A.4.15,
aunque, a diferencia de 4.0.4 (donde utilizamos iii) ⇒ iv) ⇒ v) ⇒ i) de A.4.15,
que no deja de ser un sencillo argumento de teoŕıa de la medida), la prueba
descansará en la implicación más compleja (ii ⇒ iii) del citado teorema.

Ninguno de los rećıprocos de 4.0.4 es cierto en general. Para dar un con-
traejemplo al segundo basta tomar una función f : [a, b] −→ R integrable Le-
besgue que no sea integrable Riemann (por ejemplo, la función caracteŕıstica de
[a, b]∩Q). El contraejemplo al primero es más elaborado y lo presentaremos en
el Caṕıtulo 5, dentro de otro contexto.
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Para funciones escalares la integral de Lebesgue extiende a la de Riemann
y la medibilidad de una función integrable Riemann se obtiene gracias a su
continuidad en casi todo punto (teorema de Lebesgue). En el caso general sigue
siendo cierto que una función continua en casi todo punto f : [a, b] −→ X es
medible Bochner (de hecho basta exigirle continuidad débil en casi todo punto,
véase 5.0.1), pero ya hemos mostrado (ejemplo 2.2.11) que la integrabilidad
Riemann no asegura continuidad en casi todo punto, ni siquiera medibilidad (en
el ejemplo 1.0.11 construimos f integrable Riemann tal que ‖f‖ no es medible
Lebesgue y, aśı, f no puede ser medible). Es sencillo mostrar que una función
integrable Riemann es integrable Bochner si y sólo si es medible Bochner [21,
Teorema 15]:

Corolario 4.0.5. Si f : [a, b] −→ X es integrable Riemann y medible Bochner
entonces es integrable Bochner (y las integrales coinciden).

Demostración. f es medible Bochner e integrable Riemann-Dunford por el re-
sultado precedente. La proposición 4.0.3 nos asegura la integrabilidad Bochner
de f . Por otro lado, para cada x∗ ∈ X∗

x∗

(
(B)

∫ b

a

f

)
= (L)

∫ b

a

x∗f = (R)
∫ b

a

x∗f = x∗

(
(R)

∫ b

a

f

)

por la proposición 1.0.13. Podemos aplicar el teorema de Hahn-Banach y deducir
(B)

∫ b

a
f = (R)

∫ b

a
f .

Problema 4.0.6. ¿Para qué espacios de Banach X la integrabilidad Riemann
de una función f : [a, b] −→ X implica su medibilidad? Es decir, ¿en qué
espacios de Banach la integrabilidad Bochner extiende a la de Riemann?

Ejemplo 4.0.7. Si H es un espacio de Hilbert con dimensión hilbertiana (i.e.
cardinalidad de cualquier base hilbertiana) mayor que c, entonces existe una
función f : [a, b] −→ H integrable Riemann que no es medible Bochner.

Demostración. Podemos reducirnos al caso H = l2([a, b]). Sea {et}t∈[a,b] la
base hilbertiana estándar de H. Definimos la función f : [a, b] −→ H mediante
f(t) = et.

f no es medible Bochner porque no tiene rango esencialmente separable
(teorema A.4.2). En efecto, si A ⊂ [a, b] es medible y m(A) > 0, en particular
A no es numerable y f(A) = {et : t ∈ A} es un subconjunto no numerable de
vectores tales que ‖et − es‖ =

√
2 para t 6= s (t, s ∈ A). Por tanto f(A) no

puede ser separable.
f es integrable Riemann en [a, b]. En efecto, dada cualquier partición

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} ∈ Π[a, b],
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podemos tomar I1, . . . , IN la partición de {1, . . . , n} asociada a la relación de
equivalencia i ∼ j sii si = sj . Para cada j = 1, . . . , N fijamos ij ∈ Ij . Eviden-
temente |Ij | ≤ 2 para cada j. Por tanto:

‖f(P)‖ =

∥∥∥∥∥∥
N∑

j=1

∑
i∈Ij

(bi − ai)

 esij

∥∥∥∥∥∥
=

 N∑
j=1

∑
i∈Ij

(bi − ai)

2


1
2

≤

 N∑
j=1

∑
i∈Ij

2(bi − ai)2

 1
2

≤
√

2

 N∑
j=1

∑
i∈Ij

(bi − ai)|P|

 1
2

= (2(b− a)|P|) 1
2 .

(Hemos utilizado que (c + d)2 ≤ 2(c2 + d2) para c, d ≥ 0). Esta desigualdad
prueba que existe

∫ b

a
f = 0.

Como consecuencia de los comentarios anteriores al corolario 4.0.5 tenemos
[21, Corolario 19] el siguiente

Corolario 4.0.8. Si f : [a, b] −→ X es integrable Darboux entonces

i) f es medible.

ii) ‖f‖ es integrable Riemann.

iii) f es integrable Bochner.

Demostración. El teorema 2.2.7 afirma que f es continua en casi todo punto
y el lema 5.0.1 asegura la medibilidad Bochner de f . Por otro lado, ‖f‖ es
acotada y continua en casi todo punto. Entonces es integrable Riemann y, en
particular, integrable Lebesgue. Podemos aplicar ahora A.4.5 y obtener que f
es integrable Bochner.

Ahora nos ocuparemos de ver bajo qué condiciones la RD-integrabilidad de
una función implica RP-integrabilidad [21, Teoremas 29, 31].

Definición 4.0.9. Un subconjunto S ⊂ X es de Schur si toda sucesión conte-
nida en S débilmente convergente a un punto de X es convergente en norma.

Definición 4.0.10. Un espacio de Banach X se dice débilmente sucesional-
mente completo (abreviadamente WSC) si (X, ω) es sucesionalmente completo
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(como espacio uniforme): toda sucesión débilmente de Cauchy es débilmente
convergente. Un subconjunto S ⊂ X es WSC si toda sucesión de Cauchy res-
pecto de (X, ω) contenida en S es débilmente convergente a un punto de X.

Todo espacio de Banach reflexivo es WSC ([9, V.4.4]). Como ejemplos de
espacios WSC que, en general, no son reflexivos podemos citar: ca(Σ) (espacio
de medidas escalares numerablemente aditivas definidas en una σ-álgebra Σ, con
la norma de la variación total), L1(µ) para un espacio de medida finita (Ω,Σ, µ)
(véase [11, VII, Teorema 12]) y L∞(µ) si µ es σ-finita [9, pág. 138].

Lema 4.0.11. Todo espacio de Banach X con la propiedad de Schur es WSC.

Demostración. Sea (xn)n∈N una sucesión en X que no es de Cauchy en norma.
Existen por tanto a > 0 y una subsucesión (xnk

)k tales que zk = xnk+1 − xnk

verifica ‖zk‖ > a para todo k ∈ N. Como X tiene la propiedad de Schur, la
sucesión (zk)k no puede ser débilmente convergente a 0 y, aśı, (xn)n no es de
Cauchy en (X, ω).

Proposición 4.0.12. Sea f : [a, b] −→ X una función RD-integrable. Sea W =
co(f [a, b]). f es RP-integrable si se cumple alguna de las siguientes condiciones

i) f es medible

ii) W es débilmente sucesionalmente completo (en particular, si X es WSC).

iii) X tiene la PIP-Lebesgue (definición A.4.17).

Demostración. Una función RD-integrable que lo sea también en sentido Pettis
es obviamente integrable Riemann-Pettis. Si X tiene la PIP-Lebesgue, entonces
cualquier función acotada escalarmente medible es integrable Pettis. En par-
ticular, toda función RD-integrable es integrable Pettis y, por tanto, Riemann-
Pettis. Esto prueba iii). Por otro lado (para ver i)), si f es medible y RD-
integrable, entonces es integrable Pettis por las proposiciones 4.0.3 y A.4.10.

ii) Es claro que V = (b−a)W es débilmente sucesionalmente completo y que
f(P) ∈ V para cada P ∈ Π[a, b]. Fijamos un subintervalo cerrado I ⊂ [a, b]. Sea
Pn ∈ Π[I], n ∈ N, una sucesión de particiones tales que limn |Pn| = 0. Para cada
x∗ ∈ X∗ la función x∗f es integrable Riemann en I (por ser f RD-integrable)
y existe limn(x∗f)(Pn) =

∫
I
x∗f ; en particular, la sucesión {(x∗f)(Pn)}n es de

Cauchy en K. Es claro que para todo x∗ ∈ X∗ y cada n se tiene (x∗f)(Pn) =
x∗(f(Pn)) y, por tanto, la sucesión (f(Pn))n es de Cauchy en (X, ω). Como
f(Pn) ∈ V para cada n y V es WSC, existe ω− limn f(Pn) = xI ∈ X. Entonces

x∗(xI) = lim
n

x∗(f(Pn)) =
∫

I

x∗f

para todo x∗ ∈ X∗. Esto prueba que f es integrable Riemann-Pettis.

En particular, la clase de los espacios de Banach para los que RD-integrable
equivale a RP-integrable contiene a los espacios débilmente compactamente ge-
nerados (WCG) (véase A.4).
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Un vistazo a la prueba de ii) en 4.0.12 permite apreciar que, si fortalecemos la
hipótesis exigiendo a W que sea también de Schur, la RD-integrabilidad implica
integrabilidad Riemann. En detalle:

Proposición 4.0.13. Sea f : [a, b] −→ X una función RP-integrable. Si W =
co(f [a, b]) es de Schur, entonces f es integrable Riemann.

Demostración. Sea ν la integral indefinida de Pettis de f (véase 4.0.4) y z =
ν([a, b]) ∈ X. Vamos a demostrar que f es integrable Riemann con integral z.
Tomamos cualquier sucesión de particiones Pn ∈ Π[a, b], n = 1, 2, . . . , tales que
limn |Pn| = 0. Para cada x∗ ∈ X∗ la función x∗f es integrable Riemann con
integral x∗(z) (por ser f RP-integrable). Por tanto

lim
n

x∗(f(Pn)) = lim
n

(x∗f)(Pn) =
∫ b

a

x∗f = x∗(z),

es decir, existe ω − limn f(Pn) = z. Como f(Pn) ∈ V = (b − a)W y V es de
Schur (por serlo W ), existe ‖.‖ − limn f(Pn) = z.
Esto prueba que f es integrable Riemann y

∫ b

a
f = z.

Como consecuencia de 4.0.11, 4.0.12 y 4.0.13 obtenemos la siguiente propie-
dad de los espacios de Schur (de hecho los caracteriza, como demostraremos en
el Caṕıtulo 5).

Corolario 4.0.14. Si X es de Schur, cualquier función f : [a, b] −→ X inte-
grable Riemann-Dunford es integrable Riemann.

Lema 4.0.15. Si A es un subconjunto separable del espacio de Banach X,
existen x∗1, x

∗
2, · · · ∈ X∗ tales que para cada a ∈ A

‖a‖ = sup
n∈N

|x∗n(a)|

Demostración. Dado que span(A) es también separable, el teorema de Hahn-
Banach reduce la prueba al caso de que X sea separable. Sea D ⊂ X denso
numerable y tomemos para cada d ∈ D un x∗d ∈ SX∗ tal que |x∗d(d)| = ‖d‖.
Fijemos x ∈ X arbitrario y ε > 0. La densidad de D permite encontrar un
d ∈ D tal que ‖x− d‖ < ε y ‖x‖ − ε < ‖d‖. Entonces

‖x‖ − ε < ‖d‖ = |x∗d(d)| ≤ |x∗d(x)|+ |x∗d(d− x)|
≤ |x∗d(x)|+ ‖x− d‖ < |x∗d(x)|+ ε

< sup
f∈D

|x∗f (x)|+ ε.

Es decir, para cada ε > 0

‖x‖ − 2ε < sup
f∈D

|x∗f (x)|.

El lema queda probado.
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Con la ayuda de este lema podemos demostrar [21, Teorema 32]:

Proposición 4.0.16. Una función f : [a, b] −→ X RD-integrable de rango
relativamente compacto es integrable Darboux.

Demostración. V = f([a, b]) ⊂ X es relativamente compacto en un espacio
métrico y, en consecuencia, es separable. Por el lema 4.0.15 existe una sucesión
(x∗n)n∈N en X∗ tal que

‖v‖ = sup
n∈N

|x∗n(v)| (4.1)

para todo v ∈ V . Para cada n la función x∗nf : [a, b] −→ K es integrable
Riemann y, aśı, existe un conjunto medible conulo Fn ⊂ [a, b] tal que x∗nf es
continua en cada punto de Fn. La intersección F = ∩∞n=1Fn ⊂ [a, b] es un
conjunto medible conulo. La proposición queda automáticamente demostrada
si vemos que f es continua en cada punto de F , por el teorema de Lebesgue
2.2.7 (la acotación de f se sigue, por ejemplo, de su RD-integrabilidad).

Para ello fijamos t ∈ F y (tm)m una sucesión en [a, b] convergente hacia t.
Por la definición de F resulta que cada x∗nf es continua en t y, por tanto,

lim
m

x∗n(f(tm)) = x∗n(f(t))

para cada n ∈ N; es decir, la sucesión (f(tn))n converge hacia f(t) en la topoloǵıa
σ(X, N) generada por la colección N = {x∗n}n. Esta topoloǵıa es más débil que
la normada y Hausdorff: dados x 6= y ∈ X existe, por (4.1), un n ∈ N tal que
x∗n(x) 6= x∗n(y); como x∗n es σ(X, N)-continua, x e y tienen σ(X, N)-entornos
disjuntos. Por tanto, la sucesión (f(tn))n tiene un único posible punto de ‖.‖-
aglomeración: f(t). Al estar contenida en el relativamente compacto V debe
converger en norma a f(t). Aśı, f es continua en t y la prueba ha finalizado.
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Caṕıtulo 5

Continuidad débil e
integrabilidad

Los primeros en observar que la continuidad débil no asegura integrabilidad
Riemann fueron Alexiewicz y Orlicz [1]. Su ejemplo [21, Ejemplo 35] ha sido
generalizado por V.M. Kadets [36], C. Wang y Z. Yang [57] hasta obtener una
caracterización completa de los espacios de Banach X para los que toda fun-
ción débilmente continua f : [a, b] −→ X es integrable Riemann: los espacios
de Schur. En la sección 5.1 presentaremos este resultado (teorema 5.1.2) en
su versión más general, extendido a topoloǵıas vectoriales más gruesas que la
normada.

En la segunda sección caracterizamos, mediante integración Riemann, otra
propiedad relativa a la convergencia en norma de sucesiones débilmente conver-
gentes y que posee, por ejemplo, todo espacio uniformemente convexo.

Comenzamos probando que toda función débilmente continua en casi todo
punto es medible Bochner y RP-integrable [21, Corolario 30] cuando además es
acotada.

Lema 5.0.1. Una función f : [a, b] −→ X débilmente continua en casi todo
punto es medible Bochner.

Demostración. Para aplicar el teorema de medibilidad A.4.2 veamos que f tiene
rango esencialmente separable. El conjunto medible E = Cont(f, ω) es conulo
por hipótesis. Vamos a comprobar que f(E) es separable. En efecto, sea D ⊂ E
denso numerable (E es un subespacio de un métrico separable y, en consecuen-

cia, es separable). Fijamos Y = span(f(D))
‖.‖

⊂ X. Es fácil ver que Y es
separable. Para ver que f(E) es ‖.‖-separable basta comprobar que f(E) ⊂ Y .
La convexidad de span(f(D)) implica, por el teorema de Mazur (A.6.6), que
Y = span(f(D))

ω
. Como f �E es débilmente continua y D denso en E,

f(E) ⊂ f(D)
ω
⊂ span(f(D))

ω
= Y

47
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y esto finaliza la demostración.

Corolario 5.0.2. Si f : [a, b] −→ X es acotada y débilmente continua en casi
todo punto entonces es RP-integrable. En particular toda función f : [a, b] −→ X
débilmente continua es RP-integrable.

Demostración. Para cada x∗ ∈ X∗ la función x∗f es acotada y continua en casi
todo punto, luego integrable Riemann. La función f es entonces RD-integrable
y además medible (lema previo). El resultado se sigue de 4.0.12.

5.1 Caracterización de la propiedad de Schur

Definición 5.1.1. Sean X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa vectorial
Hausdorff en X más gruesa que la inducida por la norma. Diremos ([57]) que
X es de Schur respecto de τ si toda sucesión en X convergente en la topoloǵıa
τ lo es también en la inducida por la norma.

Nuestro objetivo en la sección es probar el siguiente teorema. La equivalencia
de las tres primeras condiciones se demuestra en [57, Teorema 2], mientras que
la cuarta es una generalización de [3, Proposición 7]. La hipótesis de convexidad
local de la topoloǵıa τ que aparece en el primer art́ıculo puede ser omitida.

Teorema 5.1.2. Sean X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa vectorial
Hausdorff en X más gruesa que la de la norma. Son equivalentes:

i) X es de Schur respecto de τ .

ii) Toda función τ -continua f : [a, b] −→ X es integrable Darboux.

iii) Toda función τ -continua f : [a, b] −→ X es integrable Riemann.

iv) Para cada función f : [a, b] −→ X τ - continua, su norma ‖f‖ es integrable
Riemann.

Si τ = ω, podemos añadir a la lista anterior:

v) Toda función f : [a, b] −→ X RD-integrable es integrable Riemann.

vi) Cualquier función f : [a, b] −→ X RD-integrable de rango relativamente
ω-compacto es integrable Darboux.

En particular, para un espacio X que no sea de Schur siempre podemos
encontrar funciones RP-integrables que no son integrables Riemann (la demos-
tración del teorema dará un ejemplo estándar), resolviendo aśı una cuestión
pendiente del caṕıtulo anterior.

La siguiente construcción tipo Cantor será también utilizada en la sec-
ción siguiente. Para cualquier subintervalo cerrado J ⊂ [0, 1] denotaremos
por g(J) a su punto medio. Afirmamos que existen subintervalos cerrados
An,k = [an,k, bn,k] ⊂ Bn,k ⊂ [0, 1] (n ∈ N y 1 ≤ k ≤ 2n−1) tales que
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i) g(An,k) = g(Bn,k)

ii) m(An,k) =
(

1
2n−1

) (
1
3n

)
iii) m(Bn,k) =

(
1

2n−1

) (
1−

∑n−1
i=1

1
3i

)
iv) los intervalos An,k son disjuntos

para todo n ∈ N y cada 1 ≤ k ≤ 2n−1. Esbozamos la construcción: para n = 1
definimos B1,1 = [0, 1] y A1,1 = [a1,1, b1,1] ⊂ B1,1 el intervalo cerrado tal que
m(A1,1) = 1

3 y g(A1,1) = g(B1,1). Definimos B2,1 = [0, a1,1] y B2,2 = [b1,1, 1].
Sean A2,1 = [a2,1, b2,1] y A2,2 = [a2,2, b2,2] los intervalos cerrados de medida 1

2
1
32

tales que g(A2,1) = g(B2,1) y g(A2,2) = g(B2,2). A continuación repetimos el
proceso para

B3,1 = [0, a2,1], B3,2 = [b2,1, a1,1], B3,3 = [b1,1, a2,2], B3,4 = [b2,2, 1]

y vamos obteniendo las sucesiones de intervalos deseadas. Sean

G = ∪∞n=1 ∪2n−1

k=1 (an,k, bn,k) y H = [0, 1] \G.

Lema 5.1.3. Sean (X, τ) un espacio vectorial topológico y fn,k : [0, 1] −→ R
funciones continuas con soporte contenido en [an,k, bn,k] (n ∈ N y 1 ≤ k ≤ 2n−1)
tales que f(an,k) = f(bn,k) = 0. Definimos para cada n la función continua

gn =
∑2n−1

i=1 fn,i. Supongamos que existe M > 0 tal que ‖fn,k‖∞ < M para
cada n ∈ N y k = 1, . . . , 2n−1. Si (xn)n∈N es una sucesión en X convergente
hacia 0, la serie

f(t) =
∞∑

i=1

gi(t)xi

converge uniformemente en t ∈ [0, 1] y define una función continua de [0, 1] en
X.

Demostración. Sólo nos tenemos que preocupar de verificar la convergencia uni-
forme. Sea W ⊂ X un entorno de 0. Como X es un espacio vectorial topológico,
existe un entorno U de 0 equilibrado (es decir, para cada u ∈ U y a ∈ K de
módulo menor o igual que 1 se cumple au ∈ U) tal que M ·U ⊂ W . Por hipótesis
existe un N ∈ N tal que xn ∈ U para todo n > N . Observamos que

gn(t) = 0 para todo t 6∈ ∪2n−1

i=1 (an,i, bn,i) (5.1)

y aśı para cada n 6= m se tiene sop(gn) ∩ sop(gm) = ∅ (por la propiedad iv).
Por tanto, para cada t ∈ [0, 1] tenemos que la suma f(t) =

∑∞
n=1 gn(t)xn consta

como mucho de un único sumando no nulo. Afirmamos que, para cada q ≥ N ,

q∑
n=1

gn(t)xn − f(t) ∈ W para todo t ∈ [0, 1].
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En efecto, en primer lugar observamos que

q∑
n=1

gn(t)xn − f(t) =
∞∑

n=q+1

gn(t)xn.

De la ecuación (5.1) es inmediato que si t ∈ H o t ∈ ∪q
n=1 ∪2n−1

i=1 (an,i, bn,i),
entonces

∑∞
n=q+1 gn(t)xn = 0, y si t ∈ ∪2m−1

i=1 (am,i, bm,i) para algún m > q ≥ N ,
entonces

∞∑
n=q+1

gn(t)xn = gm(t)xm.

Aśı,
∑∞

n=q+1 gn(t)xn ∈ D(0,M) · U ⊂ M · U ⊂ W porque U es equilibrado y
xk ∈ U para k > N . Esto prueba la convergencia uniforme de la serie y acaba
la demostración del lema.

Con estos preliminares podemos pasar a la demostración del teorema 5.1.2

Demostración. i) ⇒ ii) es consecuencia de que toda función f : [a, b] −→ X
τ -continua es continua para la norma, por la propiedad de Schur de X y la
metrizabilidad de [a, b]. En particular, f es integrable Darboux por el teorema
2.2.7.

ii) ⇒ iii) se obtiene de 2.2.6.
iii) ⇒ i) y iv) ⇒ i). Para cada n ∈ N y k = 1, . . . , 2n−1 sea hn,k una función

real continua definida en [0, 1] de soporte contenido en An,k = [an,k, bn,k] tal
que hn,k(g(An,k)) = 1, hn,k(an,k) = hn,k(bn,k) = 0 y 0 ≤ hn,k ≤ 1. Definimos

la función continua hn =
∑2n−1

i=1 hn,i para cada n ∈ N. Es claro que 0 ≤ hn ≤ 1
para todo n.

Vamos a probar que si X no es de Schur respecto de τ , existe una función
τ -continua f : [0, 1] −→ X tal que ni f ni ‖f‖ son integrables Riemann.

Si X no es de Schur respecto de τ existe una sucesión en X que converge a 0
respecto de τ pero no en norma. Pasando a una adecuada subsucesión podemos
encontrar a > 0 y una sucesión x1, x2, · · · ∈ X convergente a 0 respecto de τ de
modo que ‖xn‖ ≥ a para cada n ∈ N. Aplicando el lema 5.1.3 obtenemos una
función τ -continua f : [0, 1] −→ X definida por

f(t) =
∞∑

n=1

hn(t)xn

(para cada t ∈ [0, 1] la suma es finita al ser disjuntos los soportes de las hn’s).
Vamos a ver que f y ‖f‖ no son integrables Riemann en [0, 1] mostrando que no
cumplen el criterio de Cauchy (1.0.4). Afirmamos que para cada δ > 0 existen
P1,P2 ∈ Π[0, 1] de norma menor que δ tales que

‖f(P1)− f(P2)‖ ≥
a

2
y |‖f‖(P1)− ‖f‖(P2)| ≥

a

2
.
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Para verlo fijamos N ∈ N tal que 1
2N−1 < δ. Por construcción los intervalos

BN,1, . . . , BN,2N−1 son disjuntos de medida 1
2N−1

(
1−

∑N−1
i=1

1
3i

)
< δ (propie-

dad iii). Podemos construir dos particiones de Riemann P1,P2 ∈ Π[0, 1] de
norma menor que δ con los mismos subintervalos de modo que

• BN,k es un intervalo de P1 y P2 para todo 1 ≤ k ≤ 2N−1;

• para 1 ≤ k ≤ 2N−1 el punto intermedio de P1 (resp. P2) asociado a BN,k

es g(BN,k) = g(AN,k) (resp. aN,k);

• si J es un subintervalo de P1 y P2 distinto de cualquier BN,k el punto
intermedio asociado en una y otra partición es el mismo.

Por lo tanto, de la definición de las hn se deduce

‖f(P1)− f(P2)‖ =

∥∥∥∥∥∥
2N−1∑
k=1

m(BN,k)(f(g(AN,k))− f(aN,k))

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥m(BN,1)
2N−1∑
k=1

xN

∥∥∥∥∥∥
= m(BN,1)2N−1‖xN‖

>
a

2
,

porque ‖xn‖ ≥ a para todo n y

m(B(N, k)) =
1

2N−1

1−
2N−1∑
i=1

1
3i


=

1
2N−1

(
1− (

1
2
− 1

32N−1 · 2
)
)

>
1

2N
.

Análogamente

|‖f‖(P1)− ‖f‖(P2)| =

∣∣∣∣∣∣
2N−1∑
k=1

m(BN,k)(‖f‖(g(AN,k))− ‖f‖(aN,k))

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣m(BN,1)
2N−1∑
k=1

‖xN‖

∣∣∣∣∣∣
= m(BN,1)2N−1‖xN‖

>
a

2
.
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Esto concluye la demostración de iii), iv) ⇒ i).
i) ⇒ iv) es consecuencia de que si f : [a, b] −→ X es τ -continua, entonces

es continua para la topoloǵıa de la norma (véase i) ⇒ ii)), ‖f‖ : [a, b] −→ R es
continua y, por tanto, integrable Riemann.

i) ⇒ v) El corolario 4.0.14.
v) ⇒ iii) Toda función f : [a, b] −→ X débilmente continua es inmediata-

mente RD-integrable (para cada x∗ ∈ X∗ la función x∗f es continua en [a, b] y,
por tanto, integrable Riemann).

i) ⇒ vi). Sea f : [a, b] −→ X RD-integrable de rango débilmente relati-
vamente compacto. Por el teorema de Eberlein-Smulian A.6.7 f tiene rango
débilmente relativamente sucesionalmente compacto. Pero como toda sucesión
débilmente convergente es convergente en norma (X es de Schur), tenemos que
f([a, b]) es relativamente compacto en norma. El resultado se sigue ahora de la
proposición 4.0.16.

vi) ⇒ ii) Toda función f : [a, b] −→ X débilmente continua tiene rango
débilmente compacto y es RD-integrable.

Obtenemos aśı una nueva caracterización de los espacios de Banach de di-
mensión finita [36, página 35]:

Corolario 5.1.4. Para un espacio de Banach X son equivalentes:

i) X es de dimensión finita.

ii) Toda función ω∗-continua f : [a, b] −→ X∗ es integrable Riemann.

Demostración. i) ⇒ ii). Si X es de dimensión finita, su dual también lo es y en
éste coinciden ω∗ y la topoloǵıa generada por la norma (véase [46, 5.9.4]). La
integrabilidad se sigue de 2.2.8.

ii) ⇒ i). El teorema precedente afirma que X∗ es de Schur respecto de ω∗.
Por el teorema de Josefson-Nissenzweig (A.6.8) X debe ser finito dimensional.

5.2 Espacios de Banach con la propiedad [H]

Definición 5.2.1. Sean (X, ‖.‖) un espacio de Banach y τ una topoloǵıa vec-
torial en X más débil que la inducida por la norma. Diremos que (X, ‖.‖) tiene
la propiedad [H] respecto de τ si para cualquier sucesión (xn)n∈N τ -convergente
a un punto x ∈ X tal que limn ‖xn‖ = ‖x‖, entonces limn ‖xn − x‖. Diremos
que tiene la propiedad [H] si la tiene respecto de su topoloǵıa débil.

Observación 5.2.2. En las condiciones de la anterior definición, el espacio
de Banach (X, ‖.‖) tiene la propiedad [H] respecto de τ si para toda sucesión
(xn)n∈N contenida en SX y débilmente convergente a x ∈ SX se tiene

lim
n
‖xn − x‖ = 0.
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Demostración. Sea (yn)n una sucesión en X τ -convergente a y ∈ X de modo
que limn ‖yn‖ = ‖y‖. La convergencia en norma estaŕıa garantizada si y = 0.
En caso contrario ‖y‖ > 0 y podemos suponer que ‖yn‖ > 0 para todo n (porque
limn ‖yn‖ = ‖y‖). Para cada n definimos xn = 1

‖yn‖yn ∈ SX . Como (X, τ) es
un espacio vectorial topológico existe τ − limn xn = 1

‖y‖y =: x ∈ SX y, por
hipótesis, el ĺımite se da en la topoloǵıa de la norma. Ahora es fácil ver que
yn − y = ‖yn‖xn − ‖y‖x → 0 en norma.

Evidentemente, esta propiedad es más débil que ser de Schur respecto de
τ . Vamos a ver a continuación que cualquier espacio de Banach con norma
localmente uniformemente convexa (definición A.6.5) tiene la propiedad [H] [29,
Ejercicio 15.17]. En particular, la tienen los los espacios (Lp(µ), ‖.‖p) para
1 < p < ∞ y, por tanto, cualquier espacio de Hilbert (consúltese A.6).

Proposición 5.2.3. Sea (X, ‖.‖) un espacio de Banach localmente uniforme-
mente convexo. Entonces (X, ‖.‖) tiene la propiedad [H].

Demostración. Sea (xn)n∈N una sucesión en SX que converge débilmente a un
punto x ∈ SX . Del teorema de Hahn-Banach [9, III.6.7.] se deduce que existe
x∗ ∈ SX∗ tal que

x∗(x) = sup
y∗∈B∗

X

|y∗(x)| = ‖x‖ = 1. (5.2)

Supongamos por reducción al absurdo que (xn)n no converge en norma hacia x.
Entonces no puede ocurrir que limn ‖xn +x‖ = 2 (porque (X, ‖.‖) es localmente
uniformemente convexo) y podemos encontrar 0 < a < 2 y una subsucesión
(xnk

)k∈N tales que
0 ≤ ‖xnk

+ x‖ < a < 2

para cada k ∈ N. Si x∗ ∈ BX∗ y k ∈ N, tenemos

|x∗(xnk
) + x∗(x)| < a

y tomando ĺımites cuando k → ∞ se deduce |2x∗(x)| < a (x es el ĺımite débil
de (xnk

)k). Esto contradice (5.2).

Nuestro objetivo es caracterizar los espacios de Banach que tienen la propie-
dad [H] respecto de una topoloǵıa vectorial Hausdorff τ (dentro de una cierta
clase de topoloǵıas que precisaremos a continuación y que incluye a las topo-
loǵıas débiles generadas por subespacios normantes de X∗) como aquéllos para
los que toda función f : [a, b] −→ X tal que

• f es τ -continua

• ‖f‖ es continua

es integrable Riemann.
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Definición 5.2.4. Se dice que una topoloǵıa vectorial Hausdorff τ en el espacio
de Banach X tiene la propiedad W respecto de ‖.‖ (lo denotaremos por τ ∈
W (X, ‖.‖)) si es más gruesa que la topoloǵıa normada y para cada red (xα)
contenida en SX y τ -convergente a un vector x ∈ SX

lim
α

inf
a∈[0,1]

‖axα + (1− a)x‖ = 1.

Diremos que τ tiene la propiedad W-secuencial respecto de ‖.‖ (abreviadamen-
te τ ∈ Ws(X, ‖.‖)) si es más gruesa que la normada y satisface la anterior
condición para sucesiones.

Evidentemente una topoloǵıa vectorial Hausdorff τ en X con la propiedad
W tiene la propiedad W-secuencial.

Si Z es un subespacio (algebraico) de X∗ que es total (es decir, si x ∈ X,
x 6= 0, existe z∗ ∈ Z tal que z∗(x) 6= 0), entonces la topoloǵıa débil σ(X, Z) en
X generada por Z (la topoloǵıa vectorial más gruesa que hace continuo a cada
elemento de Z) es Hausdorff y más gruesa que la normada. El corolario A.6.14
nos dice que, en estas condiciones, son equivalentes:

i) La topoloǵıa σ(X, Z) tiene la propiedad W respecto de ‖.‖.

ii) El subespacio Z es normante, es decir, para cada x ∈ X

‖x‖ = sup{|z∗(x)| : z∗ ∈ Z ∩BX∗}.

La idea para la demostración de i) ⇒ ii) se debe a M. Raja.

Presentamos ahora el principal resultado de la sección. En la prueba utiliza-
remos las construcciones desarrolladas en el apartado precedente con la misma
notación. Adaptamos la idea de [57, Teorema 6] para abarcar todas las topo-
loǵıas de la clase Ws(X, ‖.‖).

Teorema 5.2.5. Sean (X, ‖.‖) un espacio de Banach y τ una topoloǵıa vectorial
Hausdorff en X tal que τ ∈ Ws(X, ‖.‖). Son equivalentes:

i) (X, ‖.‖) tiene la propiedad [H] respecto de τ .

ii) Toda función τ -continua f : [a, b] −→ X con norma ‖f‖ continua es
integrable Darboux en [a, b].

iii) Toda función τ -continua f : [a, b] −→ X con norma ‖f‖ continua es
integrable Riemann en [a, b].

Demostración. i) ⇒ ii) es clara: toda función f : [a, b] −→ X τ -continua con
‖f‖ continua es continua (y, por tanto, integrable Darboux por el teorema de
Lebesgue 2.2.7) ya que [a, b] es métrico y (X, ‖.‖) tiene la propiedad [H] respecto
de τ .

ii) ⇒ iii) es directa de 2.2.6.
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iii) ⇒ i) Sean hn, n = 1, 2, . . . , como en la prueba de 5.1.2. Supongamos que
(X, ‖.‖) no tiene la propiedad [H] respecto de τ . Existen por tanto (observación
5.2.2) a > 0 y una sucesión (yn)n∈N en SX convergente hacia y ∈ SX en la
topoloǵıa τ de modo que ‖yn− y‖ > a para todo n ∈ N. Definimos xn = yn− y
para n = 1, 2, . . . . Entonces τ − limn xn = 0 y ‖xn‖ > a > 0 para todo n. En la
demostración de 5.1.2 véıamos que la función f : [0, 1] −→ X definida mediante

f(t) =
∞∑

n=1

hn(t)xn

es τ -continua pero no es integrable Riemann en [0, 1]. Por lo tanto la función
g : [0, 1] −→ X dada por g(t) = y + f(t) es τ -continua y no integrable Riemann
(véase 1.0.9). Para acabar la demostración vamos a ver que ‖g‖ es continua en
cada t0 ∈ [0, 1]. Distinguimos una serie de casos:

• t0 ∈ G = ∪∞n=1 ∪2n−1

i=1 (an,i, bn,i). Sean N ∈ N y 1 ≤ k ≤ 2N−1 tales que
t0 ∈ (aN,k, bN,k). Recordemos que para cada t ∈ (aN,k, bN,k)

g(t) = y + f(t) = y + hN (t)xN .

De la continuidad de hN : [0, 1] −→ R se deduce inmediatamente la de
g �(aN,k,bN,k). En particular, g y ‖g‖ son continuas en t0.

• t0 ∈ H pero t0 6= an,k, bn,k para todo n y cada 1 ≤ k ≤ 2n−1. Como
f(t) = 0 para todo t ∈ H = [0, 1] \ G, tenemos ‖g(t0)‖ = ‖y‖ = 1. Por
hipótesis τ ∈ Ws(X, ‖.‖), luego

lim
n

inf
a∈[0,1]

‖axn + y‖ = 1.

Fijado ε > 0 existe N ∈ N tal que para todo n > N y todo t ∈ [0, 1]

‖hn(t)xn + y‖ ≥ 1− ε (5.3)

(recordemos que 0 ≤ hn ≤ 1 para todo n). Como t0 6∈ G y es distinto de
todos los extremos de los subintervalos (an,i, bn,i), podemos tomar δ > 0
suficientemente pequeño de modo que si |t− t0| < δ, entonces

t 6∈ ∪N
n=1 ∪2n−1

i=1 [an,i, bn,i].

Afirmamos que cualquier t ∈ [0, 1] que cumpla |t− t0| < δ verifica

1 = ‖g(t0)‖ ≥ ‖g(t)‖ ≥ 1− ε.

En efecto, si t ∈ H tenemos ‖g(t)‖ = ‖y‖ = 1. En otro caso existen n ∈ N
y 1 ≤ k ≤ n tales que t ∈ (an,k, bn,k). La elección de δ implica que n > N
y de la desigualdad (5.3) se desprende

1 ≥ ‖hn(t)(yn − y) + y‖ ≥ 1− ε.

Pero t ∈ (an,k, bn,k) y, por tanto, hn(t)(yn− y) + y = g(t). Esto prueba la
continuidad de ‖g‖ en t0.
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• t0 = an,k para ciertos n ∈ N y 1 ≤ k ≤ 2n−1. Para cada t ∈ [an,k, bn,k)
tenemos que g(t) = hn(t)xn+y, luego g y ‖g‖ son continuas en [an,k, bn,k).
En particular, ‖g‖ es continua en t0 por la derecha. Para ver la continuidad
por el otro lado fijamos ε > 0. Podemos encontrar un N ∈ N tal que
‖hm(t)xm + y‖ ≥ 1 − ε para todo m > N y cada t ∈ [0, 1]. Supongamos
que N ≥ n. Tomamos δ > 0 de manera que si |t− t0| < δ, entonces

t 6∈
(
∪N

h=1 ∪2i−1

i=1 [ah,i, bh,i]
)
\ [an,k, bn,k]

(todos los intervalos [ah,i, bh,i] son disjuntos dos a dos). Afirmamos que si
t ∈ [0, 1] cumple 0 ≤ t0 − t < δ, entonces

1 = ‖g(t0)‖ ≥ ‖g(t)‖ ≥ 1− ε.

Si t ∈ H, tenemos ‖g(t)‖ = 1. Si t 6∈ H, entonces existen h ∈ N y
1 ≤ i ≤ 2h−1 tales que t ∈ (ah,i, bh,i). La elección de δ y t < t0 = an,k

conducen a que h > N . Por tanto

1 ≥ ‖g(t)‖ = ‖hh(t)xh + y‖ ≥ 1− ε.

Esto prueba que ‖g‖ es continua en t0.

• Si t0 = bn,k para ciertos n, k se razona de manera análoga.

Queda demostrada la continuidad de ‖g‖.

Corolario 5.2.6 (Wang, Yang). Un espacio de Banach (X, ‖.‖) tiene la pro-
piedad [H] si y sólo si toda función débilmente continua f : [a, b] −→ X con
norma ‖f‖ continua es integrable Riemann (Darboux).



Caṕıtulo 6

Integrabilidad y propiedad
de Bourgain

En esta sección demostraremos (6.0.1) que toda función integrable Riemann
f : [a, b] −→ X tiene la propiedad de Bourgain (definiciones A.5.1 y A.5.2)
cuando el espacio X es real. Este resultado no aparece en ninguna de las fuentes
consultadas para la elaboración de esta memoria y nos permite

• dar (en 6.0.2) una nueva prueba (de hecho una mejora) de la implicación

f integrable Riemann ⇒ f integrable Pettis

que ya vimos con anterioridad (4.0.4);

• deducir que si f : [a, b] −→ X es integrable Riemann, entonces

Zf = {x∗f : x∗ ∈ BX∗}

es ‖.‖p-compacto como subconjunto de Lp[a, b] para cada 1 ≤ p < ∞
(véase 6.0.4).

Para p = 1 el último resultado es un simple corolario de [55, Proposición
4-1-5, Teorema 4-1-6], donde en particular se demuestra que para toda función
f : [a, b] −→ X integrable Dunford

Zf uniformemente absolutamente continuo ⇒ Zf compacto en ‖.‖1.

La demostración hace uso del profundo teorema de la subsucesión de Fremlin [55,
Teorema 8.1] y hemos preferido presentar 6.0.4 como aplicación de las técnicas
de J. Bourgain (teorema A.5.3), más accesibles.

Proposición 6.0.1. Sea X un espacio de Banach real. Si f : [a, b] −→ X es
una función integrable Riemann, entonces Zf tiene la propiedad de Bourgain.

57



58 CAPÍTULO 6. INTEGRABILIDAD Y PROPIEDAD DE BOURGAIN

Demostración. Fijamos α > 0 y un conjunto A ⊂ [a, b] medible con m(A) > 0.
Sea η = αm(A)

2 y tomemos (gracias a la integrabilidad Riemann de f) un N ∈ N
suficientemente grande de modo que ‖f(P)− f(P ′)‖ < η para cualquier par de
particiones de Riemann P,P ′ de norma menor o igual que δ = b−a

N . Definiendo
ti = a + iδ (0 ≤ i ≤ N), tenemos para cada x∗ ∈ BX∗ y ai, bi ∈ [ti−1, ti]∣∣∣∣∣

N∑
i=1

(x∗f(ai)− x∗f(bi))(ti − ti−1)

∣∣∣∣∣ = δ

∣∣∣∣∣
N∑

i=1

(x∗f(ai)− x∗f(bi))

∣∣∣∣∣ < η. (6.1)

Definimos Bi = A ∩ [ti−1, ti] ⊂ A para cada 1 ≤ i ≤ N . Sea S el conjunto de
los Bi’s con medida positiva. Fijamos x∗ ∈ BX∗ . Sea

J = {i ∈ {1, . . . , N} : sup(x∗f)([ti−1, ti])− inf(x∗f)([ti−1, ti]) > α} .

Para cada j ∈ J fijamos aj , bj ∈ [tj−1, tj ] tales que x∗f(aj) − x∗f(bj) > α.
Tomando ai = bi ∈ [ti−1, ti] para cada i 6∈ J podemos concluir (a partir de
(6.1))

η > δ
∑
j∈J

(x∗f(aj)− x∗f(bj)) > δα|J |,

de donde δ|J | < m(A)
2 .

Afirmamos que existe i 6∈ J tal que m(Bi) > 0. En efecto, como los conjuntos
finitos tienen medida nula resulta que

m(A) = m
(
∪N

i=1(A ∩ (ti−1, ti))
)

=
∑
i∈J

m(Bi) +
∑
i 6∈J

m(Bi)

≤ |J |δ +
∑
i 6∈J

m(Bi)

<
m(A)

2
+
∑
i 6∈J

m(Bi).

De esta desigualdad se tiene inmediatamente la afirmación.
Pero como i 6∈ J y Bi ⊂ [ti−1, ti], tenemos sup(x∗f)(Bi)− inf(x∗f)(Bi) ≤ α.

Esto demuestra que Zf tiene la propiedad de Bourgain.

El espacio de Banach X tiene de manera natural estructura de espacio de
Banach real, que denotaremos por X̃. Si una función f : [a, b] −→ X es inte-
grable Riemann es evidente que f : [a, b] −→ X̃ es integrable Riemann y, por el
teorema precedente,

ZR
f = {x∗f : x∗ ∈ BX̃∗}

tiene la propiedad de Bourgain. Como f es acotada, Zf es uniformemente
absolutamente continuo y el corolario A.5.6 nos dice que f : [a, b] −→ X̃ es
integrable Pettis. De A.4.9 se deduce:
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Corolario 6.0.2. Toda función f : [a, b] −→ X integrable Riemann es integrable
Pettis.

Nota 6.0.3. En realidad hemos probado una mejora de esta implicación (en el
caso X real), pues toda función f : [a, b] −→ X integrable Dunford tal que

• Zf es un subconjunto uniformemente absolutamente continuo de L1[a, b]

• tiene la propiedad de Bourgain

es integrable Pettis (véase A.5.6).

Aplicando A.5.7 a la función f : [a, b] −→ X̃ obtenemos la compacidad de
ZR

f en (Lp[a, b], ‖.‖p) para cada 1 ≤ p < ∞.

Corolario 6.0.4. Si f : [a, b] −→ X es integrable Riemann entonces Zf es
‖.‖p-compacto para 1 ≤ p < ∞.

Demostración. Sea (x∗n)n∈N una sucesión contenida en BX∗ . El lema A.7.4 nos
dice que un = <(x∗n) tiene norma ≤ 1 y verifica x∗n(x) = un(x) − iun(ix) para
cada x ∈ X y n ∈ N. Si definimos g = if : [a, b] −→ X tenemos

x∗nf = un(f)− iun(g)

para n = 1, 2, . . . . La función g también es integrable Riemann (1.0.9) y el
comentario previo muestra que ZR

f y ZR
g son ‖.‖p-compactos. Podemos extraer

una subsucesión n1 < n2 < . . . tal que

lim
k
‖unk

f − F‖p = 0 y lim
k
‖unk

g −G‖p = 0

para ciertas F,G ∈ Lp[a, b]. Por tanto

lim
k
‖x∗nk

f − (F − iG)‖p = 0.

Esto prueba que Zf es un subconjunto compacto de (Lp[a, b], ‖.‖p).
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Caṕıtulo 7

Ĺımites de sumas de
Riemann

Recordemos (1.0.3) que Π[a, b] es un conjunto dirigido con las siguientes dos
relaciones:

• P �1 P ′ si y sólo si |P ′| ≤ |P|.

• P �2 P ′ si y sólo si e(P) ⊂ e(P ′).

Sea f : [a, b] −→ X una función. Tenemos un par de redes asociadas a f

S1
f : (Π[a, b],�1) −→ X y S2

f : (Π[a, b],�2) −→ X

definidas mediante S1
f (P) = S2

f (P) = f(P). La función f es integrable Riemann
con integral z ∈ X si y sólo si una de las redes anteriores converge a z (en tal
caso ambas lo hacen).

En esta sección hacemos un breve repaso sobre lo que se conoce acerca de
los puntos de aglomeración de las anteriores redes en el caso de que f sea
una función acotada cualquiera. Hemos optado por omitir las demostraciones,
que el lector interesado podrá encontrar en las numerosas citas bibliográficas
proporcionadas o en el reciente survey que aparece en el apéndice de [34] y que
contiene pruebas de los resultados más generales que vamos a mencionar aqúı.

Sea f : [a, b] −→ X una función acotada. Un razonamiento similar al que
nos llevó a probar la equivalencia de las dos definiciones de integral de Riemann
(1.0.2) muestra que el conjunto de puntos de aglomeración de la red S1

f coincide
con el de la red S2

f . De aqúı en adelante denotaremos mediante I(f) a dicho
conjunto. Es fácil ver que x ∈ X pertenece a I(f) si y sólo si existe una sucesión
(Pn)n∈N en Π[a, b] tal que limn |Pn| = 0 y limn f(Pn) = x.

Es bien conocido que para X = R el conjunto I(f) es el intervalo cerrado de
extremos la integral inferior y superior de f . En particular es no vaćıo y convexo.
La extensión de estas dos propiedades al caso general ha sido el principal objeto
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de estudio en la literatura sobre el tema y, como veremos más adelante, quedan
pendientes numerosas cuestiones.

En lo que sigue f : [0, 1] −→ X será una función acotada.

Convexidad de I(f)

Cuando X es de dimensión finita el conjunto I(f) es convexo. Las primeras
demostraciones de este hecho se deben a Hartman [25] (1947), Jeffery [32] (1950)
y Ellis [16] (1959). La prueba de Hartman es consecuencia del siguiente lema
geométrico de Steinitz:

Lema 7.0.1. Sean n ≥ 1 y w1, . . . , wr ∈ Rn. Definimos

P =

{
r∑

i=1

aiwi : 0 ≤ ai ≤ 1

}
y

V =

{
r∑

i=1

aiwi : ai ∈ {0, 1}

}
.

Entonces, para cada x ∈ P

d(x, V ) ≤ n max{‖wi‖ : i = 1, . . . , r}.

Una variante de este lema permitió a Halperin y Miller [24] extender el
resultado a espacios de Hilbert.

El primer resultado negativo se debe a Nakamura y Amemiya, que en [45]
construyen una función acotada f : [0, 1] −→ l1(R) tal que I(f) consta exac-
tamente de dos puntos. En el citado art́ıculo se generalizan los resultados pre-
cedentes probando que I(f) es convexo siempre que X sea uniformemente con-
vexo. Paralelamente, Hartman demuestra ([26], 1968) un resultado equivalente
(en virtud de un teorema posterior de Enflo [17, Teorema 9.18]) en el caso de
que la norma de X sea uniformemente diferenciable Frechet , es decir, cuando
existe

lim
t→0

‖x + th‖ − ‖x‖
t

uniformemente en x, h ∈ SX .
Ya en 1984, M.I. Kadets y V.M. Kadets prueban la convexidad de I(f)

cuando X es B-convexo [33], mejorando los resultados previos de Hartman y
Amemiya-Nakamura. [Un espacio de Banach X es B-convexo si existen n ≥ 2
y 0 < ε < 1 de tal modo que para cada x1, . . . , xn ∈ SX podemos encontrar
a1, . . . , an ∈ K de módulo ≤ 1 tales que ‖

∑n
i=1 aixi‖ ≤ n(1− ε)].

Hasta la fecha la clase más general (engloba a todas las anteriormente men-
cionadas) de espacios para los que I(f) es convexo es la de los reflexivos y
débilmente B-convexos [35]. [Un espacio de Banach es débilmente B-convexo si
existen n ∈ N y ε > 0 tales que, para cada colección finita {Ai}n

i=1 de sucesiones
débilmente convergentes a cero contenidas en BX , existen x1 ∈ A1, . . . , xn ∈ An

de manera que ‖
∑n

i=1 xi‖ ≤ n(1− ε)].
Si X es separable
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• tampoco es posible asegurar la convexidad de I(f) (en [33] y [34] se adapta
el ejemplo de Amemiya y Nakamura para l1);

• sólo podemos garantizar que I(f) es un conjunto estrellado [34, Apéndice,
Teorema 3];

• el caso X = c0 permanece todav́ıa abierto.

El conjunto de ĺımites respecto de la topoloǵıa débil

Sea f : [0, 1] −→ X una función acotada. Se define WI(f) como el con-
junto de puntos de X que son ĺımite débil de una sucesión {f(Pn)}n∈N, donde
P1,P2, · · · ∈ Π[a, b] y limn |Pn| = 0. El primer estudio detallado sobre la re-
lación entre la estructura de un espacio de Banach X y las propiedades de los
conjuntos de ĺımites WI(f) aparece en [35], donde V.M. Kadets prueba:

Teorema 7.0.2. Un espacio de Banach X es reflexivo si y sólo si toda función
f : [0, 1] −→ X acotada tal que |WI(f)| = 1 es débilmente integrable Riemann
(i.e. la red S1

f es débilmente convergente).

Teorema 7.0.3. Un espacio de Banach X no contiene una copia isomorfa de
l1 si y sólo si WI(f) es convexo para toda f : [0, 1] −→ X acotada.

Es natural preguntarse: ¿para qué espacios de Banach I(f) = WI(f) para
toda f : [0, 1] −→ X acotada? [En tal caso diremos que X tiene la propiedad
de coincidencia]. Evidentemente, todo espacio de Schur tiene esta propiedad,
al igual que los reflexivos débilmente B-convexos [35] (1988). Este resultado
extiende uno anterior de Hartman [26] (1968), que probó lo mismo para cualquier
espacio de Banach con norma uniformemente diferenciable Frechet. Un ejemplo
de espacio de Banach sin la propiedad de coincidencia es l1 ⊕ l2 [35].

Existencia de ĺımites

Hasta ahora sólo nos hemos preocupado de cuándo I(f) es convexo o coincide
con WI(f). En este apartado comentaremos las diversas soluciones parciales
obtenidas hasta la fecha como respuesta a la pregunta: ¿cuándo I(f) 6= ∅?

Si f : [0, 1] −→ X tiene rango relativamente compacto es evidente que I(f) 6=
∅. En particular esto se verifica para toda función acotada f : [0, 1] −→ X con
X de dimensión finita. Hartman demostró además en [25] y [26]:
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Proposición 7.0.4. Sea f : [0, 1] −→ X una función acotada.

i) Si X tiene norma uniformemente diferenciable Frechet, para cada ε >
0 existe un δ > 0 tal que si P0 ∈ dΠ[0, 1] tiene norma menor que δ
y z ∈ I(f), entonces existe una partición P ∈ Π[0, 1] con los mismos
subintervalos que P0 de manera que ‖f(P)− z‖ < ε.

ii) Si X es de dimensión finita, para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para
toda P ∈ Π[0, 1] de norma menor que δ existe un z ∈ I(f) verificando
‖f(P)− z‖ < ε.

Ellis demostró en [16] que el rećıproco de (ii) es cierto. En dicho art́ıculo se
muestra que I(f) 6= ∅ siempre que X sea separable. Más adelante Amemiya y
Nakamura [45] y Hartman [26] demuestran de manera independiente el mismo
resultado cuando X es uniformemente convexo (Hartman maneja, como siem-
pre, normas uniformemente diferenciables Frechet). Para un espacio reflexivo el
teorema de Eberlein-Smulian (A.6.7) implica que WI(f) 6= ∅ para toda función
acotada f : [0, 1] −→ X. Por tanto, todos los espacios reflexivos con la pro-
piedad de coincidencia (en particular los reflexivos débilmente B-convexos [35])
satisfacen I(f) 6= ∅ .

En resumen: I(f) 6= ∅ siempre que X sea separable o reflexivo débilmente
B-convexo.

Sumas de Riemann-Lebesgue

Recientemente, V.M. Kadets y L.M. Tseytlin [37] han introducido un nuevo
concepto más elástico que generaliza el de suma de Riemann y que comentamos
brevemente para finalizar la sección.

Definición 7.0.5. Una partición de Riemann-Lebesgue de [0, 1] (abreviada-
mente una RL-partición) es una colección contable P = {(∆n, tn)}n donde

• {∆n}n es una partición de [0, 1] formada por conjuntos medibles Lebesgue.

• tn ∈ ∆n para cada n.

Dadas dos RL-particiones P = {(∆n, tn)}n y P ′ = {(∆′
n, t′n)}n, diremos que

P ′ es más fina que P (y se denota P � P ′) si existe una partición I1, I2, . . . del
conjunto de ı́ndices de P ′ tal que ∆n = ∪i∈In

∆′
i para cada n.

Si P = {(∆n, tn)}n es una RL-partición de [0, 1] y tomamos una función
f : [0, 1] −→ X, se llama suma de Riemann-Lebesgue de f asociada a P a la
serie formal f(P) =

∑
n m(∆n)f(tn).

Definición 7.0.6. Sea f : [0, 1] −→ X una función acotada. Un x ∈ X se
dice punto ĺımite de sumas Riemann-Lebesgue de f si para cada ε > 0 y cada
P RL-partición existe una RL-partición P ′ más fina que P tal que f(P ′) es
absolutamente convergente y ‖f(P ′) − x‖ < ε. Denotaremos el conjunto de
puntos ĺımites mediante IRL(f). Un x ∈ X es un punto ĺımite débil de sumas
Riemann-Lebesgue de f si para cada entorno U de x en la topoloǵıa débil de
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X y cada RL-partición P existe una RL-partición P ′ más fina que P tal que
f(P ′) es absolutamente convergente y f(P ′) ∈ U . El conjunto de tales puntos
se denotará mediante WIRL(f).

A continuación repasamos algunas de las propiedades de los conjuntos IRL(f).

i) IRL(f) es convexo para cualquier función f : [0, 1] −→ X [37].

ii) IRL(f) = WIRL(f) para cada función f : [0, 1] −→ X [37].

iii) Si X es WCG y f : [0, 1] −→ X tiene un mayorante integrable (i.e. existe
g ∈ L1[0, 1] tal que ‖f‖ ≤ g), entonces IRL(f) 6= ∅ [38].

iv) Para cualquier S ⊂ X cerrado y convexo de cardinalidad menor o igual
que la del continuo existe una función f : [0, 1] −→ X tal que IRL(f) = S
[37].
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Parte II

Integral de McShane
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Caṕıtulo 8

Introducción a la integral
de McShane

8.1 Propiedades elementales

Un calibre del intervalo [a, b] es una función δ : [a, b] −→ R+. Llamaremos
partición de McShane del intervalo [a, b] a una colección

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}

donde

• {[ai, bi]}i=1,...,n es un conjunto de subintervalos (los subintervalos de P)
que no se solapan y cuya unión es todo [a, b].

• si ∈ [a, b] para cada 1 ≤ i ≤ n. Se llamarán puntos asociados de la
partición. Cada si no está necesariamente en el subintervalo asociado
[ai, bi].

La partición de McShane P se dice subordinada a un calibre δ cuando

[ai, bi] ⊂ [si − δ(si), si + δ(si)]

para todo i = 1, . . . , n. En tal caso escribiremos abreviadamente P sub δ.
Si además f : [a, b] −→ X es una función, la suma de McShane de f asociada

a P se define como

f(P) =
n∑

i=1

(bi − ai)f(si).

Denotaremos el conjunto de particiones de McShane de [a, b] como mΠ[a, b], y
el subconjunto de las que están subordinadas a un calibre δ mediante mΠδ[a, b].

La existencia de suficientes particiones de McShane está garantizada por el
siguiente lema.

69
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Lema 8.1.1. Dado un calibre δ : [a, b] −→ R+ siempre existe una partición de
McShane de [a, b] subordinada a δ.

Demostración. Consideramos el recubrimiento abierto {(s−δ(s), s+δ(s))}s∈[a,b]

del compacto [a, b]. Podemos extraer un subcubrimiento finito

{(si − δ(si), si + δ(si))}1≤i≤n.

Sea T = {a = t0 < t1 < · · · < tN = b} el conjunto formado por a, b y los puntos
si − δ(si) ó si + δ(si) contenidos en [a, b].

Afirmamos que para cada j = 1, . . . , N existe un cierto ı́ndice ij ∈ {1, . . . , n}
tal que [tj−1, tj ] ⊂ [sij

− δ(sij
), sij

+ δ(sij
)]. En efecto: fijado 1 ≤ j ≤ N existe

un 1 ≤ ij ≤ n de manera que tj−1 ∈ (sij
− δ(sij

), sij
+ δ(sij

)) y, por tanto,
tj ≤ sij + δ(sij ), de donde [tj−1, tj ] ⊂ [sij − δ(sij ), sij + δ(sij )].
Es claro que

P = {([tj−1, tj ], sij
) : j = 1, . . . , N}

es una partición de McShane de [a, b] subordinada al calibre δ.

Definición 8.1.2. Una función f : [a, b] −→ X se dice integrable McShane en
[a, b] si existe z ∈ X tal que para cada ε > 0 existe un calibre δ de modo que,
para toda P ∈ mΠ[a, b] sub δ,

‖f(P)− z‖ < ε.

Como ocurre en el caso de la integral de Riemann, podemos interpretar la
integrabilidad McShane de una función en términos de redes. Para ello definimos
el conjunto

D = {(P, δ) : δ es un calibre y P ∈ mΠδ[a, b]} ,

preordenado por la relación (reflexiva y transitiva)

(P, δ) � (P ′, δ′) sii δ′ ≤ δ.

(D,�) es un conjunto dirigido. En efecto: dados (P, δ), (P ′, δ′) ∈ D, pode-
mos tomar el calibre δ′′ = min{δ, δ′} y una partición de McShane P ′′ sub δ′′

(por el lema 8.1.1). Evidentemente (P, δ) � (P ′′, δ′′) ∈ D y (P ′, δ′) � (P ′′, δ′′).
Dada una función f : [a, b] −→ X podemos asociarle una red MSf : D −→ X

del siguiente modo
MSf ((P, δ)) = f(P).

Si (P, δ) � (P ′, δ′) ∈ D entonces P ′ ∈ mΠδ[a, b] y, por tanto, son equivalentes:

i) f es integrable McShane en [a, b].

ii) La red MSf es convergente.

En tal caso el vector z ∈ X que aparece en la definición de la integral coincide
con el ĺımite de la red MSf (y, por tanto, es único). Se llama integral de
McShane de f en [a, b] y se denota mediante

∫ b

a
f o (MS)

∫ b

a
f .
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En un espacio métrico completo una red es convergente si y sólo si cumple
la condición de Cauchy. Aplicando esto a la red anterior tenemos el siguiente
criterio de Cauchy [22, Teorema 3].

Proposición 8.1.3. Sea f : [a, b] −→ X una función. Son equivalentes:

i) f es integrable McShane en [a, b].

ii) Para cada ε > 0 existe un calibre δ : [a, b] −→ R+ de manera que si
P,P ′ ∈ mΠδ[a, b], entonces

‖f(P)− f(P ′)‖ < ε.

En los siguientes tres resultados damos una demostración detallada de [22,
Teorema 4]

Proposición 8.1.4. Si f : [a, b] −→ X es integrable McShane en [a, b] y J ⊂
[a, b] es un subintervalo cerrado, entonces f �J es integrable McShane en J . La
integral se denotará mediante

∫
J

f o (MS)
∫

J
f .

Demostración. Vamos a aplicar el anterior criterio de Cauchy. Sea ε > 0 fijo y
tomemos un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal que

‖f(P)− f(P ′)‖ < ε

para todo par P,P ′ ∈ mΠδ[a, b]. Consideramos el calibre δJ = δ �J y tomamos
cualquier par P1,P2 ∈ mΠδJ

(J). Es claro que [a, b] \ J es unión de uno (si un
extremo de J es a ó b) o dos subintervalos disjuntos cerrados I,H de tal modo
que I, J,H no se solapan y su unión es todo [a, b]. En I y H podemos encontrar
(en virtud de 8.1.1) particiones de McShane PI y PH subordinadas a δ �I y
δ �H respectivamente. Ahora podemos construir dos particiones de McShane de
[a, b] subordinadas a δ:

• P formada por los subintervalos de PI , PH y P1, con sus correspondientes
puntos asociados;

• P ′ formada por los subintervalos de PI ,PH y P2, con los correspondientes
puntos asociados.

Es evidente que f(P)− f(P ′) = f(P1)− f(P2), luego

‖f(P1)− f(P2)‖ = ‖f(P)− f(P ′)‖ < ε.

Esto completa la prueba.

Proposición 8.1.5. Sea f : [a, b] −→ X integrable McShane en [a, b]. Si
a < c < b, entonces ∫ b

a

f =
∫ c

a

f +
∫ b

c

f
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Demostración. Fijado ε > 0, tomamos un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal que si
P ∈ mΠδ[a, b] entonces ∥∥∥∥∥f(P)−

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ < ε.

La integrabilidad de f �[a,c] y f �[c,b] nos permite encontrar un par de particiones
de McShane P1 y P2 de [a, c] y [c, b], subordinadas a δ, tales que∥∥∥∥∥f(P1)−

∫ c

a

f

∥∥∥∥∥ < ε y

∥∥∥∥∥f(P2)−
∫ b

c

f

∥∥∥∥∥ < ε.

La partición de McShane P de [a, b] formada tomando los subintervalos de P1

y P2 con sus correspondientes puntos asociados verifica que

• está subordinada a δ y

• f(P1) + f(P2) = f(P).

Por tanto,∥∥∥∥∥
∫ b

a

f −
∫ c

a

f −
∫ b

c

f

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
∫ b

a

f − f(P)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∫ c

a

f − f(P1)
∥∥∥∥

+

∥∥∥∥∥
∫ b

c

f − f(P2)

∥∥∥∥∥ < 3ε

por la elección del calibre δ. La validez de esta desigualdad para cualquier ε > 0
nos da la identidad buscada.

Proposición 8.1.6. El conjunto MS([a, b], X) de las funciones f : [a, b] −→ X
integrables McShane es un espacio vectorial y la integral es una forma lineal
sobre él.

Demostración. Sean f, g ∈ MS([a, b], X) y r, s ∈ K. Las redes asociadas cum-
plen MSrf+sg = rMSf + sMSg. Por ser X un espacio vectorial topológico
tenemos garantizada la existencia de

lim MSrf+sg = r limMSf + s lim MSg = r

∫ b

a

f + s

∫ b

a

g

que es lo que se queŕıa demostrar.

Nota 8.1.7.
Si P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} es una partición de McShane tal que
si ∈ [ai, bi] para cada i = 1, . . . , n, diremos que es una partición de Henstock.
Podemos definir la integrabilidad Henstock como en 8.1.2 considerando sola-
mente particiones de Henstock. La integral aśı obtenida es una extensión propia
de la de McShane. Es conocido que una función f : [a, b] −→ R es integrable
McShane (Lebesgue, véase 9.4.2) si y sólo si f y |f | son integrables Henstock
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[42]. Para más información acerca de la integral de Henstock de funciones es-
calares, el lector interesado puede consultar [31] y las distintas referencias que
en dicho art́ıculo se proporcionan.

En el caso general de un espacio de Banach X, D.H. Fremlin ha demostrado
(en [18, Teorema 8, Corolario 9]) que para una función f : [a, b] −→ X son
equivalentes:

i) f es integrable McShane.

ii) f es integrable Henstock y Pettis.

iii) La función χEf es integrable Henstock para cada E ⊂ [a, b] medible.

La prueba descansa en ciertas aplicaciones del profundo teorema de la subsuce-
sión de Fremlin [55, Caṕıtulo 8] y hemos optado por omitirla.

8.2 El lema de Henstock

El siguiente resultado constituye una herramienta fundamental en el resto
de la memoria y es una adaptación de un resultado original de R. Henstock [28],
que lo empleó para probar un teorema de la convergencia monótona adaptado a
la integral que hoy lleva su nombre (véase 8.1.7). Antes necesitamos introducir
un nuevo concepto.

Definición 8.2.1. Dado un calibre δ : [a, b] −→ R+, una partición parcial de
McShane subordinada a δ es una colección finita

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}

donde

• si ∈ [a, b] para i = 1, . . . , n;

• {[ai, bi]}1≤i≤n son subintervalos de [a, b] que no se solapan;

• [ai, bi] ⊂ [si − δ(si), si + δ(si)] para cada i = 1, . . . , n.

Si f : [a, b] −→ X es una función cualquiera, la suma de McShane de f respecto
de P es f(P) =

∑n
i=1(bi − ai)f(si).

Proposición 8.2.2 (Lema de Henstock). Sea f : [a, b] −→ X una función
integrable McShane. Dado ε > 0, sea δ : [a, b] −→ R+ un calibre tal que
‖f(P)−

∫ b

a
f‖ < ε para cada P ∈ mΠδ[a, b]. Si P = {([ci, di], si) : i = 1, . . . , n}

es una partición parcial de McShane subordinada a δ, entonces∥∥∥∥∥
n∑

i=1

∫ di

ci

f − (di − ci)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ ε.

Si además X = K,
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
∫ di

ci

f − (di − ci)f(si)

∣∣∣∣∣ ≤ πε.
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Demostración. Fijamos J1, . . . , Jp subintervalos cerrados de [a, b] que no se so-
lapan entre śı, que no se solapan con los de P y tales que

(∪p
i=1Ji) ∪ (∪n

i=1[ci, di]) = [a, b].

La integrabilidad de f en subintervalos (proposición 8.1.4) nos permite encontrar
para cada i = 1, . . . , p una sucesión {Pi,k}k∈N ∈ mΠδ(Ji) tal que

lim
k

f(Pi,k) =
∫

Ji

f.

Para cada k ∈ N consideramos la partición de McShane Pk ∈ mΠ[a, b] formada
por los subintervalos de P más los de Pi,k (1 ≤ i ≤ p), con sus correspondientes
puntos asociados. Evidentemente, Pk sub δ y aśı (usando 8.1.5)∥∥∥∥∥f(Pk)−

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(di − ci)f(si) +
p∑

j=1

f(Pj,k)−
n∑

i=1

∫ di

ci

f −
p∑

j=1

∫
Jj

f

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(
(di − ci)f(si)−

∫ di

ci

f

)
+

p∑
j=1

(
f(Pj,k)−

∫
Jj

f

)∥∥∥∥∥∥ < ε.

Tomando ĺımites cuando k →∞ obtenemos la primera desigualdad del enuncia-
do. Para ver la otra empleamos la proposición A.7.1, que garantiza la existencia
de S ⊂ {1, . . . , n} tal que

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ di

ci

f − (di − ci)f(si)

∣∣∣∣∣ ≤ π

∣∣∣∣∣∑
i∈S

(∫ di

ci

f − (di − ci)f(si)

)∣∣∣∣∣ .
La demostración termina aplicando a la partición parcial {([ci, di], si) : i ∈ S}
la primera conclusión del enunciado.

Corolario 8.2.3. Sean f : [a, b] −→ X una función integrable McShane, ε > 0
y δ : [a, b] −→ R+ un calibre de manera que ‖f(P) −

∫ b

a
f‖ < ε para cada

P ∈ mΠδ[a, b]. Si P = {([ci, di], si)}1≤i≤n y P ′ = {([ci, di], s′i)}1≤i≤n son
particiones parciales de McShane subordinadas a δ entonces∥∥∥∥∥

n∑
i=1

(di − ci)(f(si)− f(s′i))

∥∥∥∥∥ ≤ 2ε.

Si además X = K:
n∑

i=1

(di − ci) |f(si)− f(s′i)| ≤ 2πε.

Como una primera aplicación ofrecemos una prueba de la continuidad de la
función integral indefinida. Adaptamos al caso vectorial la demostración de [40,
Proposición 6].
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Definición 8.2.4. Dada una función f : [a, b] −→ X integrable McShane, defi-
nimos (en virtud de 8.1.4) su integral indefinida como la función F : [a, b] −→ X
dada por F (a) = 0 y, para t ∈ (a, b],

F (t) = (MS)
∫ t

a

f.

Lema 8.2.5. Dada una función f : [a, b] −→ X integrable McShane, su integral
indefinida F es una función continua.

Demostración. Fijado x ∈ [a, b), vamos a ver que F es continua en x por la
derecha. Para ello, dado ε > 0, tomamos un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal que∥∥∥∥∥f(P)−

∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ <
ε

1 + ‖f(x)‖

para cada P ∈ mΠδ[a, b]. Sea d = min
{

δ(x), ε
1+‖f(x)‖

}
.

Afirmamos que si t ∈ (x, x+d)∩ [a, b], entonces ‖F (x)−F (t)‖ < ε. En efec-
to: la partición parcial de McShane {([x, t], x)} está subordinada δ y podemos
aplicar 8.2.2 para obtener∥∥∥∥(t− x)f(x)−

∫ t

x

f

∥∥∥∥ ≤ ε

1 + ‖f(x)‖
.

Utilizando la aditividad respecto del intervalo de integración (8.1.5)

‖F (t)− F (x)‖ =
∥∥∥∥∫ t

x

f

∥∥∥∥
≤ ε

1 + ‖f(x)‖
+ ‖f(x)‖(t− x)

< ε

por la elección de t y d.
De modo análogo podemos ver que F es continua por la izquierda en cual-

quier punto de (a, b] y concluir la prueba de la continuidad de F .

La validez de la versión fuerte del lema de Henstock (la segunda desigual-
dad, con la suma fuera de la norma) caracteriza a los espacios de Banach de
dimensión finita. El primero en observar este comportamiento fue S.S. Cao [5].
Nosotros daremos una prueba que muestra la estrecha relación existente entre
la integrabilidad Bochner y la validez de dicha forma fuerte. En concreto de-
mostraremos (véase 10.3.10) que para un espacio de Banach X son equivalentes:

i) X es de dimensión finita.

ii) Dada f : [a, b] −→ X integrable McShane y fijado ε > 0, existe un calibre
δ de manera que para cada partición parcial de McShane {([ci, di], si) :
i = 1, . . . , n} subordinada a δ

n∑
i=1

∥∥∥∥∥(di − ci)f(si)−
∫ di

ci

f

∥∥∥∥∥ < ε.

iii) Una función f : [a, b] −→ X es integrable McShane si y sólo si es integrable
Bochner.
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8.3 Integrabilidad de funciones simples

El siguiente resultado es una mejora de [22, Teorema 14] y nos proporciona
los primeros ejemplos de funciones integrables en el sentido de McShane.

Proposición 8.3.1. Si f : [a, b] −→ X es una función medible simple, entonces:

i) f es integrable McShane.

ii) Si f =
∑p

i=1 χEi
· xi (con Ai ⊂ [a, b] medible Lebesgue y xi ∈ X para

i = 1, . . . , p) entonces∫ b

a

f =
p∑

i=1

m(Ei)xi = (B)
∫ b

a

f.

iii) Para cada ε > 0 existe un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal que

n∑
i=1

∥∥∥∥∥
∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ ε

para cualquier partición parcial de McShane {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}
subordinada a δ.

Demostración. Vamos a demostrar las tres afirmaciones simultáneamente. La
desigualdad triangular y 8.1.6 reducen la prueba al caso f = χE ·x, con E ⊂ [a, b]
medible y x ∈ X.

Fijamos ε > 0. La regularidad de la medida de Lebesgue ([7, Caṕıtulo I]) nos
permite encontrar H ⊂ E ⊂ G, G abierto, H compacto (en particular cerrado)
tales que m(G) < m(E) + ε y m(H) > m(E)− ε. Construimos a partir de estos
conjuntos el siguiente calibre δ : [a, b] −→ R+

1. Si t ∈ H ⊂ G definimos δ(t) de modo que [t− δ(t), t + δ(t)] ⊂ G.

2. Si t ∈ G \H (que es abierto), tomamos δ(t) de forma que

[t− δ(t), t + δ(t)] ⊂ G \H.

3. En otro caso (t ∈ [a, b] \G ⊂ R \H abierto) definimos δ(t) de manera que
[t− δ(t), t + δ(t)] ∩H = ∅.

Evidentemente, basta probar iii) para particiones de todo el intervalo [a, b]
(porque el lema 8.1.1 garantiza que toda partición parcial subordinada a δ se
puede completar a una partición de todo [a, b] subordinada a δ). Dada

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} ∈ mΠδ[a, b],

definimos W = ∪si∈E [ai, bi].
Afirmamos que H ⊂ W ⊂ G. En efecto:
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• H ⊂ W . Para verlo tomamos t ∈ H. Existe un i tal que t ∈ [ai, bi]∩H ⊂
[si − δ(si), si + δ(si)] ∩H y la definición de δ no permite otra posibilidad
que si ∈ H ⊂ E. Por tanto t ∈ [ai, bi] ⊂ W .

• W ⊂ G. Dado t ∈ W , tomamos un ı́ndice i tal que si ∈ E y t ∈ [ai, bi].
Como si ∈ G, la elección de δ conduce a que [si − δ(si), si + δ(si)] ⊂ G y
aśı t ∈ [ai, bi] ⊂ [si − δ(si), si + δ(si)] ⊂ G.

Por tanto,

m(W \ E) ≤ m(G \ E) < ε y m(E \W ) ≤ m(E \H) < ε.

Finalmente,∥∥∥∥∥(B)
∫ b

a

f − f(P)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(
(B)

∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

)∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

∥∥∥∥∥(B)
∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥
=

n∑
i=1

‖m(E ∩ [ai, bi])x− (bi − ai)χE(si)x‖

= ‖x‖
n∑

i=1

|m(E ∩ [ai, bi])− (bi − ai)χE(si)|

= ‖x‖

(∑
si∈E

m([ai, bi] \ E) +
∑
si 6∈E

m(E ∩ [ai, bi])

)
= ‖x‖

(
m(W \ E) + m(E \W )

)
< 2‖x‖ε.

Esta cadena de desigualdades completa la demostración.

8.4 Relación con la integral de Riemann

Aunque la relación de la integral de McShane con el resto de integrales
vectoriales será presentada con detalle en el Caṕıtulo 10, el carácter elemental
de la prueba nos permite mostrar ahora que la integral de McShane extiende a
la de Riemann. Para probar este resultado hemos combinado ideas del caso real
([44, I.7]) y de la demostración de la Proposición 8.3.1.

Teorema 8.4.1. Sea f : [a, b] −→ X una función integrable Riemann. Entonces
es integrable McShane y (R)

∫ b

a
f = (MS)

∫ b

a
f .

Demostración. Evidentemente, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
X es real. Definimos I = (R)

∫ b

a
f ∈ X. Sea M una cota superior de ‖f‖ en

[a, b]. Fijamos ε > 0. Sea δ > 0 tal que para cada partición de Riemann
P ∈ Π[a, b] de norma menor que δ

‖f(P)− I‖ < ε.
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Fijamos a = t0 < t1 < · · · < tn = b tales que ti − ti−1 < δ para i = 1, . . . , n.
Tomamos [ai, bi] ⊂ (ti−1, ti) de modo que m((ti−1, ti) \ [ai, bi]) < ε

n . Sea

∆ : [a, b] −→
(

0,
ε

2(n + 1)

)
un calibre que satisfaga las siguientes propiedades:

• Si t ∈ [ai, bi] para un cierto 1 ≤ i ≤ n, entonces [t − ∆(t), t + ∆(t)] ⊂
(ti−1, ti).

• Si t ∈ (ti−1, ti) \ [ai, bi], entonces [t−∆(t), t + ∆(t)] ⊂ (ti−1, ti) \ [ai, bi].

• [t−∆(t), t + ∆(t)] no corta a ∪n
i=1[ai, bi] para t ∈ {t0, . . . , tn}.

Vamos a demostrar que ‖f(P)− I‖ ≤ (2M + 1)ε para cada P ∈ mΠ∆[a, b]. Por
el teorema de Hahn-Banach sólo tenemos que comprobar

|(x∗f)(P)− x∗(I)| ≤ (2M + 1)ε

para todo x∗ ∈ BX∗ y cada P ∈ mΠ∆[a, b].
Fijamos x∗ ∈ BX∗ . Para cada i = 1, . . . , n definimos Mi = supt∈[ti−1,ti] x

∗f(t)
y mi = inft∈[ti−1,ti] x

∗f(t). Sean g, h : [a, b] −→ R definidas mediante

g =
n∑

i=1

miχ(ti−1,ti) y h =
n∑

i=1

Miχ(ti−1,ti). (8.1)

Fijamos una P ∈ mΠ∆[a, b]. Para cada i = 1, . . . , n definimos Pi como la
partición parcial de McShane formada por aquellos subintervalos de P cuyos
puntos asociados están contenidos en (ti−1, ti), junto con los correspondientes
puntos asociados. Sea Pi la unión de dichos subintervalos. Afirmamos en primer
lugar que

|m(Pi)− (ti − ti−1)| <
ε

n
para cada 1 ≤ i ≤ n. (8.2)

En efecto: si 1 ≤ i ≤ n,

• [ai, bi] ⊂ Pi. Fijamos t ∈ [ai, bi]. Sea J un intervalo de P tal que

t ∈ J ∩ [ai, bi] ⊂ [s−∆(s), s + ∆(s)] ∩ [ai, bi],

siendo s el punto asociado a J en P. En particular,

[s−∆(s), s + ∆(s)] ∩ [ai, bi] 6= ∅

y entonces [s −∆(s), s + ∆(s)] está contenido en algún (tj−1, tj) (por la
definición del calibre ∆) y, como contiene a t ∈ [ai, bi] ⊂ (ti−1, ti), resulta
que [s−∆(s), s + ∆(s)] ⊂ (ti−1, ti). En particular s ∈ (ti−1, ti) y J ⊂ Pi,
luego t ∈ Pi.
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• Pi ⊂ (ti−1, ti). Dado J un intervalo de P con punto asociado s ∈ (ti−1, ti),
entonces J ⊂ [s−∆(s), s + ∆(s)] ⊂ (ti−1, ti) por la definición de ∆.

De estas dos observaciones deducimos (recordando la elección de [ai, bi])

− ε

n
< m([ai, bi])−m((ti−1, ti)) ≤ m(Pi)−m((ti−1, ti)) ≤ 0

para todo i. (8.2) queda demostrada.
Sean L =

∑n
i=1 mi(ti − ti−1) y U =

∑n
i=1 Mi(ti − ti−1). Afirmamos que

|g(P)− L| < Mε y |h(P)− U | < Mε. (8.3)

En efecto: basta echar un vistazo a (8.1) para deducir

|g(P)− L| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

g(Pi)−
n∑

i=1

mi(ti − ti−1)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

|g(Pi)−mi(ti − ti−1)|

=
n∑

i=1

|mi(m(Pi)− (ti − ti−1))|

≤ M
n∑

i=1

|m(Pi)− (ti − ti−1)| < Mε,

donde la última desigualdad es consecuencia de (8.2). Análogamente se prueba
|h(P)− U | < Mε.

Definimos una función auxiliar F : [a, b] −→ X mediante F (t) = f(t) si
t 6∈ {t0, . . . , tn}, F (t) = 0 en caso contrario. Veamos que

|(x∗F )(P)− x∗(I)| ≤ (M + 1)ε. (8.4)

En efecto: la elección de δ implica |
∑n

i=1(ti − ti−1)x∗f(ei)− x∗(I)| < ε para
cada ei ∈ [ti−1, ti]. Tomando supremos e ı́nfimos:

x∗(I)− ε ≤
n∑

i=1

(ti − ti−1)mi = L ≤ U =
n∑

i=1

(ti − ti−1)Mi ≤ x∗(I) + ε.

De (8.3) deducimos

x∗(I)− ε ≤ L ≤ Mε + g(P) ≤ Mε + (x∗F )(P),

porque, evidentemente, g ≤ x∗F . Aśı, x∗(I)− (M + 1)ε ≤ (x∗F )(P). Por otro
lado, x∗F ≤ h y entonces

x∗F (P) ≤ h(P) ≤ U + Mε ≤ x∗(I) + (M + 1)ε

por (8.3). Esto prueba (8.4).
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Para acabar escribimos P = {(Ji, si) : i = 1, . . . , p} y comparamos x∗F (P)
con x∗f(P):

|x∗F (P)− x∗f(P)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

si∈{t0,...,tn}

m(Ji)x∗f(si)

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=0

∣∣∣∣∣∣
∑

si=tj

m(Ji)x∗f(si)

∣∣∣∣∣∣
≤ M

n∑
j=0

∑
si=tj

m(Ji)


≤ M

n∑
j=0

2∆(tj),

porque si si = tj entonces (P sub ∆) Ji ⊂ [tj −∆(tj), tj + ∆(tj)]. Pero por la
definición del calibre ∆ tenemos ∆ < ε

2(n+1) , y aśı

|x∗F (P)− x∗f(P)| < Mε.

Combinando esta desigualdad y (8.4)

|x∗f(P)− x∗(I)| < (2M + 1)ε.

Por lo tanto, para cualquier partición de McShane P sub ∆ y cada x∗ ∈ BX∗

|x∗(I)− x∗f(P)| < (2M + 1)ε.

Esto completa la demostración.



Caṕıtulo 9

La integral de funciones
escalares

El objetivo de este caṕıtulo es mostrar que, para una función f : [a, b] −→ K,
integrabilidad Lebesgue e integrabilidad McShane coinciden. Nos basamos en
las ideas de [44, Caṕıtulo VII] y para lograr el objetivo necesitamos dos hechos
fundamentales:

• el teorema de la convergencia monótona para la integral de McShane
(9.2.2);

• la medibilidad Lebesgue de cualquier función integrable McShane (9.3.1).

9.1 Integrabilidad absoluta

La prueba del siguiente resultado (adaptación de [44, Teorema II.2.4]) es una
simple aplicación de la versión fuerte del lema de Henstock (segunda desigualdad
de 8.2.2). La posibilidad de tomar puntos asociados fuera de los correspondientes
intervalos en las particiones de McShane desempeña un papel fundamental.

Proposición 9.1.1. Si f : [a, b] −→ K integrable McShane, entonces |f | tam-
bién lo es.

Demostración. Utilizaremos el criterio de Cauchy 8.1.3. Dado ε > 0, sea δ un
calibre en [a, b] tal que |f(P)−

∫ b

a
f | < ε para cada P ∈ mΠδ[a, b].

Sean P y P ′ particiones de McShane de [a, b] subordinadas a δ. Se afirma
que

||f |(P)− |f |(P ′)| ≤ 2πε.

Si P = {([ai, bi], si)}1≤i≤n y P ′ = {([cj , dj ], s′j)}1≤j≤m, definimos

A = {(i, j) : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, Ii,j = [ai, bi] ∩ [cj , dj ] 6= ∅ no degenerado}.

81
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Consideramos las siguientes particiones de McShane subordinadas a δ

P1 = {(Ii,j , si) : (i, j) ∈ A}

P2 = {(Ii,j , s
′
j) : (i, j) ∈ A}.

Podemos aplicar el lema de Henstock 8.2.3 a dichas particiones obteniendo∑
(i,j)∈A

|f(si)− f(s′j)|m(Ii,j) ≤ 2πε. (9.1)

Ahora la desigualdad triangular nos lleva a

||f |(P)− |f |(P ′)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

(i,j)∈A

(|f |(si)− |f |(s′j))m(Ii,j)

∣∣∣∣∣∣ ≤

∑
(i,j)∈A

∣∣|f |(si)− |f |(s′j)
∣∣m(Ii,j) ≤

∑
(i,j)∈A

∣∣f(si)− f(s′j)
∣∣m(Ii,j) ≤ 2πε,

por (9.1).
Es decir, |f | cumple el criterio de Cauchy de integrabilidad McShane.

Dada una función f : [a, b] −→ R, definimos su parte positiva y parte negativa
como f+ = 1

2 (f + |f |) y f− = 1
2 (|f | − f). El resultado anterior y 8.1.6 nos

permiten afirmar:

Corolario 9.1.2. Si f : [a, b] −→ R es integrable McShane, entonces f+ y f−

también lo son.

9.2 El teorema de la convergencia monótona

Adaptamos a continuación el clásico teorema de la convergencia monótona
de la integral de Lebesgue [53, Caṕıtulo 1] a la integral de McShane [44, II.4.2].

Lema 9.2.1. Sean f, g : [a, b] −→ R integrables McShane tales que f ≤ g.
Entonces

∫ b

a
f ≤

∫ b

a
g.

Demostración. Inmediata.

Teorema 9.2.2. Sea fn : [a, b] −→ [0,∞) una sucesión de funciones integrables
McShane tal que fn(t) ≤ fn+1(t) para todo n ∈ N y cada t ∈ [a, b] con ĺımite
puntual finito f : [a, b] −→ [0,∞). Entonces f es integrable McShane si y sólo
si la sucesión

∫ b

a
fn es acotada superiormente. En tal caso:

lim
n

∫ b

a

fn =
∫ b

a

f.
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Demostración. Definimos Jn :=
∫ b

a
fn. Por el lema previo (Jn)n∈N es una suce-

sión monótona creciente y, si f fuese integrable McShane,
∫ b

a
f seŕıa una cota

superior para dicha sucesión.
Rećıprocamente, supongamos que limn Jn = J ∈ [0,∞). Fijamos ε > 0 y

α = 2J+ε
2J+2ε ∈ (0, 1).

Podemos encontrar

• N ∈ N de manera que

Jn > J − ε

2
para todo n ≥ N. (9.2)

• Para cada t ∈ [a, b] un N ≤ n(t) ∈ N tal que, para cada n ≥ n(t),

fn(t) ≥ αf(t). (9.3)

• Para cada n ∈ N un calibre δn : [a, b] −→ R+ tal que para toda partición
de McShane P subordinada a δn

|fn(P)− Jn| <
ε

2n+3
. (9.4)

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que δn ≥ δn+1 para cualquier
n ∈ N.

Definimos el calibre δ(t) := δn(t)(t) para t ∈ [a, b]. Se afirma que si P es una
partición de McShane de [a, b] subordinada a δ, entonces |f(P)− J | < ε.

Fijamos P = {([ai, bi], si), i = 1, . . . , k} ∈ mΠδ[a, b]. En primer lugar

f(P) > J − ε.

En efecto, claramente

[ai, bi] ⊆ [si − δ(si), si + δ(si)] ⊆ [si − δN (si), si + δN (si)]

por la monotońıa de los calibres (n(si) ≥ N). Por tanto, P está subordinada a
δN y (9.4) implica

f(P) ≥ fN (P) ≥ JN − ε

2N+3
> J − ε.

Por otro lado, definimos M = max{n(s1), . . . , n(sk)} y para cada h ∈ N

Ih := {i ∈ {1, . . . , k} : n(si) = h}.

Sea H = {h ∈ N : Ih 6= ∅}. Para cada h ∈ H consideramos la partición parcial
de McShane Ph = {([ai, bi], si) : i ∈ Ih}, que está subordinada a δh.

Fijamos P∗i ∈ mΠδM
[ai, bi] para todo i = 1, . . . , k. Podemos construir para

cada h ∈ H una partición parcial de McShane P∗[h] = ∪i∈Ih
P∗i . Como δM ≤

δn(si) para cada i = 1, . . . , k, es claro que P∗[h] está subordinada a δh.
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Aplicando el lema de Henstock 8.2.2 a fh y la partición parcial Ph obtenemos
(por (9.4)) ∣∣∣∣∣∑

i∈Ih

∫ bi

ai

fh − fh(Ph)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2h+3
. (9.5)

Podemos usar de nuevo 8.2.2 (aplicándolo a fh y P∗[h] = ∪i∈Ih
P∗i ), junto con

la proposición 8.1.5 en cada [ai, bi], para concluir∣∣∣∣∣∑
i∈Ih

(∫ bi

ai

fh − fh(P∗i )

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∑
i∈Ih

∫ bi

ai

fh − fh(P∗[h])

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2h+3
.

De estas dos desigualdades obtenemos que

fh(Ph) ≤ fh(P∗[h]) +
ε

2h+2

para cada h ∈ H.
Por definición M = maxi=1,...,k n(si) y, aśı, fh ≤ fM para cada h ∈ H.

Podemos combinar la última desigualdad con (9.3) (en cada punto asociado de
la partición Ph) para deducir

αf(Ph) < fh(Ph) < fh(P∗[h]) +
ε

2h+2
≤ fM (P∗[h]) +

ε

2h+2

para cualquier h ∈ H. Definimos P∗ ∈ mΠ[a, b] mediante

P∗ = ∪h∈HP∗[h] = ∪h∈H ∪i∈Ih
P∗i

(la unión de los subintervalos de cada P∗[h] coincide con ∪n(si)=h[ai, bi], por lo
que los subintervalos de P∗ no se solapan y su unión es todo [a, b]). Es claro
que P∗ está subordinada a δM (por estarlo las P∗i ). Como P = ∪h∈HPh, de la
desigualdad precedente concluimos

αf(P) = α
∑
h∈H

f(Ph)

<
∑
h∈H

ε

2h+2
+
∑
h∈H

fM (P∗[h])

=
∑
h∈H

ε

2h+2
+ fM (P∗)

≤
M∑

h=1

ε

2h+2
+ fM (P∗)

≤ ε

4
+ fM (P∗).

Combinando esta desigualdad con |fM (P∗)− JM | < ε
2M+3 (9.4) tenemos

f(P) < α−1
( ε

4
+ fM (P∗)

)
< α−1

( ε

4
+ JM +

ε

2M+3

)
.
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Como JM ≤ J , la definición de α nos lleva a

f(P) <
2J + 2ε

2J + ε

(
J +

ε

2

)
= J + ε.

Hemos demostrado que para cada partición de McShane P de [a, b] subordinada
al calibre δ

|f(P)− J | < ε.

Por tanto, f es integrable McShane en [a, b] con integral J , que es lo que se
queŕıa probar.

9.3 Medibilidad de las funciones integrables

El objetivo de esta sección es dar una prueba del siguiente

Teorema 9.3.1. Toda función integrable McShane f : [a, b] −→ K es medible
Lebesgue.

Para ello seguimos la exposición de Y. Kubota [40] (desglosada en varios
pasos), donde el resultado que acabamos de presentar se obtiene como simple
corolario al teorema fundamental del cálculo para la integral de McShane (la
función f se obtiene como derivada en casi todo punto de una función continua:
su integral indefinida).

Fijamos una serie de convenios y notaciones. Dada una función real de
variable real φ definida en un entorno del punto x, se puede definir la derivada
superior por la derecha de φ en x como

D
+
φ(x) = lim sup

y→x+

φ(y)− φ(x)
y − x

.

Análogamente se puede definir la derivada inferior por la derecha

D+φ(x) = lim inf
y→x+

φ(y)− φ(x)
y − x

.

En estas condiciones, φ es derivable por la derecha en el punto x si y sólo si
D

+
φ(x) = D+φ(x) ∈ R. Podemos trabajar por la izquierda análogamente. Se

dirá que φ tiene derivada superior en x si

D
+
φ(x) = D

−
φ(x) ∈ R

Dicha cantidad se representará por Dφ(x). Análogamente podemos definir la
derivada inferior.

Lema 9.3.2. Sea f : [a, b] −→ R una función integrable McShane con integral
indefinida F (definición 8.2.4). Para cada ε > 0 existe una función monótona
creciente g : [a, b] −→ R tal que
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i) 0 = g(a) ≤ g(b) ≤ ε.

ii) D
+
(F (x)− g(x)) ≤ f(x) para cada x ∈ [a, b).

iii) D
−

(F (x)− g(x)) ≤ f(x) para cada x ∈ (a, b].

Demostración. Sea δ un calibre en [a, b] tal que para cada P ∈ mΠδ[a, b]∣∣∣∣∣f(P)−
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ < ε

π
. (9.6)

Definimos para cada a ≤ c < d ≤ b

G[c, d] := sup

{∑∣∣∣∣∣f(ti)(bi − ai)−
∫ bi

ai

f

∣∣∣∣∣
}

,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones de McShane del intervalo
[c, d] subordinadas a δ. El lema de Henstock 8.2.2 implica que G (como función
de intervalos) toma valores en [0, ε]. Definimos g(a) := 0 y para cada x ∈ (a, b]

g(x) := G[a, x].

Evidentemente g satisface i).
Afirmamos que g es monótona creciente. Para ello observamos (pegando

particiones) que para cada a ≤ c < d < e ≤ b

G[c, e] ≥ G[c, d] + G[d, e], (9.7)

y tomando c = a en la anterior desigualdad obtenemos la monotońıa de g.
En segundo lugar se afirma que para cada x ∈ [a, b)

D
+
(F (x)− g(x)) ≤ f(x).

En efecto, sea x < t < b tal que |t − x| < δ(x). Como la partición parcial
{([x, t], x)} está subordinada a δ:∣∣∣∣f(x)(t− x)−

∫ t

x

f

∣∣∣∣ ≤ G[x, t].

Esta desigualdad y (9.7) nos llevan a

F (t)− g(t)− (F (x)− g(x)) =
∫ t

x

f + (G[a, x]−G[a, t])

≤
∫ t

x

f −G[x, t]

≤ f(x)(t− x).
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Es decir,
(F (t)− g(t))− (F (x)− g(x))

t− x
≤ f(x)

para todo x < t < min{b, x + δ(x)} y tomando ĺımites superiores se obtiene la
desigualdad buscada.

Razonando de modo análogo podemos concluir que para cada x ∈ (a, b]

D
−

(F (x)− g(x)) ≤ f(x).

Teorema 9.3.3. Sea f : [a, b] −→ R una función integrable McShane. Entonces
su integral indefinida F verifica:

D
+
F (t) ≤ f(t)

D
−

F (t) ≤ f(t)

en casi todo punto t ∈ [a, b].

Demostración. Sea E = {x ∈ (a, b) : D
+
F (x) − f(x) > 0}. Supongamos por

reducción al absurdo que m∗(E) > 0.
Definimos para cada n ∈ N

En =
{

x ∈ (a, b) : D
+
F (x)− f(x) >

1
n

}
.

Es trivial que E = ∪∞n=1En y por la subaditividad de m∗ existe n tal que
m∗(En) = v > 0.

Fijado ε ∈ (0, v
n ), sea g la función monótona creciente proporcionada por el

lema 9.3.2 para este ε. Es conocido (véase [58, Teorema 7.21]) que g es derivable
en casi todo punto, su derivada g′ es integrable Lebesgue y g(b)− g(a) ≥

∫ b

a
g′.

En primer lugar, veamos que el conjunto medible B = {t ∈ [a, b] : g′(t) > 1
n}

satisface
m(B) < v. (9.8)

En efecto, como g′ ≥ 0 (g es monótona creciente):

1
n

m(B) ≤ (L)
∫

B

g′ ≤ (L)
∫ b

a

g′ ≤ g(b)− g(a) ≤ ε <
v

n

por la desigualdad i) en el lema precedente. Por tanto, m(B) < v.
Por otro lado, afirmamos que m∗(En) < v (en contra de la definición de v).

Para comprobarlo fijamos F ⊂ (a, b) un conjunto medible conulo tal que existe
g′(t) para cada t ∈ F . Observamos que F ∩ En ⊂ B: en efecto, si x ∈ F la
propiedad ii) en el lema 9.3.2 garantiza

D
+
F (x)− g′(x) ≤ f(x).
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Si además x ∈ En, entonces

1
n

< D
+
F (x)− f(x) ≤ g′(x)

y aśı x ∈ B. Por tanto F ∩ En ⊂ B. De aqúı se obtiene rápidamente la
contradicción deseada:

m∗(En) ≤ m∗(F ∩ En) + m∗ (([a, b] \ F ) ∩ En)
≤ m∗(B) + m∗([a, b] \ F ) = m∗(B) < v.

Por lo tanto, m∗(E) = 0. De modo análogo se prueba que

m∗
(
{x ∈ (a, b) : D

−
F (x)− f(x) > 0}

)
= 0

y el teorema queda demostrado.

Un razonamiento similar nos permite demostrar el siguiente

Teorema 9.3.4. Sea f : [a, b] −→ R una función integrable McShane. Su
integral indefinida F satisface

D+F (t) ≥ f(t)

D−F (t) ≥ f(t)

en casi todo punto t ∈ [a, b].

A partir de 9.3.3 y 9.3.4 se deduce inmediatamente el resultado clave de la
sección [40, Proposición 6]:

Corolario 9.3.5 (Teorema fundamental del cálculo). Si f : [a, b] −→ R
es una función integrable McShane, su integral indefinida F es derivable en casi
todo punto t ∈ [a, b] y F ′(t) = f(t).

Finalizamos la sección con la prueba del teorema 9.3.1.

Demostración. Si f : [a, b] −→ K es integrable McShane y f = u + iv es su
descomposición en partes real e imaginaria, es sencillo ver que u, v : [a, b] −→ R
son integrables McShane. Para ver la medibilidad de f basta comprobar que u
y v son medibles Lebesgue y, aśı, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que f : [a, b] −→ R. Sea F su integral indefinida, que es una función continua
(proposición 8.2.5) tal que F ′(t) = f(t) en casi todo t ∈ [a, b] por el resultado
precedente. El lema A.1.1 nos proporciona la medibilidad de f .

9.4 La equivalencia Lebesgue-McShane

Sea f : [a, b] −→ [0,∞) una función medible Lebesgue. Sabemos que existe
una sucesión de funciones medibles simples {sn}n∈N de manera que
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• sn ≥ 0 para cada n ∈ N.

• sn ≤ sn+1 para todo n ∈ N.

• limn sn(t) = f(t) para cada t ∈ [a, b].

Es conocido que sn es integrable McShane y an = (MS)
∫ b

a
sn = (L)

∫ b

a
sn para

cada n ∈ N (proposición 8.3.1). El teorema 9.2.2 garantiza que f es integrable
McShane si y sólo si la sucesión {an}n∈N está acotada superiormente, en cuyo
caso

lim
n

an = (MS)
∫ b

a

f.

Por otro lado, podemos aplicar el teorema de la convergencia monótona de
Lebesgue para obtener

lim
n

an = (L)
∫ b

a

f.

Por tanto, f es integrable McShane si y sólo si (L)
∫ b

a
f < ∞, es decir, si y sólo

si f es integrable Lebesgue. En tal caso (L)
∫ b

a
f = (MS)

∫ b

a
f .

Como la integrabilidad McShane de cualquier función f : [a, b] −→ [0,∞)
implica medibilidad Lebesgue (9.3.1), tenemos probado el siguiente

Teorema 9.4.1. Para una función f : [a, b] −→ [0,∞) son equivalentes:

i) f es integrable McShane.

ii) f es integrable Lebesgue.

En tal caso las integrales coinciden.

Completamos la prometida equivalencia:

Corolario 9.4.2. Sea f : [a, b] −→ K una función. Son equivalentes:

i) f es integrable McShane.

ii) f es integrable Lebesgue.

En tal caso las integrales coinciden.

Demostración. Sea f = u+ iv su descomposición en parte real e imaginaria. Es
conocido que f es integrable Lebesgue (resp. McShane) sii u y v lo son, en cuyo
caso (L)

∫ b

a
f = (L)

∫ b

a
u+i(L)

∫ b

a
v (resp. (MS)

∫ b

a
f = (MS)

∫ b

a
u+i(MS)

∫ b

a
v).

Por tanto, la prueba se reduce al caso f : [a, b] −→ R. Sabemos que f = f+−f−,
siendo f+ y f− funciones no negativas. Es conocido que f es integrable Lebesgue
sii lo son f+ y f−, y lo mismo ocurre para la integrabilidad McShane (en
virtud de 8.1.6 y 9.1.2). En tal caso, (L)

∫ b

a
f = (L)

∫ b

a
f+ − (L)

∫ b

a
f− (resp.

(MS)
∫ b

a
f = (MS)

∫ b

a
f+ − (MS)

∫ b

a
f−). Esto reduce la demostración al caso

f : [a, b] −→ [0,∞), que ha sido probado anteriormente.
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Caṕıtulo 10

Relación con otras
integrales

En este caṕıtulo determinamos cuál es la relación existente entre la integra-
bilidad Bochner, Pettis y McShane de una función f : [a, b] −→ X, presentando
los resultados al respecto de D.H. Fremlin y J. Mendoza [20], R.A. Gordon [22],
V.A. Skvortsov y A.P. Solodov [54]. En concreto:

• Una función integrable Riemann es integrable Pettis (4.0.4) e integrable
McShane (8.4.1), pero en general no es medible y, por tanto, integrable
Bochner (1.0.11). La medibilidad de la función garantiza su integrabilidad
Bochner (4.0.5).

• Una función integrable Bochner es integrable McShane (10.3.1). Como
acabamos de comentar en el punto anterior, el rećıproco no es cierto en
general. Los únicos espacios de Banach X para los que coinciden integra-
bilidad Bochner y McShane son los de dimensión finita (10.3.10).

• Una función integrable McShane es integrable Pettis (10.1.2). La afirma-
ción contraria no es válida en general, pero śı cuando la función es además
medible (10.3.5). En particular integrabilidad Pettis y McShane coinciden
si X es separable.

Para demostrar 10.3.5 empleamos un potente teorema de convergencia pa-
ra la integral de McShane (debido a D.H. Fremlin) que, además, nos permite
deducir un teorema de tipo Vitali y el de la convergencia dominada para esta
integral (Sección 10.2), tanto para la topoloǵıa débil como para la inducida por
la norma.

10.1 Integrabilidad Pettis

Proposición 10.1.1. Si f : [a, b] −→ X es integrable McShane y T : X −→ Y
es una aplicación lineal continua entre espacios de Banach, entonces la compo-
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sición Tf : [a, b] −→ Y es integrable McShane y∫ b

a

Tf = T

(∫ b

a

f

)
.

En particular, para cada x∗ ∈ X∗ la función x∗f es integrable McShane y∫ b

a
x∗f = x∗

(∫ b

a
f
)
.

Demostración. (Con las notaciones introducidas después de la definición 8.1.2).
Para cada (P, δ) ∈ D tenemos

MSTf ((P, δ)) = T (MSf ((P, δ)))

por la linealidad de T . El resultado se sigue de la continuidad de T .

Sea f : [a, b] −→ X una función integrable McShane. El resultado precedente
y el corolario 9.4.2 nos dicen que f es integrable Dunford. Si denotamos su
integral indefinida como ν : Σ −→ X∗∗, es fácil ver que ν([c, d]) ∈ X para cada
subintervalo cerrado [c, d] ⊂ [a, b]: f es integrable McShane en [c, d] por 8.1.4 y
el resultado anterior implica que x∗

(∫ d

c
f
)

=
∫ d

c
x∗f para cada x∗ ∈ X∗; por

tanto ν([c, d]) =
∫ d

c
f ∈ X.

Estamos entonces en las condiciones del teorema A.4.15 (utilizado anterior-
mente para probar que la integrabilidad Pettis extiende a la de Riemann, véase
4.0.4), que será la herramienta básica utilizada para demostrar la siguiente me-
jora [20, Teorema 2C]:

Teorema 10.1.2. Toda función f : [a, b] −→ X integrable McShane es integra-
ble Pettis.

Demostración. Fijado ε > 0, tomamos un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal que∥∥∥∥∥
∫ b

a

f − f(P)

∥∥∥∥∥ < ε (10.1)

para toda P ∈ mΠδ[a, b]. Fijamos

P = {(Ii, ti) : i = 1, . . . , n} ∈ mΠδ[a, b]

y definimos M = max1≤i≤n ‖f(ti)‖.
Para demostrar el teorema basta probar la siguiente afirmación

‖ν(E)‖ ≤ Mm(E) + 2ε (10.2)

para cada unión finita E de subintervalos cerrados que no se solapen. En efecto:
si suponemos probada esta desigualdad y tomamos una sucesión {[an, bn]}n∈N
de subintervalos cerrados de [a, b] que no se solapen, dados N ≤ n ∈ N,∥∥∥∥∥∥

n∑
j=N

ν([aj , bj ])

∥∥∥∥∥∥ ≤ M
n∑

j=N

m([aj , bj ]) + 2ε.
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Por tanto, para cada N ∈ N

sup
n≥N

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=N

ν([aj , bj ])

∥∥∥∥∥∥ ≤ M
∞∑

j=N

m([aj , bj ]) + 2ε

y aśı

lim
N

sup
n≥N

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=N

ν([aj , bj ])

∥∥∥∥∥∥ ≤ 2ε

(la medida de Lebesgue es contablemente aditiva). Esta última desigualdad es
válida para cada ε > 0 y, por tanto, existe limN supn≥N

∥∥∥∑n
j=N ν([aj , bj ])

∥∥∥ = 0.

Es decir,
∑∞

i=1 ν([ai, bi]) es una serie convergente en el Banach X. Aplicando
A.4.15 ya está probado el teorema.

Para demostrar (10.2) escribimos E = ∪p
j=1Ej con los Ej subintervalos ce-

rrados que no se solapan. Es claro que si Ii \E 6= ∅ entonces Ii \ E = ∪hi

h=1Ji,h

para ciertos Ji,h subintervalos cerrados que no se solapan. Definimos

I = {i ∈ {1, . . . , n} : Ii \ E 6= ∅}

y, para cada i ∈ I, la siguiente partición parcial subordinada a δ:

Pi = {(Ji,h, ti) : h = 1, . . . , hi}.

Es fácil ver (definiendo Ji,h = ∅ y hi = 1 si i 6∈ I) que∥∥∥∥∥f(P)−
∑
i∈I

f(Pi)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(
m(Ii)−

hi∑
h=1

m(Ji,h)

)
f(ti)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(m(Ii)−m(Ii \ int(E)))f(ti)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

m(Ii ∩ int(E))f(ti)

∥∥∥∥∥
≤ M

n∑
i=1

m(Ii ∩ int(E))

= Mm(E). (10.3)

Se observa que P0 = ∪i∈IPi es una partición parcial subordinada a δ y la unión
de sus subintervalos es

∪i∈IIi \ E = ∪i∈I(Ii \ E) = ∪n
i=1(Ii \ E) = [a, b] \ E.

Dado η > 0 arbitrario podemos encontrar P∗j ∈ mΠδ(Ej) tal que∥∥∥∥∥
∫

Ej

f − f(P∗j )

∥∥∥∥∥ < η (10.4)
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para cualquier 1 ≤ j ≤ p.
Sea P ′ = P0 ∪

(
∪p

j=1P∗j
)
∈ mΠδ[a, b] (la unión de todos los subintervalos

de las P∗j es ∪p
j=1Ej = E). Como P también está subordinada a δ, podemos

aplicar (10.1) y obtener

‖f(P)− f(P ′)‖ =

∥∥∥∥∥∥f(P)−
∑
i∈I

f(Pi)−
p∑

j=1

f(P∗j )

∥∥∥∥∥∥ < 2ε.

Esta desigualdad, (10.3) y (10.4) permiten concluir∥∥∥∥∥∥
p∑

j=1

ν(Ej)

∥∥∥∥∥∥ ≤
p∑

j=1

‖ν(Ej)− f(P∗j )‖+

∥∥∥∥∥∥
p∑

j=1

f(P∗j ) +
∑
i∈I

f(Pi)− f(P)

∥∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥∑
i∈I

f(Pi)− f(P)

∥∥∥∥∥ < pη + 2ε + Mm(E).

La arbitrariedad de η finaliza la demostración.

A continuación mostramos dos aplicaciones de este teorema, donde utiliza-
mos la integrabilidad Pettis para manejar fácilmente conjuntos medibles mien-
tras trabajamos con la integral de McShane. La proposición 10.1.3 [20, Teorema
2E] generaliza 8.1.4, mientras que 10.1.6 [20, Lema 2H] es una mejora del lema
de Henstock 8.2.2.

Proposición 10.1.3. Sean f : [a, b] −→ X integrable McShane y E ⊂ [a, b]
un conjunto medible Lebesgue. Entonces la función g = χEf : [a, b] −→ X es
integrable McShane con integral ν(E) (donde ν es la integral indefinida de Pettis
de f).

Demostración. Ya sabemos que f es integrable Pettis y, por tanto, su integral
indefinida ν : Σ −→ X verifica ν � m (véase A.4.15). Fijado ε > 0, vamos
a encontrar un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal que ‖ν(E) − g(P)‖ < 3ε para toda
P ∈ mΠδ[a, b]. Para ello tomamos un calibre ∆ : [a, b] −→ R+ de manera que∥∥∥∥∥

∫ b

a

f − f(P)

∥∥∥∥∥ < ε (10.5)

para cada P ∈ mΠδ[a, b]. Como ν � m, podemos encontrar η > 0 tal que

si F ∈ Σ tiene medida menor que η, entonces ‖ν(F )‖ < ε. (10.6)

La regularidad de la medida de Lebesgue nos permite encontrar cerrados F1 ⊂ E
y F2 ⊂ [a, b]\E tales que m(F1) > m(E)−η y m(F2) > m([a, b]\E)−η. Fijamos
un calibre δ : [a, b] −→ R+ de manera que

• δ ≤ ∆ (puntualmente) y
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• [t− δ(t), t + δ(t)] ∩ Fi = ∅ para cada t ∈ [a, b] \ Fi e i = 1, 2.

Veamos que este calibre satisface lo deseado. Para ello fijamos P ∈ mΠδ[a, b] ⊂
mΠ∆[a, b], que escribimos

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}.

Sea I = {i = 1, . . . , n : si ∈ E} y definimos H = ∪i∈I [ai, bi]. El lema de
Henstock 8.2.2 implica∥∥∥∥∥∑

i∈I

(∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ν(H)−
∑
i∈I

(bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ ε.

Pero
∑

i∈I(bi − ai)f(si) = g(P), luego

‖ν(H)− g(P)‖ ≤ ε. (10.7)

Observamos que

• F1 ⊂ H. En efecto, si t ∈ F1 ⊂ [a, b] existe 1 ≤ j ≤ n tal que t pertenece
a [aj , bj ] ∩ F1 ⊂ [sj − δ(sj), sj + δ(sj)] ∩ F1; aśı, esta última intersección
es no vaćıa y la definición del calibre δ nos lleva a que sj ∈ F1 ⊂ E y, por
tanto, [aj , bj ] ⊂ H.

• H ⊂ [a, b] \ F2. En efecto, si i ∈ I entonces si ∈ E ⊂ [a, b] \ F2 y, por
tanto, ∅ = [si − δ(si), si + δ(si)] ∩ F2 ⊃ [ai, bi] ∩ F2.

Estas dos observaciones nos permiten concluir que m(E \H) ≤ m(E \ F1) < η
y m(H \ E) ≤ m (([a, b] \ F2) \ E) < η por la elección de F1 y F2. Deducimos
‖ν(E \H)‖ < ε y ‖ν(H \ E)‖ < ε en virtud de (10.6). Aśı,

‖ν(H)− ν(E)‖ = ‖ν(H ∩ E) + ν(H \ E)− ν(E ∩H)− ν(E \H)‖ < 2ε.

Combinando esta desigualdad con (10.7) tenemos

‖ν(E)− g(P)‖ < 3ε

como se queŕıa demostrar.

Nota 10.1.4. Sea f : [a, b] −→ X integrable McShane con integral indefinida de
Pettis ν. En los comentarios previos al teorema 10.1.2 hemos visto que ν(J) =∫

J
f �J para cada subintervalo cerrado J ⊂ [a, b]. La proposición precedente nos

dice que
∫

J
f �J=

∫ b

a
χJf . De aqúı en adelante utilizaremos la notación∫

E

f :=
∫ b

a

χEf = ν(E) ∈ X

para cada subconjunto medible E ⊂ [a, b], que es coherente con la mantenida
hasta ahora para subintervalos cerrados.
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Definición 10.1.5. Dado un calibre δ : [a, b] −→ R+, una partición parcial de
McShane generalizada subordinada a δ es una colección finita

P = {(Ei, si) : i = 1, . . . , n}

donde

• si ∈ [a, b] para i = 1, . . . , n;

• {Ei}1≤i≤n son subconjuntos medibles disjuntos de [a, b];

• Ei ⊂ [si − δ(si), si + δ(si)] para cada i = 1, . . . , n.

Si f : [a, b] −→ X es una función cualquiera, la suma de McShane de f respecto
de P es f(P) =

∑n
i=1 m(Ei)f(si).

Proposición 10.1.6 (Lema de Henstock generalizado).
Sea f : [a, b] −→ X una función integrable McShane. Dado ε > 0, existe
un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal que para cada partición parcial de McShane
generalizada subordinada a δ, digamos P = {(Ei, si) : i = 1, . . . , n}, se cumple∥∥∥∥∥

n∑
i=1

(∫
Ei

f −m(Ei)f(si)
)∥∥∥∥∥ ≤ ε.

Demostración. Sea δ un calibre tal que∥∥∥∥∥
∫ b

a

f − f(P ′)

∥∥∥∥∥ < ε

para cada P ′ ∈ mΠδ[a, b]. Fijamos una partición parcial de McShane generali-
zada P = {(Ei, si) : i = 1, . . . , n} subordinada a δ′ = δ

2 . Se afirma que para
cada η > 0 ∥∥∥∥∥

∫
∪n

i=1Ei

f − f(P)

∥∥∥∥∥ ≤ ε + 3η.

(Esto finalizará la demostración).
Definimos M = max1≤i≤n ‖f(si)‖ y tomamos η′ < η

nM tal que
∥∥∫

H
f
∥∥ < η

si H ⊂ [a, b] es medible de medida menor que nη′.
Para cada i = 1, . . . , n tenemos Ei ⊂ (si − δ(si), si + δ(si)) y podemos

encontrar un abierto Gi tal que Ei ⊂ Gi ⊂ (si−δ(si), si+δ(si)) y m(Gi\Ei) < η′

2
(regularidad de la medida de Lebesgue). Usando que cada Gi es unión contable
de intervalos abiertos disjuntos (sus componentes conexas) podemos encontrar
para cada i = 1, . . . , n intervalos abiertos disjuntos Gi,1, . . . , Gi,Ji ⊂ Gi de
manera que m(Gi)−

∑Ji

j=1 m(Gi,j) < η′

2 . Escribimos [ai,j , bi,j ] = Gi,j .
Es claro que {[ai,j , bi,j ] : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ Ji} es una familia de subinter-

valos cerrados que no se solapan y

P0 = {([ai,j , bi,j ], ti) : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ Ji}
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es una partición parcial de McShane subordinada a δ. Definimos

Fi = ∪Ji
j=1[ai,j , bi,j ]

para 1 ≤ i ≤ n, F = ∪n
i=1Fi y E = ∪n

i=1Ei. Aplicando el lema de Henstock
8.2.2 a P0 se obtiene∥∥∥∥∥∥

n∑
i=1

Ji∑
j=1

(∫ bi,j

ai,j

f − (bi,j − ai,j)f(ti)

)∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ν(F )−
n∑

i=1

m(Fi)f(ti)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.

(10.8)
Además,

m(Ei∆Fi) ≤ η′ para todo 1 ≤ i ≤ n. (10.9)

En efecto:

m(Ei∆Fi) = m(Ei \ Fi) + m(Fi \ Ei) ≤ m(Gi \ Fi) + m(Gi \ Ei) < η′

porque Ei ⊂ Gi, Fi está contenido esencialmente en Gi, m(Gi)−m(Fi) < η′

2 y
m(Gi)−m(Ei) < η′

2 .
Entonces∥∥∥∥∥

n∑
i=1

m(Fi)f(ti)− f(P)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(m(Fi)−m(Ei))f(ti)

∥∥∥∥∥
≤ M

n∑
i=1

|m(Fi)−m(Ei)|

≤ M

n∑
i=1

m(Fi∆Ei) < η, (10.10)

porque hemos tomado η′ < η
nM .

De (10.9) deducimos

m(E∆F ) =
n∑

i=1

(m(Ei \ F ) + m(Fi \ E)) ≤
n∑

i=1

m(Ei∆Fi) < nη′

y la elección de η′ garantiza que ‖ν(E \ F )‖ < η y ‖ν(F \ E)‖ < η. Por tanto,
‖ν(E)− ν(F )‖ < 2η y, aplicando (10.8) y (10.10),

‖ν(E)− f(P)‖ < ε + 3η.

Esto finaliza la prueba.

10.2 Paso al ĺımite bajo la integral de McShane

En esta sección establecemos teoremas de paso al ĺımite análogos a los
clásicos teoremas de Vitali A.1.8 y de la convergencia dominada para la in-
tegral de Lebesgue. Los resultados básicos (10.2.2 y 10.2.3) serán empleados en
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la siguiente sección para demostrar que toda función medible e integrable Pettis
es integrable McShane.

Comenzamos extendiendo una conocida propiedad de la integral de Lebesgue
al caso de la integral de McShane vectorial [22, Teorema 6].

Proposición 10.2.1. Sea f : [a, b] −→ X una función integrable McShane que
coincide en casi todo punto con una función g : [a, b] −→ X. Entonces g es
integrable McShane en [a, b] y ∫ b

a

f =
∫ b

a

g.

Demostración. Evidentemente, la proposición 8.1.6 reduce la prueba al caso
f = 0. Como ‖g‖ = 0 en casi todo punto de [a, b], ‖g‖ es integrable Le-
besgue con integral 0. La equivalencia de las integrales de McShane y Le-
besgue en el caso escalar (9.4.2) implica que ‖g‖ es integrable McShane en
[a, b] con (MS)

∫ b

a
‖g‖ = 0. Por tanto, dado cualquier ε > 0 existe un calibre

δ : [a, b] −→ R+ tal que ‖g‖(P) < ε para cada P ∈ mΠδ[a, b]. La prueba finaliza
observando que ‖g(P)‖ ≤ ‖g‖(P) para cada P ∈ mΠ[a, b] por la desigualdad
triangular.

El siguiente resultado es una versión adaptada a nuestro contexto de un
teorema de D.H. Fremlin [19, Teorema 4A] y constituye la clave de la presente
sección.

Teorema 10.2.2 (Fremlin). Sea fn : [a, b] −→ X, n = 1, 2, . . . , una sucesión
de funciones integrables McShane tal que

i) converge débilmente a f : [a, b] −→ X en casi todo punto,

ii) para cada E ⊂ [a, b] medible Lebesgue existe el ĺımite

σ(X∗∗, X∗)− lim
n

∫
E

fn = ν(E) ∈ X∗∗,

iii) ν : Σ −→ X∗∗ es contablemente aditiva.

Entonces, f es integrable McShane en [a, b], su integral indefinida de Pettis es
ν (que toma, por tanto, todos sus valores en X) y∫ b

a

f = ν([a, b]).

Demostración. La proposición 10.2.1 nos permite suponer sin pérdida de gene-
ralidad que ω − limn fn = f en todo punto (redefiniendo todas las funciones
como 0 en el subconjunto de [a, b] donde no hay convergencia). Fijamos ε > 0 e
introducimos:
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a) el conjunto numerable Γ definido como{
(r, v1, . . . , vn) : r, n ∈ N, v1, . . . , vn ∈ Q ∩ [0, 1],

n∑
i=1

vi = 1

}
;

a’) para cada γ = (r, v1, . . . , vn) ∈ Γ definimos

rγ = r y fγ =
n∑

i=1

vifi

(fγ es integrable McShane, 8.1.6);

a”) si γ ∈ Γ, fijamos

Aγ =
{

t ∈ [a, b] : sup
i∈N

‖fi(t)‖ ≤ rγ , ‖f(t)− fγ(t)‖ ≤ ε

}
;

b) si γ ∈ Γ, tomamos Aγ ⊂ Vγ ⊂ [a, b] medible tal que m(Vγ) = m∗(Aγ);

c) para cada t ∈ [a, b] se tiene ω − limn fn(t) = f(t) y, por el teorema de
Mazur A.6.6, existe una sucesión de combinaciones convexas de elementos
de {fn(t)}n∈N que converge en norma hacia f(t); como además la sucesión
{fn(t)}n∈N es acotada, existe γ ∈ Γ tal que t ∈ Aγ ; por tanto

[a, b] = ∪γ∈ΓAγ ;

utilizando la numerabilidad de Γ podemos obtener para cada γ ∈ Γ un
subconjunto A′

γ ⊂ Aγ de manera que {A′
γ}γ∈Γ sea un recubrimiento de

[a, b] formado por conjuntos disjuntos dos a dos;

d) como Γ es numerable, podemos encontrar una familia de reales positivos
{dγ}γ∈Γ tal que ∑

γ∈Γ

(rγ + 1)dγ ≤ ε;

e) por hipótesis ν es una medida vectorial contablemente aditiva y claramente
ν(E) = 0 si m(E) = 0; A.2.4 asegura la existencia de una familia de reales
positivos (ηγ)γ∈Γ tal que para cualquier H ⊂ [a, b] medible

m(H) ≤ ηγ ⇒ ‖ν(H)‖ ≤ dγ ;

f) para cada γ ∈ Γ tomamos un abierto relativo Gγ ⊂ [a, b] tal que

m(Gγ \ Vγ) < min{dγ , ηγ}.
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En primer lugar, veamos que para cada γ ∈ Γ y E ⊂ Vγ medible∥∥∥∥ν(E)−
∫

E

fγ

∥∥∥∥ ≤ m(E)ε. (10.11)

Como ν(E) = σ(X∗∗, X∗)− limn

∫
E

fn, para cada x∗ ∈ X∗

ν(E)(x∗) = lim
n

x∗
(∫

E

fn

)
= lim

n
x∗

(∫ b

a

χEfn

)
= lim

n

∫
E

x∗fn.

Observamos que Aγ ∩ E ⊂ E y

m∗(Aγ ∩ E) = m(E)

(por A.1.3). La sucesión de funciones medibles {x∗fn}n∈N está uniformemente
acotada en Aγ y, en particular, en Aγ ∩ E. Podemos aplicar el teorema de la
convergencia dominada A.1.5 y deducir

lim
n

∫
E

x∗fn =
∫

E

x∗f

(por hipótesis ω − limn fn = f en casi todo punto de [a, b]). Aśı,

ν(E)(x∗) =
∫

E

x∗f (10.12)

para cada x∗ ∈ BX∗ . Por tanto∣∣∣∣ν(E)(x∗)− x∗
(∫

E

fγ

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

E

x∗f −
∫

E

x∗fγ

∣∣∣∣
≤

∫
E

|x∗f − x∗fγ |

≤ m(E)ε,

porque |x∗f − x∗fγ | ≤ ‖f − fγ‖ ≤ ε en Aγ ∩ E (véase A.1.4). Esto es válido
para cada x∗ ∈ BX∗ y prueba la estimación (10.11).

Tomamos para cada γ ∈ Γ un calibre δγ : [a, b] −→ R+ de manera que∥∥∥∥∥
∫
∪n

i=1Ei

fγ − fγ(P)

∥∥∥∥∥ ≤ dγ (10.13)

para cada P = {(Ei, si) : i = 1, . . . , n} partición parcial de McShane gene-
ralizada subordinada a δγ (10.1.6). Fijamos un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal
que

• δ(t) ≤ δγ(t) para cada t ∈ A′
γ y γ ∈ Γ;
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• [a, b]∩ [t− δ(t), t + δ(t)] ⊂ Gγ para cualquier t ∈ A′
γ (por construcción Gγ

es un abierto relativo en [a, b] que contiene a Aγ ⊃ A′
γ).

Vamos a demostrar que

‖ν([a, b])− f(P)‖ ≤ (3 + 2(b− a))ε

para cada P ∈ mΠδ[a, b].
Para ello fijamos una tal partición

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}.

Definimos Iγ = {1 ≤ i ≤ n : si ∈ A′
γ} para cada γ ∈ Γ y K = {γ ∈ Γ : Iγ 6= ∅}.

Como {A′
γ}γ∈Γ es un recubrimiento de [a, b] formado por conjuntos disjuntos,

{Iγ}γ∈K es una partición finita de {1, . . . , n}. Para cada γ ∈ K e i ∈ Iγ

definimos Ei,γ = [ai, bi] ∩ Vγ .
Afirmamos que ∥∥∥∥∥∥f(P)−

∑
γ∈K

∑
i∈Iγ

m(Ei,γ)f(si)

∥∥∥∥∥∥ ≤ ε. (10.14)

En efecto: si γ ∈ K e i ∈ Iγ entonces si ∈ A′
γ y, por la definición del calibre δ,

[ai, bi] ⊂ [a, b] ∩ [si − δ(si), si + δ(si)] ⊂ Gγ (10.15)

y, aśı, para cualquier γ ∈ K∑
i∈Iγ

m([ai, bi] \ Ei,γ) =
∑
i∈Iγ

m([ai, bi] \ Vγ)

= m
(
∪i∈Iγ

[ai, bi] \ Vγ

)
≤ m(Gγ \ Vγ) < dγ

por la elección de Gγ . Además, ‖f(t)‖ ≤ rγ para t ∈ Aγ (porque f(t) =
ω − limn fn(t) y ‖fn(t)‖ ≤ rγ para cada n ∈ N –véase A.7.3–). Por tanto
‖f(si)‖ ≤ rγ para todo i ∈ Iγ y, aśı,∑

i∈Iγ

m([ai, bi] \ Ei,γ)‖f(si)‖ < rγdγ (10.16)

para cualquier γ ∈ K. Por tanto, d) nos da la estimación∥∥∥∥∥∥f(P)−
∑
γ∈K

∑
i∈Iγ

m(Ei,γ)f(si)

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑
γ∈K

∑
i∈Iγ

m([ai, bi] \ Ei,γ)f(si)

∥∥∥∥∥∥
≤

∑
γ∈K

∑
i∈Iγ

m([ai, bi] \ Ei,γ)‖f(si)‖

<
∑
γ∈K

rγdγ ≤ ε.
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Esto demuestra (10.14).
Por otra parte, para cada 1 ≤ i ≤ n existe un único γ(i) ∈ Γ tal que

si ∈ A′
γ(i) ⊂ Aγ(i). Por definición –véase a”)–

‖f(si)− fγ(i)(si)‖ ≤ ε.

Aśı pues, podemos utilizar (10.14) para deducir∥∥∥∥∥∥f(P)−
∑
γ∈K

∑
i∈Iγ

m(Ei,γ)fγ(i)(si)

∥∥∥∥∥∥ ≤ ε +

∥∥∥∥∥∑
γ∈K
i∈Iγ

m(Ei,γ)(f(si)− fγ(i)(si))

∥∥∥∥∥
≤ ε +

∑
γ∈K
i∈Iγ

m(Ei,γ)‖f(si)− fγ(i)(si)‖

≤ ε +
n∑

i=1

(bi − ai)ε

= (1 + b− a)ε. (10.17)

Fijamos ahora γ ∈ K. Por definición si ∈ A′
γ para i ∈ Iγ , luego

Ei,γ ⊂ [ai, bi] ⊂ [si − δ(si), si + δ(si)] ⊂ [si − δγ(si), si + δγ(si)]

por la definición del calibre δ. Por tanto, la partición parcial generalizada de
McShane

Pγ = {(Ei,γ , si) : i ∈ Iγ}

está subordinada a δγ y (10.13) implica

‖νγ(Hγ)− fγ(Pγ)‖ ≤ dγ ,

siendo Hγ = ∪i∈Iγ
Ei,γ y νγ la integral indefinida de Pettis de fγ . Esta desi-

gualdad y (10.17) permiten deducir (γ(i) = γ para cada i ∈ Iγ)∥∥∥∥∥∥f(P)−
∑
γ∈K

∫
Hγ

fγ

∥∥∥∥∥∥ ≤ (1 + b− a)ε +
∑
γ∈K

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Iγ

m(Ei,γ)fγ(i)(si)−
∫

Hγ

fγ

∥∥∥∥∥∥
≤ (1 + b− a)ε +

∑
γ∈K

dγ

< (2 + b− a)ε. (10.18)

Por otro lado, afirmamos que∥∥∥∥∥∥f(P)−
∑
γ∈K

ν(Hγ)

∥∥∥∥∥∥ ≤ (2(b− a) + 2)ε. (10.19)
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En efecto: para cada γ ∈ K tenemos que Hγ = ∪i∈Iγ Ei,γ es un subconjunto
medible de Vγ y, por (10.11),∥∥∥∥∥ν(Hγ)−

∫
Hγ

fγ

∥∥∥∥∥ ≤ m(Hγ)ε.

Aśı, ∥∥∥∥∥∥
∑
γ∈K

(
ν(Hγ)−

∫
Hγ

fγ

)∥∥∥∥∥∥ ≤
∑

γ∈K

m(Hγ)

 ε ≤ (b− a)ε,

porque cada Hγ = ∪i∈Iγ Ei,γ ⊂ ∪i∈Iγ [ai, bi] y, por tanto, m(Hγ ∩Hγ′) = 0 para
γ 6= γ′. La desigualdad (10.19) se deduce ahora de (10.18).

Para finalizar definimos H ′
γ = ∪i∈Iγ

[ai, bi] para γ ∈ K y observamos que

m(H ′
γ \Hγ) = m(H ′

γ \ Vγ) ≤ m(Gγ \ Vγ) ≤ ηγ ,

por ser H ′
γ subconjunto de Gγ (10.15) y la elección del abierto relativo Gγ .

Entonces ‖ν(H ′
γ \Hγ)‖ = ‖ν(H ′

γ) − ν(Hγ)‖ ≤ dγ por cómo hemos tomado ηγ

en e) al comienzo de la prueba. En definitiva,∥∥∥∥∥∥ν([a, b])−
∑
γ∈K

ν(Hγ)

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑
γ∈K

(ν(H ′
γ)− ν(Hγ))

∥∥∥∥∥∥
≤

∑
γ∈K

dγ < ε.

De (10.19) deducimos

‖f(P)− ν([a, b])‖ < (3 + 2(b− a))ε

como se queŕıa demostrar. Como X es cerrado en X∗∗, hemos probado que
f : [a, b] −→ X es integrable McShane en [a, b] con integral

∫ b

a
f = ν([a, b]) ∈ X.

El teorema 10.1.2 asegura que f es integrable Pettis. De b) y c) se sigue que
{Vγ}γ∈Γ es un cubrimiento numerable de [a, b] formado por conjuntos medibles.
Aśı, para cada γ ∈ Γ podemos encontrar un conjunto medible V ′

γ ⊂ Vγ de ma-
nera que {V ′

γ}γ∈Γ sea un cubrimiento de [a, b] formado por conjuntos disjuntos
dos a dos. Si E ⊂ [a, b] es medible, cada E ∩ V ′

γ es un subconjunto medible de
Vγ y tenemos

ν(E ∩ V ′
γ)(x∗) =

∫
E∩V ′

γ

x∗f

para cada x∗ ∈ X∗, por (10.12). Además, ν es contablemente aditiva y, por
tanto, ν(E) =

∑
γ∈Γ ν(E ∩ V ′

γ) en la norma de X∗∗. En particular, si x∗ ∈ X∗

ν(E)(x∗) =
∑
γ∈Γ

ν(E ∩ V ′
γ)(x∗) =

∑
γ∈Γ

∫
E∩V ′

γ

x∗f =
∫

E

x∗f.

Esto prueba que ν es la integral indefinida de Pettis de f y completa la demos-
tración.
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Corolario 10.2.3. Sea fn : [a, b] −→ X, n = 1, 2, . . . , una sucesión de funcio-
nes integrables McShane tal que

• converge débilmente hacia f : [a, b] −→ X en casi todo punto y

• para cada E ⊂ [a, b] medible existe el ĺımite

ν(E) = ω − lim
n

∫
E

fn ∈ X.

Entonces f es integrable McShane en [a, b] con integral
∫ b

a
f = ν([a, b]).

Demostración. Cada fn es integrable Pettis (teorema 10.1.2) con integral inde-
finida νn verificando

νn(E) =
∫

E

fn =
∫ b

a

χEfn

para cada E ⊂ [a, b] medible (proposición 10.1.3).
La sucesión de medidas contablemente aditivas (A.4.11) νn : Σ −→ X con-

verge puntualmente en la topoloǵıa débil hacia ν, que, por tanto, es también
contablemente aditiva (proposición A.2.7). El resultado se sigue del teorema
precedente.

Establecemos a continuación un par de teoremas de tipo Vitali para la inte-
gral de McShane y, como consecuencia, el teorema de la convergencia dominada.
Las versiones para la topoloǵıa de la norma fueron probadas por primera vez en
[20, Corolario 2Ja]. El problema para la topoloǵıa débil fue resuelto posterior-
mente por el propio Fremlin en [19, Teorema 4E].

Lema 10.2.4. Sea f : [a, b] −→ X una función integrable McShane. Entonces∥∥∥∥∥
∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ ≤ sup

{∫ b

a

|x∗f | : x∗ ∈ BX∗

}
.

Demostración. Es consecuencia del teorema de Hahn-Banach, teniendo en cuen-
ta que para cada x∗ ∈ X∗∣∣∣∣∣x∗

(∫ b

a

f

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ b

a

x∗f

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|x∗f |

por 10.1.1 y la desigualdad triangular para la integral de Lebesgue.

Teorema 10.2.5. Sea fn : [a, b] −→ X, n = 1, 2, . . . , una sucesión de fun-
ciones integrables McShane que converge débilmente en casi todo punto hacia
f : [a, b] −→ X. Si la familia

F = {x∗fn : n ∈ N, x∗ ∈ BX∗}
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es un subconjunto uniformemente absolutamente continuo de L1[a, b], entonces
f es integrable McShane en [a, b] con integral∫ b

a

f = ω − lim
n

∫ b

a

fn.

Demostración. Para aplicar el teorema 10.2.2 sólo hay que verificar que para
cada E ⊂ [a, b] medible existe el ĺımite

lim
n

∫
E

fn = ν(E) ∈ X∗∗

en la topoloǵıa σ(X∗∗, X∗) y que la medida vectorial aśı definida ν : Σ −→ X∗∗

es contablemente aditiva.
En primer lugar probamos que f es integrable Dunford. Dado x∗ ∈ X∗, la

sucesión {x∗fn}n∈N converge en casi todo punto hacia x∗f y el conjunto de sus
elementos es un subconjunto uniformemente absolutamente continuo de L1[a, b].
El clásico teorema de Vitali A.1.8 nos dice que x∗f ∈ L1[a, b] y

lim
n

∫ b

a

|x∗fn − x∗f | = 0. (10.20)

En particular, f es integrable Dunford.
Sea ν : Σ −→ X∗∗ su integral indefinida. Si E ∈ Σ, entonces para cada

x∗ ∈ X∗

lim
n

x∗
(∫

E

fn

)
= lim

n

∫
E

x∗fn =
∫

E

x∗f = ν(E)(x∗)

por (10.20). Es decir,

σ(X∗∗, X∗)− lim
n

∫
E

fn = ν(E)

para cada E ⊂ [a, b] medible.
Falta ver que ν es contablemente aditiva. Para ello tomamos una sucesión

E1 ⊂ E2 ⊂ . . . en Σ y E = ∪i∈NEi. Observamos que, para cada n ∈ N,

‖ν(E)− ν(En)‖ = ‖ν(E \ En)‖
= sup

x∗∈BX∗
|ν(E \ En)(x∗)|

≤ sup
x∗∈BX∗

∫
E\En

|x∗f |

≤ sup
h∈F

∫
E\En

|h|

porque (10.20) asegura limm

∫
E\En

|x∗fm| =
∫

E\En
|x∗f | para cada x∗ ∈ BX∗ .

Como (En)n∈N es una sucesión creciente con unión E,

lim
n

m(E \ En) = lim
n

(m(E)−m(En)) = 0

y la continuidad absoluta uniforme de la familia F finaliza la prueba.
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Teorema 10.2.6. Sea fn : [a, b] −→ X, n = 1, 2, . . . , una sucesión de funciones
integrables McShane que converge en casi todo punto hacia f : [a, b] −→ X. Si
la familia

F = {x∗fn : n ∈ N, x∗ ∈ BX∗}
es un subconjunto uniformemente absolutamente continuo de L1[a, b], entonces
f es integrable McShane en [a, b] con integral∫ b

a

f = lim
n

∫ b

a

fn.

Demostración. La integrabilidad McShane de f está garantizada por el teorema
precedente. Vamos a demostrar la segunda afirmación a través del corolario
10.2.3, que reduce todo a verificar que para cada E ⊂ [a, b] medible Lebesgue
existe el ĺımite (en norma)

lim
n

∫
E

fn.

Fijado E ⊂ [a, b] medible, veamos que la sucesión
{∫

E
fn

}
n∈N es de Cauchy.

Sea ε > 0 fijo.
Por hipótesis F es uniformemente absolutamente continuo y, aśı, existe η > 0

de manera que

m(H) ≤ η ⇒
∥∥∥∥∫

H

fn

∥∥∥∥ ≤ ε (10.21)

para cada n ∈ N. Para comprobarlo fijamos η > 0 tal que
∫

H
|x∗fn| ≤ ε para

cada H medible de medida menor o igual que η, cada x∗ ∈ BX∗ y n ∈ N.
Podemos aplicar el lema 10.2.4 a cualquier χHfn y obtener∥∥∥∥∥

∫ b

a

χHfn

∥∥∥∥∥ ≤ sup
x∗∈BX∗

∫ b

a

χH |x∗fn| ≤ ε

para cada H ⊂ [a, b] medible con m(H) < η y n ∈ N. Esto prueba (10.21).
Definimos para cada n ∈ N

An = {t ∈ [a, b] : ‖fi(t)− fj(t)‖ ≤ ε para todo i, j ≥ n}. (10.22)

Como limn fn = f en casi todo punto, resulta que A = ∪∞n=1An contiene un
conjunto medible conulo y entonces m∗(A) = b−a. Los An forman una sucesión
creciente y el lema A.1.2 nos dice que limn m∗(An) = b− a. Sea N ∈ N tal que
m∗(AN ) > (b− a)− η. Fijamos G ⊃ AN medible tal que m∗(AN ) = m(G).

Es claro que, para i, j ≥ N ,∥∥∥∥∫
E∩G

fi −
∫

E∩G

fj

∥∥∥∥ ≤ sup
x∗∈BX∗

∫
E∩G

|x∗(fi − fj)|

≤ sup
x∗∈BX∗

∫
G

|x∗(fi − fj)|

≤ m(G)ε
≤ (b− a)ε (10.23)
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por el lema 10.2.4, la definición de AN y G, y el lema A.1.4.
Por otro lado,

m(E \G) ≤ m([a, b] \G) = (b− a)−m(G) = (b− a)−m∗(AN ) < η

y (10.21) implica ∥∥∥∥∥
∫

E\G
fi

∥∥∥∥∥ ≤ ε

para cada i ∈ N. Combinando esta desigualdad con (10.23) resulta∥∥∥∥∫
E

fi −
∫

E

fj

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∫

E∩G

(fi − fj) +
∫

E\G
(fi − fj)

∥∥∥∥∥
≤ ((b− a) + 2)ε

para i, j ≥ N . Esto prueba que la sucesión
{∫

E
fn

}
n

es de Cauchy en norma y
completa la demostración.

Corolario 10.2.7 (Teorema de la convergencia dominada).
Sea fn : [a, b] −→ X, n ∈ N, una sucesión de funciones integrables McShane

que converge (resp. converge débilmente) en casi todo punto hacia una función
f : [a, b] −→ X. Si existe g ∈ L1[a, b] tal que ‖fn‖ ≤ g para cada n ∈ N en casi
todo punto, entonces f es integrable McShane en [a, b] con integral∫ b

a

f = lim
n

∫ b

a

fn

(
resp. ω − lim

n

∫ b

a

fn

)
.

Demostración. La familia

F = {x∗fn : n ∈ N, x∗ ∈ BX∗}

es claramente un subconjunto uniformemente absolutamente continuo de L1[a, b]
(apĺıquese por ejemplo el teorema A.2.4, en su versión escalar [53, Caṕıtulo 6],
a la medida

∫
− g : Σ −→ R).

10.3 Relación con la integral de Bochner

Esta sección está dedicada a completar la serie de relaciones anunciadas al
comienzo del caṕıtulo.

En primer lugar vamos a ver que la integral de McShane extiende a la de
Bochner. Esto fue comentado por primera vez en [43, Sección 14], dentro de un
marco mucho más general que el que nos ocupa. En [22, Teorema 16] aparece
la primera prueba de este hecho en nuestro contexto, a partir del corolario
10.3.4 (que R.A. Gordon demuestra de una manera más elemental que nosotros).
Sin embargo, la siguiente demostración es más sencilla y permite obtener una
conclusión adicional. Sugerida por Di Piazza y Musial en [10], se basa en las
ideas de [19, Teorema 1K].
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Teorema 10.3.1. Sea f : [a, b] −→ X una función integrable Bochner. Enton-
ces:

i) f es integrable McShane y (MS)
∫ b

a
f = (B)

∫ b

a
f .

ii) Para cada ε > 0 existe un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal que

n∑
i=1

∥∥∥∥∥
∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ ε

para cualquier partición parcial de McShane {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}
subordinada a δ.

Demostración. Dado ε > 0, existe una función medible simple g : [a, b] −→ X
tal que

(L)
∫ b

a

‖f − g‖ < ε. (10.24)

La proposición 8.3.1 y el corolario 9.4.2 garantizan la existencia de un calibre
δ : [a, b] −→ R+ tal que para cualquier partición de McShane

P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}

subordinada a δ:
n∑

i=1

∥∥∥∥∥
∫ bi

ai

g − (bi − ai)g(si)

∥∥∥∥∥ < ε y

n∑
i=1

(bi − ai)‖f(si)− g(si)‖ < ε.

Aśı, para cualquier P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} ∈ mΠδ[a, b] tenemos∥∥∥∥∥f(P)− (B)
∫ b

a

f

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

i=1

∥∥∥∥∥(bi − ai)f(si)− (B)
∫ bi

ai

f

∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

(bi − ai)‖f(si)− g(si)‖ +
n∑

i=1

∥∥∥∥∥(bi − ai)g(si)−
∫ bi

ai

g

∥∥∥∥∥
+

n∑
i=1

∥∥∥∥∥(B)
∫ bi

ai

(g − f)

∥∥∥∥∥
< 2ε +

n∑
i=1

∫ bi

ai

‖f − g‖

= 2ε +
∫ b

a

‖f − g‖ < 3ε,

por (10.24). Esta cadena de desigualdades demuestra simultáneamente i) y ii)
(como en la prueba de 8.3.1, basta comprobar ii) para particiones de todo el
intervalo [a, b]).
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Nota 10.3.2. El rećıproco de 10.3.1 es cierto, como mostramos más adelante
(proposición 10.3.9). Aparentemente, el apartado ii) fue probado por primera
vez en [8].

Nuestro próximo objetivo es ver que toda función f : [a, b] −→ X medible
e integrable Pettis es integrable McShane. El primero en observar este hecho
fue R.A. Gordon en [22, Teorema 17]. Nosotros seguiremos la prueba de dicho
art́ıculo, obteniendo el caso particular del corolario 10.3.4 [22, Teorema 15] como
simple consecuencia de 10.2.3, que permite probar el siguiente resultado ([20,
Corolario 2Jb]).

Proposición 10.3.3. Sea f : [a, b] −→ X una función integrable Pettis de
manera que existe un cubrimiento numerable {En}n∈N de [a, b] formado por
subconjuntos medibles tales que fn = χEn

f es integrable McShane para cada
n ∈ N. Entonces f es integrable McShane.

Demostración. Definimos V1 = E1 y Vn+1 = En+1 \ (∪n
i=1Vi) para cada n ∈ N.

Es claro que {Vn}n∈N es un cubrimiento de [a, b] formado por conjuntos medibles
disjuntos dos a dos. Como Vn ⊂ En para cada n ∈ N, podemos aplicar la
proposición 10.1.3 y concluir que

χVnfn = χVnf

es integrable McShane.
Definimos para todo n = 1, 2, . . .

gn = χ∪n
i=1Vif =

n∑
i=1

χVif.

Cada gn es integrable McShane por 8.1.6. Es claro que lim gn(t) = f(t) para
cada t ∈ [a, b]. La proposición quedará probada (en virtud del corolario 10.2.3)
si vemos que para cada E ⊂ [a, b] medible existe, en la topoloǵıa débil, el ĺımite

lim
n

∫
E

gn.

Afirmamos que limn

∫
E

gn = ν(E), donde ν denota la integral indefinida de
Pettis de la función f . En efecto: si x∗ ∈ X∗ y n ∈ N, aplicamos 10.1.1:

x∗
(∫

E

gn

)
= x∗

(∫ b

a

χE∩(∪n
i=1Vi)f

)

=
∫ b

a

x∗
(
χE∩(∪n

i=1Vi)f
)

=
∫

E∩(∪n
i=1Vi)

x∗f

= x∗ (ν (E ∩ (∪n
i=1Vi))) .
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Por el teorema de Hahn-Banach∫
E

gn = ν (E ∩ (∪n
i=1Vi))

para cada n ∈ N. Como f es integrable Pettis, su integral indefinida ν es
contablemente aditiva (A.4.11) y, puesto que ∪∞i=1Vi = [a, b],

lim
n

ν (E ∩ (∪n
i=1Vi)) = ν(E).

Por tanto
lim
n

∫
E

gn = ν(E),

como se queŕıa demostrar.
El corolario 10.2.3 garantiza además que

∫ b

a
f = limn

∫ b

a
gn.

Corolario 10.3.4. Sean {En}n∈N una sucesión de conjuntos medibles disjuntos
de [a, b] y (xn)n∈N una sucesión en X tales que f =

∑∞
n=1 χEn

xn es integrable
Pettis (equivalentemente, la serie

∑
n m(En)xn es incondicionalmente conver-

gente, véase A.4.12). Entonces f es integrable McShane con integral∫ b

a

f =
∞∑

n=1

m(En)xn.

Demostración. Para la integrabilidad basta utilizar la proposición anterior, te-
niendo presente que χEn

f = χEn
xn es integrable McShane para cada n ∈ N

(por 8.3.1) y χ[a,b]\(∪iEi)f = 0 también es integrable McShane.
El último comentario de la demostración de 10.3.3 asegura además que∫ b

a

f = lim
n

∫ b

a

(
n∑

i=1

χEixi

)
= lim

n

n∑
i=1

m(Ei)xi.

Con todos estos preliminares podemos demostrar el siguiente

Teorema 10.3.5. Toda función f : [a, b] −→ X medible e integrable Pettis es
integrable McShane.

Demostración. El teorema de medibilidad de Pettis A.4.2 implica que existen
E ⊂ [a, b] medible conulo y g : [a, b] −→ X σ-simple tales que ‖f(t)− g(t)‖ ≤ 1
para todo t ∈ E. La función f −g es entonces medible y esencialmente acotada,
luego integrable Bochner (por A.4.5). Pero entonces f−g es integrable McShane
(véase 10.3.1) y Pettis (se puede deducir de A.4.10 ó 10.1.2). Esto último implica
(por hipótesis f es integrable Pettis) que g es integrable Pettis. Por el corolario
10.3.4, g es integrable McShane. La proposición 8.1.6 (aplicada a g y f − g)
finaliza la prueba.
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Nota 10.3.6. La medibilidad de f es esencial en el resultado precedente, como
se pone de manifiesto en [20, Ejemplo 3C]. El ejemplo (con X = l∞) hace uso
de la llamada integral de Talagrand, de dificultades técnicas que exceden las
pretensiones de esta memoria, y no se incluye aqúı.

Corolario 10.3.7. Si X es separable, una función f : [a, b] −→ X es integrable
Pettis si y sólo si es integrable McShane.

Demostración. Si f es integrable Pettis cada x∗f es integrable Lebesgue y, en
particular, medible. El teorema de Pettis A.4.2 garantiza la medibilidad de f .
El resultado se sigue entonces de 10.3.5 y 10.1.2.

Para finalizar el caṕıtulo demostramos la caracterización de los espacios de
Banach de dimensión finita que anunciábamos al hablar del lema de Henstock. El
teorema 10.3.1 y los siguientes resultados engloban [54, Teoremas 2 y 3], aunque
damos una demostración distinta que evita la construcción que aparece en la
prueba del segundo teorema citado previamente, ciertamente técnica. Nosotros
logramos el objetivo gracias al teorema de Dvoretzki-Rogers y las ideas de [10,
Lema 3]. Para ello necesitamos el siguiente lema [18, 1.5], que mejora 8.1.1.

Lema 10.3.8. Sean δ : [a, b] −→ R+ un calibre, A ⊂ [a, b] y K un compacto
contenido en [a, b] ∩ (∪t∈A(t− δ(t), t + δ(t))). Existe una partición parcial de
McShane {([ai, bi], si) : 1 ≤ i ≤ n} subordinada a δ tal que K ⊂ ∪n

i=1[ai, bi] y
si ∈ A para cada 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. La compacidad de K reduce la prueba al caso A finito, que
demostramos por inducción en |A|. Si |A| = 0, no hay nada que demostrar (K =
∅ y basta tomar cualquier partición subordinada a δ, véase 8.1.1). Supongamos
que |A| > 0 y la hipótesis de inducción. Sea T ∈ A tal que

T − δ(T ) ≤ t− δ(t)

para cada t ∈ A. Si t ∈ A y t ≤ T , tenemos T − δ(T ) ≤ t − δ(t) < t ≤ T y
entonces (t− δ(t), t + δ(t)) ⊂ (T − δ(T ), T + δ(T )). Si definimos

A0 = {t ∈ A : t > T} y K0 = K ∩ [T + δ(T ),∞),

resulta que K0 es un compacto contenido en [a, b]∩ (∪t∈A0(t− δ(t), t + δ(t))) y
podemos encontrar una partición parcial de McShane subordinada a δ

P0 = {([a′i, bi], si) : i = 1, . . . , n}

tal que si ∈ A0 para cada 1 ≤ i ≤ n y K0 ⊂ ∪n
i=1[a

′
i, bi]. Definimos ai =

max{a′i, T} para cada i = 1, . . . , n y

an+1 = max{a, T − δ(T )}, bn+1 = min{T + δ(T ), b, a1, . . . , an} y sn+1 = T.

Es fácil ver que P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n + 1} es la partición buscada:
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• ai < bi para i = 1, . . . , n. Para verlo suponemos sin pérdida de generalidad
que [a′i, bi] ∩K0 6= ∅ para cada i. Fijado 1 ≤ i ≤ n, tomamos a′i ≤ t ≤ bi

tal que t ∈ K0. Por tanto t ≥ T + δ(T ) y, aśı, bi > T , luego bi > ai.

• Como ai ≥ T para cada i = 1, . . . , n, resulta que bn+1 ≥ T y aśı bn+1 >
an+1 = max{a, T − δ(T )}.

• Observamos que [ai, bi] ⊂ [a′i, bi] para 1 ≤ i ≤ n. Además, bn+1 ≤ ai

para todo i = 1, . . . , n. Por tanto, los subintervalos {[aj , bj ]}1≤j≤n+1 no
se solapan. Es claro también que [ai, bi] ⊂ [si − δ(si), si + δ(si)] para
i = 1, . . . , n + 1 porque P0 está subordinada a δ.

• K ⊂ ∪n+1
i=1 [ai, bi]. En efecto: si w ∈ K, por hipótesis existe t ∈ A tal que

w ∈ (t− δ(t), t + δ(t)). En particular, T − δ(T ) ≤ t− δ(t) < w.

1. Si w ∈ K0, entonces existe 1 ≤ i ≤ n tal que w ∈ [a′i, bi]. Pero
w ≥ T + δ(T ) > T y aśı w ≥ ai. Es decir, w ∈ [ai, bi].

2. Si w 6∈ K0, entonces T − δ(T ) < w < T + δ(T ) y an+1 < w. Si
w ≤ bn+1 ya hemos terminado. En caso contrario, bn+1 < w <
min{b, T + δ(T )} y bn+1 = ai para cierto 1 ≤ i ≤ n. Entonces w ≤ bi

(si no, bi < w < T + δ(T ) contradiciendo que K0 ∩ [a′i, bi] 6= ∅). Por
tanto w ∈ [ai, bi].

Esto completa la prueba.

Proposición 10.3.9. Sea f : [a, b] −→ X una función integrable McShane tal
que para cada ε > 0 existe un calibre δ de manera que

n∑
i=1

∥∥∥∥∥
∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ ε (10.25)

para cada partición parcial de McShane {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} subordinada
a δ. Entonces f es integrable Bochner (y las respectivas integrales coinciden).

Demostración. Comenzamos observando que si g : [a, b] −→ X es integrable
McShane y verifica (10.25), entonces ‖g‖ también es integrable McShane. En
efecto, basta cambiar los valores absolutos por la norma en la prueba de 9.1.1
y aplicar (10.25) en lugar de la forma fuerte del lema de Henstock escalar (pro-
posición 8.2.2).

Para ver que f es integrable Bochner sólo tenemos que comprobar (por A.4.5)
que f es medible Bochner y (L)

∫ b

a
‖f‖ < ∞.

Medibilidad Bochner de f . Por el teorema A.4.2 la prueba se reduce a com-
probar que x∗f es medible para cada x∗ ∈ X∗ (ya lo vimos en 10.1.2) y que f
tiene rango esencialmente separable, es decir, existe E ⊂ [a, b] medible conulo
tal que f(E) es separable.

Sea ν : Σ −→ X la integral indefinida de Pettis de f (toda función integrable
McShane lo es también en el sentido de Pettis, véase 10.1.2). Podemos aplicar
A.4.16 y deducir que

H = span{ν(Σ)}
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es un subespacio cerrado separable de X. Vamos a demostrar que f(t) ∈ H
para casi todo t ∈ [a, b]. Para ello fijamos D ⊂ H denso numerable y definimos

Fr = {t ∈ [a, b] : ‖f(t)− x‖ ≥ r para cada x ∈ D}

para todo r > 0.
Observamos en primer lugar que cada Fr es medible Lebesgue. En efecto:

para cada x ∈ D la función t 7→ f(t) − x es integrable McShane y satisface
la propiedad (10.25) (por 8.1.6 y 8.3.1). Según comentamos al principio de la
prueba, t 7→ ‖f(t)−x‖ es también integrable McShane, luego medible Lebesgue
(véase 9.3.1). Por tanto, Fr es medible (D es numerable).

Se afirma que m(Fr) = 0 para cada r > 0. La regularidad de la medida de
Lebesgue reduce la prueba a comprobar que m(K) = 0 para cualquier compacto
K ⊂ Fr. Sea K un tal compacto y fijemos ε > 0 arbitrario. Por hipótesis existe
un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal que

n∑
i=1

∥∥∥∥∥
∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ ε

para cada partición parcial de McShane {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n} subordinada
a δ. Como K ⊂ Fr, tenemos que

K ⊂ [a, b] ∩ (∪t∈Fr
(t− δ(t), t + δ(t)))

y el lema 10.3.8 garantiza la existencia de una partición parcial {([ai, bi], si) :
i = 1, . . . , n} subordinada a δ tal que si ∈ Fr para cada i = 1, . . . , n y K ⊂
∪n

i=1[ai, bi]. Como D es denso en H y si ∈ Fr, es claro que ‖f(si)−x‖ ≥ r para
cada 1 ≤ i ≤ n y x ∈ H. Por tanto,

rm(K) ≤ r

(
n∑

i=1

(bi − ai)

)

≤
n∑

i=1

(bi − ai)

∥∥∥∥∥ 1
bi − ai

∫ bi

ai

f − f(si)

∥∥∥∥∥
=

n∑
i=1

∥∥∥∥∥
∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ ε

(hemos usado que 1
bi−ai

∫ bi

ai
f ∈ H = span{ν(Σ)}). Es decir, m(K) ≤ ε

r para
cada ε > 0, luego m(K) = 0 y la afirmación queda demostrada.

Sea

F =
∞⋃

n=1

F 1
n
∈ Σ.

Acabamos de ver que m(F ) = 0. Si t ∈ [a, b] \ F , entonces t 6∈ F 1
n

para cada
n ∈ N y existe xn ∈ D tal que ‖f(t)−xn‖ < 1

n . Por tanto f(t) ∈ H (es cerrado).
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Esto demuestra que f ([a, b] \ F ) ⊂ H y finaliza la prueba de la medibilidad de
f (H es separable).

Observamos además que (L)
∫ b

a
‖f‖ < ∞. En efecto: ‖f‖ es integrable

McShane (como vimos al comienzo de la demostración) y, por tanto, integrable
Lebesgue (corolario 9.4.2).

Esto demuestra que f es integrable Bochner. La coincidencia de las integrales
es consecuencia del teorema de Hahn-Banach y la identidad

x∗

(
(MS)

∫ b

a

f

)
= (MS)

∫ b

a

x∗f = (L)
∫ b

a

x∗f = x∗

(
(B)

∫ b

a

f

)

para cada x∗ ∈ X∗ (aplicamos 10.1.1 y 9.4.2).

Aqúı está la prometida caracterización de los espacios de dimensión finita
en términos de la forma fuerte del lema de Henstock.

Teorema 10.3.10. Para un espacio de Banach X son equivalentes:

i) X es de dimensión finita.

ii) Dada f : [a, b] −→ X integrable McShane y fijado ε > 0, existe un calibre
δ : [a, b] −→ R+ de manera que para cada partición parcial de McShane
{([ci, di], si) : i = 1, . . . , n} subordinada a δ

n∑
i=1

∥∥∥∥∥
∫ di

ci

f − (di − ci)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ ε.

iii) Una función f : [a, b] −→ X es integrable McShane si y sólo si es integrable
Bochner.

Demostración. i) ⇒ ii) Sea C > 0 la constante (que sólo depende del espacio
X) proporcionada por la proposición A.7.2. Dado ε > 0, el lema de Henstock
8.2.2 garantiza la existencia de un calibre δ : [a, b] −→ R+ tal que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ Cε

para cualquier partición parcial de McShane P = {([ai, bi], si) : i = 1, . . . , n}
subordinada a δ. Dada una tal partición, podemos aplicar la proposición A.7.2
para obtener S ⊂ {1, . . . , n} tal que

n∑
i=1

∥∥∥∥∥
∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ 1
C

∥∥∥∥∥∑
i∈S

∫ bi

ai

f − (bi − ai)f(si)

∥∥∥∥∥ ≤ ε

porque {([ai, bi], si) : i ∈ S} es una partición parcial subordinada a δ.
ii) ⇒ iii) Es consecuencia de 10.3.1 y 10.3.9.
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iii) ⇒ i) Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita. El teorema de
Dvoretzki-Rogers A.3.3 asegura la existencia de una serie

∑
n xn en X incondi-

cionalmente convergente pero no absolutamente convergente. Fijamos (En)n∈N
una sucesión de subconjuntos medibles disjuntos de [a, b] con medida positiva,
por ejemplo,

En =
(
a +

(
1− 1

2n−1

)
(b− a), a +

(
1− 1

2n

)
(b− a)

)
.

Definimos yn = 1
m(En)xn ∈ X para cada n ∈ N y consideramos f : [a, b] −→ X

la siguiente función σ-simple:

f(t) =
∞∑

n=1

χEn
(t)yn.

La serie
∑

n m(En)yn =
∑

n xn es incondicionalmente convergente y, por el
corolario 10.3.4, f es integrable McShane. Sin embargo, f no es integrable
Bochner. Para verlo basta verificar (proposición A.4.5) que

∫ b

a
‖f‖ = ∞. Esto

se deduce inmediatamente del teorema de la convergencia monótona para la
integral de Lebesgue:∫ b

a

‖f‖ =
∫ b

a

( ∞∑
n=1

χEn
‖yn‖

)
=

∞∑
n=1

m(En)‖yn‖ = ∞,

dado que
∑∞

n=1 ‖xn‖ = ∞. Esto completa la demostración.
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Apéndice A

Complementos

A.1 Medida e integración Lebesgue

Medibilidad de la Derivada de una Función

Lema A.1.1. Sean F : [a, b] −→ R una función continua y f : [a, b] −→ R
una función. Si existe F ′(t) = f(t) en casi todo punto t ∈ [a, b], entonces f es
medible Lebesgue.

Demostración. Sea N ∈ N tal que 1
N < b − a. Para cada n ≥ N definimos

fn : [a, b] −→ R la siguiente función medible (por hipótesis F es continua)

fn(t) := n

(
F

(
t +

1
n

)
− F (t)

)
χ[a,b− 1

n ].

La hipótesis implica que existe limn fn(t) = f(t) en casi todo t ∈ [a, b]. Es
decir, f es ĺımite en casi todo punto de una sucesión de funciones medibles y,
por tanto, es medible Lebesgue.

Medida Exterior de Lebesgue

Lema A.1.2. Sea A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ [a, b] una sucesión de conjuntos tal que
m∗ (∪∞n=1An) = b− a. Entonces

lim
n

m∗(An) = b− a.

Demostración. Tomamos para cada n ∈ N un conjunto medible An ⊂ Gn ⊂
[a, b] tal que m(Gn) = m∗(An).

En primer lugar observamos que m(Gn \ Gm) = 0 para todo n ≤ m. En
efecto: An ⊂ Am ⊂ Gm, luego An ⊂ Gn ∩ Gm ⊂ Gn y tomando medidas
exteriores m∗(An) ≤ m(Gn ∩Gm) ≤ m(Gn). Entonces m(Gn) = m(Gn ∩Gm)
para todo n ≤ m y, aśı,

m(Gn \Gm) = m(Gn \Gm ∩Gn) = m(Gn)−m(Gm ∩Gn) = 0.

119
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Definimos Hn = ∪n
i=1Gi ∈ Σ para n = 1, 2, . . . . Es claro que ∪∞n=1Hn =

∪∞i=1Gi ⊃ ∪∞i=1Ai. Por tanto, b− a = m∗ (∪∞i=1Ai) ≤ m (∪∞n=1Hn) ≤ b− a y aśı
m (∪∞n=1Hn) = b− a, luego limn m(Hn) = b− a.

Para acabar la prueba demostramos que

m∗(An) = m(Gn) = m(Hn)

para cada n ∈ N. En efecto:

m(Hn)−m(Gn) = m(Hn \Gn) = m (∪n
i=1(Gi \Gn)) ≤

n∑
i=1

m(Gi \Gn) = 0

por la primera afirmación.

Lema A.1.3. Sean A ⊂ G ⊂ R con G medible tal que m∗(A) = m(G). Si
B ⊂ G es medible, entonces

m∗(A ∩B) = m(B).

Demostración. La medibilidad de B implica

m∗(A ∩B) + m∗(A \B) = m∗(A) = m(G) = m(B) + m(G \B).

Como A ⊂ G, m(B) = m(B ∩G) ≥ m∗(B ∩ A) y m(G \ B) ≥ m∗(A \ B). Por
tanto

m(B) = m∗(A ∩B) y m(G \B) = m∗(A \B).

Lema A.1.4. Sean A ⊂ G ⊂ R y f : G −→ [0,∞) una función tales que

• G es medible y m∗(A) = m(G);

• f es medible y f(t) ≤ M para todo t ∈ A.

Entonces
∫

G
f ≤ m(G)M .

Demostración. El teorema de la convergencia monótona y la posibilidad de apro-
ximar la función medible f por una sucesión creciente de funciones medibles
simples reduce la prueba al caso f simple. Si escribimos f =

∑
i χBibi, entonces∫

G
f =

∑
i bim(G ∩ Bi). Si m(G ∩ Bi) > 0, entonces Bi ∩ A 6= ∅ (véase A.1.3)

y bi ≤ M . Esto completa la prueba.

Lema A.1.5. Sean A ⊂ G ⊂ R, con G medible y m∗(A) = m(G). Supongamos
que fn : G −→ K, n = 1, 2, . . . , es una sucesión de funciones medibles tal que

i) converge hacia f : G −→ K en casi todo punto de G y

ii) existe g ∈ L1(G) tal que |fn| ≤ g en todo punto de A para cada n ∈ N.

Entonces f ∈ L1(G) y limn

∫
G
|fn − f | = 0.



A.1. MEDIDA E INTEGRACIÓN LEBESGUE 121

Demostración. Por el teorema de la convergencia dominada sólo hay que ga-
rantizar la existencia de un conjunto medible E ⊂ G tal que m(G \ E) = 0 y
|fn| ≤ g en cada punto de E para cada n ∈ N.

Definimos

Bk,n =
{

t ∈ G : |fn(t)| − g(t) ≥ 1
k

}
,

que es medible Lebesgue para cada k, n ∈ N. Aplicamos A.1.3:

m(Bk,n) = m∗(A ∩Bk,n) = m∗(∅) = 0

por ii), para cada k, n ∈ N. Por tanto,

B =
⋃

k,n∈N
Bk,n

es un conjunto medible de medida nula tal que |fn| ≤ g(t) para cada t ∈ G \B
y n ∈ N. Esto completa la prueba.

Conjuntos Uniformemente Integrables

Definición A.1.6. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida. Se dice que un sub-
conjunto F ⊂ L1(µ) es uniformemente absolutamente continuo si para cada
ε > 0 existe un δ > 0 tal que todo E ∈ Σ de medida menor que δ satisface∫

E
|f | < ε para cualquier f ∈ F . Si además F es ‖.‖1-acotado, lo llamaremos

uniformemente integrable.

Podemos adaptar [11, Teorema VII.14] al caso de la medida de Lebesgue en
[a, b] y obtener la siguiente versión del criterio de Dieudonné-Grothendieck.

Teorema A.1.7. Un subconjunto K ⊂ L1[a, b] es uniformemente absolutamen-
te continuo si y sólo si para cada sucesión de abiertos disjuntos (Gn)n∈N de
[a, b]

lim
n

sup
f∈K

∫
Gn

|f | = 0.

El siguiente resultado es clásico [29, 13.38].

Teorema A.1.8 (Vitali). Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida finita. Sea
f1, f2, . . . una sucesión en L1(µ) tal que

• converge en casi todo punto a una función medible f : Ω −→ K y

• {fn}n∈N es uniformemente absolutamente continuo.

Entonces f ∈ L1(µ) y limn ‖fn − f‖1 = 0.

Separabilidad de los Espacios Lp.

Definición A.1.9. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida finita. Su seudométrica
asociada es la aplicación d : Σ × Σ −→ R dada por d(A,B) = µ(A∆B). En
estas condiciones (Σ, d) es un espacio seudométrico. Lo llamaremos espacio
seudométrico asociado al espacio de medida (Ω,Σ, µ).
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El siguiente resultado puede encontrarse en [7, Proposición 3.4.5.].

Proposición A.1.10. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida σ-finita y 1 ≤ p < ∞.
Si Σ es contablemente generada (i.e. existe un subconjunto contable suyo S de
modo que Σ es la menor σ-álgebra en Ω que contiene a S), entonces (Lp(µ), ‖.‖p)
es separable.

Si (Ω,Σ, µ) es cualquier espacio de medida finita y (Σ, d) su seudométrico
asociado, podemos definir i : (Σ, d) −→ L1(µ) mediante i(E) = χE . Es in-
mediato que i preserva distancias. Si además Σ es contablemente generada,
el resultado previo nos dice que L1(µ) es ‖.‖1-separable y, por tanto, i(Σ) es
‖.‖1-separable. Como i conserva distancias, es claro que (Σ, d) es separable.

Corolario A.1.11. Sean Σ y m la σ-álgebra y medida de Lebesgue en un in-
tervalo [a, b] ⊂ R. El espacio seudométrico asociado a ([a, b],Σ,m) es separable.

Demostración. La σ-álgebra de Borel B([a, b]) es contablemente generada (por
ejemplo, por la colección de los intervalos contenidos en [a, b] de extremos ra-
cionales) y, por tanto, el espacio seudométrico asociado a ([a, b],B([a, b]),m)
es separable. Sea S un subconjunto denso numerable de dicho espacio seu-
dométrico.

Si E ∈ Σ, existe B ∈ B([a, b]) tal que B ⊂ E y m(E) = m(B) (véase [7,
Caṕıtulo 1]). Podemos encontrar una sucesión (Bn)n∈N de elementos de S tal
que

lim
n

m(Bn∆B) = 0.

Basta observar ahora que

m(Bn∆E) = m(Bn \ E) + m(Bn ∩ E)
≤ m(Bn \B) + m(Bn ∩B) + m(Bn ∩ (E \B)) = m(Bn∆B)

para cada n ∈ N. Esto prueba que S también es denso en el seudométrico
asociado a ([a, b],Σ,m).

A.2 Medidas vectoriales

Un álgebra en un conjunto Ω es una familia no vaćıa de subconjuntos de
Ω cerrada para complementarios y uniones finitas. Si es cerrada para uniones
numerables se dice σ-álgebra.

Definición A.2.1. Sea F un álgebra en el conjunto Ω y G : F −→ X una
aplicación. Se dice que G es una medida vectorial si para cada par de elementos
disjuntos A y B de F se cumple

G(A ∪B) = G(A) + G(B).

Dicha medida vectorial se llama contablemente aditiva si para cada sucesión de
elementos disjuntos E1, E2, · · · ∈ F tales que ∪∞n=1En ∈ F , entonces

G(∪∞n=1En) =
∞∑

n=1

G(En).
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En lo que sigue todas las álgebras estarán definidas sobre un conjunto Ω.

Definición A.2.2. Sea G una medida vectorial definida en un álgebra F con
valores en X. Dado E ∈ F

i) Se llama variación de G en E a

|G|(E) = sup{
n∑

i=1

‖G(Ei)‖ : E = ∪n
i=1Ei, Ei ∈ F disjuntos dos a dos}.

ii) Se llama semivariación de G en E a

‖G‖(E) = sup{|x∗G|(E) : x∗ ∈ BX∗}

(cada x∗G es una medida vectorial con valores en K).

A continuación exponemos una serie de resultados que empleamos en la
memoria. El lector interesado puede consultar las demostraciones en el primer
caṕıtulo de [13].

Proposición A.2.3. Para una medida vectorial G : F −→ X son equivalentes:

i) Para cada sucesión (En)n∈N de elementos disjuntos del álgebra F la serie∑∞
n=1 G(En) es convergente en norma.

ii) Para cada sucesión (En)n∈N de elementos disjuntos del álgebra F

lim
n

sup
x∗∈BX∗

∣∣∣∣∣
∞∑

m=n

x∗G(Em)

∣∣∣∣∣ = 0.

iii) Si (En)n∈N son elementos disjuntos de F , entonces limn ‖G(En)‖ = 0.

iv) Si (En)n∈N son elementos disjuntos de F , entonces limn ‖G‖(En) = 0.

v) Para cada sucesión (En)n∈N de elementos disjuntos del álgebra F

lim
n

sup
x∗∈BX∗

( ∞∑
m=n

|x∗G|(Em)

)
= 0.

Una medida G que cumpla estas condiciones se dice fuertemente aditiva.

De aqúı en adelante F denotará una σ-álgebra en un conjunto Ω.

Teorema A.2.4. Sea (Ω,F , µ) un espacio de medida finita. Para una medida
vectorial contablemente aditiva G : F −→ X son equivalentes:

i) G(E) = 0 para cada E ∈ F tal que µ(E) = 0.
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ii) Dado ε > 0, existe un δ > 0 de manera que si E ∈ F satisface µ(E) < δ,
entonces ‖G(E)‖ < ε.

En tal caso, G se dice µ-continua (o absolutamente continua respecto de µ), y
lo denotamos mediante G � µ.

Proposición A.2.5. Sean (Ω,F , µ) un espacio de medida finita, X un espacio
de Banach y G : F −→ X una medida vectorial que satisface la condición ii)
del teorema A.2.4. Entonces, G es contablemente aditiva.

Demostración. Si {En}n∈N es una sucesión de conjuntos medibles disjuntos, la
serie

∑∞
n=1 µ(En) es convergente (hacia µ (∪∞n=1En)) y

lim
N

µ (∪n≥NEn) = 0.

Por la hipótesis, limN G (∪n≥NEn) = 0 en X y, aśı,

lim
N

∥∥∥∥∥G (∪∞n=1En)−
N−1∑
k=1

G(Ek)

∥∥∥∥∥ = lim
N
‖G (∪n≥NEn)‖ = 0

gracias a la aditividad finita de G.

Sucesiones de Medidas Vectoriales

Teorema A.2.6 (Vitali-Hahn-Saks). Sea Gn : F −→ K, n = 1, 2, . . . una
sucesión de medidas escalares contablemente aditivas tales que para cada E ∈ F
existe el ĺımite

lim
n

Gn(E) = G(E) ∈ K.

Entonces, G : F −→ K es una medida escalar contablemente aditiva.

Para una elegante demostración de este teorema, basada en el teorema de la
categoŕıa de Baire, consúltese [14, III.7.4].

Proposición A.2.7. Sea Gn : F −→ X, n = 1, 2, . . . una sucesión de medidas
vectoriales contablemente aditivas de manera que para cada E ∈ F existe el
ĺımite

ω − lim
n

Gn(E) = G(E).

Entonces, G : Σ −→ X es una medida contablemente aditiva.

Demostración. Si x∗ ∈ X∗, la sucesión de medidas escalares contablemente adi-
tivas {x∗Gn}n∈N satisface la hipótesis del teorema de Vitali-Hahn-Saks (A.2.6)
y, por tanto, x∗G : Σ −→ K es contablemente aditiva. Entonces para cada
sucesión de elementos disjuntos de F , digamos (En)n∈N, se cumple

x∗ (G (∪∞i=1Ei)) =
∞∑

i=1

x∗G(Ei)
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para todo x∗ ∈ X∗. Es decir,

G (∪∞i=1Ei) = ω −
∞∑

i=1

G(Ei).

Esto prueba que, dada cualquier sucesión (En)n∈N de elementos disjuntos de F
y cualquier subsucesión n1 < n2 < · · · ∈ N, la serie

∑∞
k=1 G(Enk

) es débilmente
convergente. Por el teorema de Orlicz-Pettis A.3.4, la serie

∑∞
n=1 G(En) es

incondicionalmente convergente, en particular convergente hacia su ĺımite débil
G (∪∞i=1Ei). Esto completa la demostración.

A.3 Series incondicionalmente convergentes

Una serie
∑

n xn en un espacio de Banach X se dice incondicionalmente
convergente si satisface las siguientes condiciones equivalentes [17, Caṕıtulo 1]:

i) Si π : N −→ N es cualquier biyección, la serie
∑∞

k=1 xπ(k) es convergente.

ii) Para cada sucesión n1 < n2 < · · · ∈ N la serie
∑∞

k=1 xnk
es convergente.

iii) Existe x ∈ X tal que para cada ε > 0 podemos encontrar un F0 ⊂ N finito
de manera que ∥∥∥∥∥∑

i∈F

xi − x

∥∥∥∥∥ < ε

para cualquier F0 ⊂ F ⊂ N finito.

En tal caso, x es la suma de cualquier serie de las que aparecen en i).

Lemas Elementales

Lema A.3.1. Sea
∑

n xn una serie incondicionalmente convergente en el espa-
cio de Banach X. Dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

∞∑
n=N

|x∗(xn)| < ε

para todo x∗ ∈ BX∗ .

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que existe a > 0 tal que
para cada n ∈ N existe x∗n ∈ BX∗ de manera que∑

k≥n

|x∗n(xk)| ≥ a.

Es posible encontrar entonces una sucesión creciente n1 < n2 < . . . tal que∑nk+1−1
i=nk

|x∗nk
(xi)| ≥ a

2 para cada k ∈ N. La proposición A.7.1 nos permite
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extraer subconjuntos Sk ⊂ {nk, nk + 1, . . . , nk+1 − 1} tales que

π

∣∣∣∣∣∑
i∈Sk

x∗nk
(xi)

∣∣∣∣∣ = π

∣∣∣∣∣x∗nk

(∑
i∈Sk

xi

)∣∣∣∣∣
≥

nk+1−1∑
i=nk

|x∗nk
(xi)| ≥ a

2
.

De aqúı ∥∥∥∥∥∑
i∈Sk

xi

∥∥∥∥∥ ≥ a

2π

para cada k ∈ N. Esto contradice la convergencia incondicional de
∑

n xn.

Lema A.3.2. Dada una serie
∑

n xn incondicionalmente convergente en el
espacio de Banach X y dados a1, a2, · · · ∈ K de módulo ≤ 1, la serie

∑
n anxn

es incondicionalmente convergente.

Demostración. Sea π : N −→ N una biyección cualquiera. Vamos a demostrar
que la serie

∑∞
n=1 aπ(n)xπ(n) es convergente en X aplicando el criterio de Cauchy.

Fijado ε > 0, el lema A.3.1 nos proporciona N ∈ N tal que

∑
k≥N

|x∗(xk)| < ε (A.1)

para cada x∗ ∈ BX∗ . Tomamos K ∈ N tal que π(k) ≥ N para cada k ≥ K.
Dados K ≤ n ≤ m en N, existe (por el teorema de Hahn-Banach) x∗n,m ∈ BX∗

tal que ∣∣∣∣∣x∗n,m

(
m∑

k=n

aπ(k)xπ(k)

)∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥

m∑
k=n

aπ(k)xπ(k)

∥∥∥∥∥ .

De (A.1) se deduce∥∥∥∥∥
m∑

k=n

aπ(k)xπ(k)

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

k=n

|x∗n,m(xπ(k))| < ε

para cada K ≤ n ≤ m. Esto completa la prueba.
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Teoremas Básicos

Teorema A.3.3 (Dvoretzki-Rogers). Un espacio de Banach X es de di-
mensión finita si y sólo si toda serie

∑
n xn incondicionalmente convergente es

absolutamente convergente (es decir,
∑

n ‖xn‖ < ∞).

Demostración. Puede encontrarse en [11, Caṕıtulo VI].

Los dos siguientes resultados se obtienen en [13, Corolarios 4-5] como apli-
cación de la teoŕıa de medidas vectoriales:

Teorema A.3.4 (Orlicz-Pettis). Sea
∑

n xn una serie en el espacio de Ba-
nach X de tal manera que para cualquier sucesión n1 < n2 < · · · ∈ N la serie

∞∑
k=1

xnk

es débilmente convergente. Entonces, la serie
∑

n xn es incondicionalmente
convergente.

Teorema A.3.5 (Bessaga-Pelczynski). Para un espacio de Banach X son
equivalentes:

i) X no contiene subespacios isomorfos a c0.

ii) Cualquier serie
∑

n xn en X que cumpla

∞∑
n=1

|x∗(xn)| < ∞ para todo x∗ ∈ X∗

es incondicionalmente convergente.

A.4 Medibilidad, integral de Bochner y Pettis

El lector puede encontrar una introducción básica a estos temas en [13,
Caṕıtulo II]. En lo que sigue (Ω,Σ, µ) es un espacio de medida finita y X un
espacio de Banach.

A.4.1 Medibilidad e integración Bochner

Una función f : Ω −→ X se dice simple si existen x1, . . . , xn ∈ X y
A1, . . . , An ∈ Σ tales que f =

∑n
i=1 χAixi. Diremos que f es σ-simple si existe

una sucesión x1, x2, · · · ∈ X y otra sucesión A1, A2, . . . de conjuntos medibles
disjuntos dos a dos tales que f =

∑∞
i=1 χAi

xi.

Definición A.4.1. Se dice que f es fuertemente medible, medible Bochner o
µ-medible si existe una sucesión de funciones simples (fn)n∈N tal que

lim
n

fn(w) = f(w) en casi todo w ∈ Ω.
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El siguiente resultado [13, Teorema 1, Corolario 2] juega un papel funda-
mental.

Teorema A.4.2 (De medibilidad de Pettis). Las siguientes condiciones
son equivalentes:

i) f es medible Bochner.

ii) x∗f : Ω −→ K es µ-medible para cada x∗ ∈ X∗ y existe E ∈ Σ conulo (es
decir µ(Ω \ E) = 0) tal que f(E) es separable.

iii) Existe una sucesión de funciones σ-simples (gn)n∈N que converge unifor-
memente hacia f en un conjunto medible conulo.

El conjunto de las funciones medibles Bochner de Ω en X es un espacio
vectorial (con las operaciones obvias) que contiene a las funciones simples y σ-
simples y es cerrado para ĺımites de sucesiones convergentes en casi todo punto.
Si f : Ω −→ X es medible Bochner, entonces ‖f‖ es µ-medible.

Nota A.4.3. Dada una función f : Ω −→ K, diremos que es medible si
f−1(A) ∈ Σ para cada abierto A ⊂ K. En general la medibilidad Bochner
es más débil: f es µ-medible si y sólo si coincide en casi todo punto con una
función medible. Ambos conceptos coinciden cuando el espacio de medida es
completo (en el sentido de [7, Caṕıtulo 1]), en particular si Ω = [a, b], Σ es la
σ-álgebra de Lebesgue y µ = m es la medida de Lebesgue.

Integral de Bochner

Si f : Ω −→ [0,∞) es medible Bochner, entonces coincide en casi todo punto
con una función medible no negativa g. Podemos definir la integral de f como

(B)
∫

Ω

f dµ = (L)
∫

Ω

g dµ,

donde (L) denota la integral clásica de Lebesgue [53, Caṕıtulo 1].
Sea f =

∑n
i=1 χAi

xi una función simple. Se define la integral de Bochner de
f como ∫

Ω

f dµ =
n∑

i=1

µ(Ai)xi.

Definición A.4.4. Una función f : Ω −→ X medible Bochner se dice integrable
Bochner si existe una sucesión de funciones simples (fn)n∈N tal que

lim
n

(B)
∫

Ω

‖f − fn‖ dµ = 0.

En tal caso, existe el ĺımite limn

∫
Ω

fn dµ (la integral de Bochner de f) y no
depende de la sucesión (fn). Se denotará por

∫
Ω

f dµ, (B)
∫
Ω

f dµ ó
∫

f si no
hay posibilidad de confusión.
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El conjunto L1(µ,X) de las funciones de Ω en X integrables Bochner es un
espacio vectorial (con las operaciones naturales) y la integral es una forma lineal
sobre él. Si f es integrable Bochner, entonces para cada x∗ ∈ X∗ la composición
x∗f es integrable Bochner con integral

(B)
∫

Ω

x∗f dµ = x∗
(

(B)
∫

Ω

f dµ

)
.

Si f es integrable Bochner y E ∈ Σ, entonces g = χEf es integrable Bochner
en Ω y f �E es integrable Bochner con respecto a (E,ΣE , µE) (ambas integrales
coinciden).

La siguiente caracterización es bastante útil [13, Teorema II.2.2].

Proposición A.4.5. Para una función medible Bochner f : Ω −→ X son
equivalentes

i) Es integrable Bochner.

ii) (B)
∫
Ω
‖f‖ dµ < ∞.

En tal caso,
∥∥(B)

∫
Ω

fdµ
∥∥ ≤ (B)

∫
Ω
‖f‖ dµ.

La aplicación ‖.‖1 : L1(µ,X) −→ R definida por

‖f‖1 = (B)
∫

Ω

‖f‖

es una seminorma. El espacio normado cociente, que denotaremos por L1(µ,X),
es un espacio de Banach.

Nota A.4.6. Una función f : [a, b] −→ K es integrable en sentido Bochner si
y sólo si es integrable Lebesgue.

A.4.2 Integral de Pettis

Definición A.4.7. Se dice que f : Ω −→ X es

i) escalarmente medible si la composición x∗f es medible para cada x∗ ∈ X∗;

ii) integrable Dunford si para cada x∗ ∈ X∗ la composición x∗f : Ω −→ K es
integrable Bochner;

iii) integrable Pettis si es integrable Dunford y para cada E ∈ Σ existe un
ν(E) ∈ X tal que

x∗(ν(E)) =
∫

E

x∗f

para todo x∗ ∈ X∗.
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El siguiente resultado es básico [13, Lema II.3.1].

Proposición A.4.8. Sea f : Ω −→ X integrable Dunford. Se verifica:

i) Existe K > 0 tal que ∫
Ω

|x∗f | dµ ≤ K

para cada x∗ ∈ BX∗ .

ii) Si E ∈ Σ y definimos ν(E) : X∗ −→ K mediante

ν(E)(x∗) =
∫

E

x∗f,

entonces ν(E) ∈ X∗∗.

La aplicación ν : Σ −→ X∗∗ se llama integral indefinida de f (de Dunford o
Pettis). Es claro que f es integrable Pettis si y sólo si ν toma valores en X.

Lema A.4.9. Sea f : Ω −→ X una función tal que f : Ω −→ X̃ es integrable
Pettis, donde X̃ denota el espacio de Banach real asociado de manera natural
a X. Entonces f : Ω −→ X es integrable Pettis.

Demostración. Sea ν : Σ −→ X la integral indefinida de f : Ω −→ X̃. Si
x∗ ∈ X∗, entonces u = <(x∗) ∈ X̃∗ (lema A.7.4) y

x∗(x) = u(x)− iu(ix)

para cada x ∈ X. Es claro que la función v : X −→ R dada por v(x) = u(ix) es
un elemento de X̃∗ y, aśı, uf, vf ∈ L1(µ). Por tanto, x∗(f) = uf − ivf ∈ L1(µ)
y para cada E ∈ Σ ∫

E

x∗f =
∫

E

(uf − ivf)

=
∫

E

uf − i

∫
E

vf

= u(ν(E))− iv(ν(E))
= x∗(ν(E)).

Esto prueba que f : Ω −→ X es integrable Pettis.

Proposición A.4.10. Toda función f : Ω −→ X integrable Bochner es inte-
grable Pettis y

ν(E) = (B)
∫

E

f dµ

para cada E ∈ Σ.

El siguiente teorema (consecuencia del teorema de Orlicz-Pettis A.3.4) con-
tiene una de las propiedades más interesantes de la integral de Pettis. Para la
prueba puede consultarse [13, Teorema II.3.5].
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Teorema A.4.11. Si f : Ω −→ X es integrable Pettis, su integral indefinida
ν : Σ −→ X es una medida vectorial contablemente aditiva.

La siguiente proposición caracteriza cuándo una función σ-simple es integra-
ble Pettis.

Proposición A.4.12. Sean (Ω,Σ, µ) un espacio de medida finita y (En)n∈N
una sucesión de conjuntos medibles disjuntos. Dada una sucesión (xn)n∈N en
el espacio de Banach X, definimos la siguiente función σ-simple de Ω en X

f =
∞∑

n=1

χEn
xn.

Son equivalentes:

i) f es integrable Pettis.

ii) La serie
∑

n µ(En)xn es incondicionalmente convergente en X.

Demostración. i) ⇒ ii) Denotamos por ν : Ω −→ X a la integral indefinida de
Pettis de f . Dada cualquier biyección π : N −→ N vamos a demostrar que

∞∑
k=1

µ(Eπ(k))xπ(k) = ν (∪∞i=1Ei) .

Para ello comenzamos observando que

N∑
k=1

µ(Eπ(k))xπ(k) = ν
(
∪N

k=1Eπ(k)

)
. (A.2)

para cada N ∈ N. En efecto, si x∗ ∈ X∗ entonces:

x∗
(
ν
(
∪N

k=1Eπ(k)

))
=
∫
∪N

k=1Eπ(k)

x∗f dµ =

∫
Ω

(
N∑

k=1

χEπ(k)x
∗(xπ(k))

)
dµ =

N∑
k=1

µ(Eπ(k))x∗(xπ(k)) =

= x∗

(
N∑

k=1

µ(Eπ(k))xπ(k)

)
.

Ahora (A.2) es consecuencia del teorema de Hahn-Banach.
La aditividad contable de ν (véase A.4.11) permite pasar al ĺımite en (A.2)

y obtener

lim
N

N∑
k=1

µ(Eπ(k))xπ(k) = lim
N

ν
(
∪N

k=1Eπ(k)

)
= ν (∪∞i=1Ei) ,

como se queŕıa demostrar.
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ii) ⇒ i) En primer lugar debemos verificar que f es integrable Dunford.
Para ello tomamos x∗ ∈ X∗ arbitrario. Es claro que x∗f =

∑∞
n=1 χEn

x∗(xn)
es medible Lebesgue. Para ver que es integrable empleamos el teorema de la
convergencia monótona:

(L)
∫

Ω

|x∗f | dµ =
∞∑

n=1

|x∗(xn)|µ(En),

y esta serie es convergente porque la serie

∞∑
n=1

µ(En)x∗(xn)

es incondicionalmente convergente en K ya que la serie
∑

n µ(En)xn es incon-
dicionalmente convergente en X por hipótesis. Esto prueba que f es integrable
Dunford.

Para probar que f es integrable Pettis tomamos E ∈ Σ arbitrario. Vamos a
demostrar que

ν(E) =
∞∑

n=1

µ(En ∩ E)xn ∈ X,

donde ν es la integral indefinida de Dunford de f . En efecto: la convergencia
de esta última serie está garantizada por el lema A.3.2 (simplemente hay que
utilizar que µ(En ∩ E) ≤ µ(En) para cada n). Si x∗ ∈ X∗, entonces

x∗

( ∞∑
n=1

µ(En ∩ E)xn

)
=

∞∑
n=1

µ(En ∩ E)x∗(xn)

=
∞∑

n=1

∫
E

χEnx∗(xn) dµ

=
∫

E

x∗f dµ = ν(E)(x∗),

donde la penúltima igualdad es consecuencia del teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue (x∗f ∈ L1(µ) y

∑N
n=1 χEn

|x∗(xn)| ≤ |x∗f | para todo N).
Por tanto, ν(E) =

∑∞
n=1 µ(En ∩E)xn ∈ X y la proposición queda demostrada.

Caracterizaciones de la Integrabilidad Pettis

Definición A.4.13. Sea f una función de un conjunto Ω en un espacio de
Banach X. Se define

Zf = {x∗f : x∗ ∈ BX∗} ⊂ KΩ.

El siguiente teorema es una caracterización bien conocida de la integrabilidad
Pettis. Para la prueba consúltese [55, Teorema 4-2-3].
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Teorema A.4.14. Sean (Ω,Σ, µ) un espacio de medida finita y f : Ω −→ X una
función integrable Dunford. Denotemos por τp la topoloǵıa de la convergencia
puntual en KΩ. Son equivalentes:

i) f es integrable Pettis.

ii) La inclusión natural i : (Zf , τp) −→ (L1(µ), ω) es continua.

Si el espacio de medida es [a, b] dotado de la σ-álgebra y medida de Lebesgue,
disponemos del siguiente criterio. La prueba es una versión ampliada de la que
podemos encontrar en [20, Proposición 2B].

Teorema A.4.15 (Drewnowski, Fremlin, Mendoza).
Sea f : [a, b] −→ X una función integrable Dunford (con integral indefinida ν)
tal que ν(I) ∈ X para cada intervalo cerrado I ⊂ [a, b]. Son equivalentes:

i) f es integrable Pettis.

ii) Para cada sucesión de intervalos cerrados (In)n∈N contenidos en [a, b] que
no se solapen, la serie

∑∞
n=1 ν(In) converge en X.

iii) Zf ⊂ L1[a, b] es uniformemente absolutamente continuo.

iv) ν : Σ −→ X∗∗ es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue.

v) ν : Σ −→ X∗∗ es contablemente aditiva.

Demostración. i) ⇒ ii) Basta observar que {int(In)}n∈N es una sucesión de
subconjuntos medibles disjuntos tales que ν(int(In)) = ν(In) para todo n, y
aplicar la aditividad contable de ν (A.4.11).

ii) ⇒ iii) Nos basamos en el criterio de Dieudonné-Grothendieck (teorema
A.1.7). Para ello consideramos una sucesión arbitraria de abiertos de [a, b]
disjuntos, G1, G2, . . . . Necesitamos ver que

lim
n

sup
{∫

Gn

|x∗f | : x∗ ∈ BX∗

}
= 0, (A.3)

para lo cual basta comprobar que dada cualquier sucesión (x∗n)n∈N se cumple
wn =

∫
Gn
|x∗nf | → 0 cuando n → ∞. Dada una tal sucesión, fijamos n ∈ N y

afirmamos que existe Fn ⊂ Gn unión finita de subintervalos abiertos disjuntos
de [a, b] tal que ∫

Fn

|x∗nf | ≥ wn −
1
n

. (A.4)

En efecto: podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada Gn ⊂ (0, 1)
y, como todo abierto de R es unión numerable de sus componentes conexas,
escribimos Gn = ∪kGn,k, donde los Gn,k son intervalos abiertos disjuntos. Como
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x∗nf ∈ L1[a, b], la medida
∫
− |x

∗f | : Σ −→ [0,∞) es contablemente aditiva. Por
tanto

lim
N

∫
∪N

k=1Gn,k

|x∗nf | = lim
N

N∑
k=1

∫
Gn,k

|x∗nf | =
∫

Gn

|x∗nf | = wn

y podemos tomar Fn = ∪Nn

k=1Gn,k para un adecuado Nn.
Por otro lado, tenemos

‖ν‖(Fn) = sup
f∈BX∗∗∗

|fν|(Fn) ≥ sup
x∗∈BX∗

|νx∗ |(Fn),

donde νx∗ : Σ −→ K es la medida escalar contablemente aditiva definida por

νx∗(E) = ν(E)(x∗) =
∫

E

x∗f

para cada E ∈ Σ. Es conocido (véase [53, Caṕıtulo 6]) que su variación es
|νx∗ |(E) =

∫
E
|x∗f | y (A.4) implica

‖ν‖(Fn) ≥ sup
x∗∈BX∗

∫
Fn

|x∗f | ≥
∫

Fn

|x∗nf | ≥ wn −
1
n

para cada n ∈ N.
Por tanto, para demostrar que lim wn = 0 basta ver que la medida vectorial

ν : F −→ X es fuertemente aditiva (proposición A.2.3), donde F denota el
álgebra de subconjuntos de [0, 1] engendrada por los intervalos (está formada
por ∅ y las uniones finitas de subintervalos –también unipuntuales– de [0, 1]).
Observamos que Fn ∈ F para todo n ∈ N.

Para ello fijamos una sucesión {En}n∈N de elementos disjuntos de F . Cada
miembro de F es una unión finita de intervalos disjuntos (quizás unipuntuales) y
podemos encontrar una sucesión de intervalos disjuntos I1, I2, . . . (quizás alguno
unipuntual) y una sucesión 1 = n1 < n2 < · · · ∈ N tales que Ek = ∪nk+1−1

i=nk
Ii

para cada k ∈ N. Se aprecia que I1, I2, . . . es una sucesión de intervalos ce-
rrados que no se solapan (quizás alguno unipuntual) y la hipótesis implica que∑∞

i=1 ν(Ii) converge en X. Por tanto

∞∑
k=1

ν(Ek) =
∞∑

k=1

nk+1−1∑
i=nk

ν(Ii)

converge en norma. Esto prueba que ν : F −→ X es fuertemente aditiva y
completa la demostración de ii) ⇒ iii).

iii) ⇒ iv) Basta tener en cuenta que ν(E) ∈ X∗∗ para cada E ∈ Σ y

‖ν(E)‖ = sup
x∗∈BX∗

∣∣∣∣∫
E

x∗f

∣∣∣∣ ≤ sup
x∗∈BX∗

∫
E

|x∗f |.

iv) ⇒ v) Es consecuencia de A.2.5.
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v) ⇒ i) Comenzamos probando que ν(G) ∈ X para cada abierto G ⊂ (0, 1).
En efecto, como ya comentamos en la prueba de ii) ⇒ iii), podemos escribir
G = ∪nIn (unión contable) con los In intervalos abiertos disjuntos. Aśı, la
aditividad contable de ν nos lleva a que

∞∑
n=1

ν(In) = ν(G)

en X∗∗. Pero por hipótesis ν(In) ∈ X para cada n ∈ N (y X es cerrado visto
como subespacio de X∗∗), luego ν(G) ∈ X.

Por otro lado, el teorema A.2.4 implica que iv) también se satisface. Dado
E ⊂ (0, 1) medible, existe (regularidad de la medida de Lebesgue) una sucesión
de abiertos G1, G2, · · · ⊂ (0, 1) tales que E ⊂ Gn para cada n ∈ N y

lim
n

m(Gn \ E) = 0.

De iv) deducimos limn ν(Gn \ E) = 0, es decir,

lim
n

ν(Gn) = ν(E) ∈ X

porque ν es finitamente aditiva y ν(Gn) ∈ X para cada n ∈ N. Esto completa
la demostración.

Separabilidad del Rango de la Integral Indefinida

Proposición A.4.16. Si f : [a, b] −→ X es integrable Pettis y ν : Σ −→ X es
su integral indefinida, entonces ν(Σ) es separable.

Demostración. Consideramos el espacio seudométrico (Σ, d) asociado a la me-
dida de Lebesgue m en [a, b] (definición A.1.9). Es fácil ver que

ν : (Σ, d) −→ X

es continua (ya que ν � m). Como (Σ, d) es separable (corolario A.1.11), su
imagen por la anterior aplicación es separable.

PIP-Lebesgue

Finalizamos estas notas acerca de la integral de Pettis hablando de la pro-
piedad de integrabilidad Pettis de un espacio de Banach (véase [15]).

Definición A.4.17. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de integrabi-
lidad Pettis respecto de la medida de Lebesgue (abreviadamente PIP-Lebesgue)
cuando toda función f : [a, b] −→ X acotada y escalarmente medible es integra-
ble Pettis.

La clase de los espacios de Banach con la PIP-Lebesgue contiene a todos los
que son Lindeloff respecto a la topoloǵıa débil. En particular contiene a los espa-
cios de Banach débilmente compactamente generados (abreviadamente WCG)
(es decir, aquéllos para los que existe un subconjunto débilmente compacto que
genera un subespacio vectorial denso). Ejemplos t́ıpicos de espacios WCG son
los separables, los reflexivos, c0(Γ) y L1(µ) si µ es σ-finita. Para más informa-
ción sobre espacios débilmente Lindeloff y WCG consúltese [17, Caṕıtulos 11 y
12].
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A.5 La propiedad de Bourgain

En esta sección (Ω,Σ, µ) será un espacio de medida finita y τ la topoloǵıa
producto en RΩ (es decir, la topoloǵıa de la convergencia puntual).

Definición A.5.1. Se dice que un conjunto de funciones F ⊂ RΩ tiene la
propiedad de Bourgain si para cada A ∈ Σ de medida positiva y cada a > 0
existen subconjuntos medibles Bi ⊂ A (i = 1, . . . , n) de medida positiva tales
que para cualquier f ∈ F existe 1 ≤ i ≤ n de manera que

sup f(Bi)− inf f(Bi) < a.

Definición A.5.2. Sea f una función de Ω en un espacio de Banach real X.
Diremos que f tiene la propiedad de Bourgain si Zf la tiene (definición A.4.13).

Un resultado esencial sobre familias con la propiedad de Bourgain es el si-
guiente [52, Teorema 11].

Teorema A.5.3 (Bourgain). Si F ⊂ RΩ es una familia de funciones con la
propiedad de Bourgain y g ∈ F

τ
, entonces

• g es µ-medible.

• g es ĺımite en casi todo punto de una sucesión contenida en F .

Demostración. Antes de comenzar introducimos la siguiente notación. Si B ∈ Σ
y a > 0, definimos

F (B, a) = {f ∈ F : sup f(B)− inf f(B) < a}.

Como g ∈ F
τ
, existe un ultrafiltro U en F tal que g ∈ Uτ

(es decir, g es un
punto de aglomeración del ultrafiltro o, lo que es lo mismo, cualquier entorno
de g en la topoloǵıa τ corta a cada elemento de U).

Afirmación: para cada A ∈ Σ de medida positiva y cada a > 0 existe B ⊂ A
medible tal que µ(B) > 0 y F (B, a) ∈ U . En efecto, la propiedad de Bourgain
F garantiza la existencia de B1, . . . , Bn ⊂ A medibles con medida positiva tales
que F = ∪n

i=1F (Bi, a). Por ser U un ultrafiltro en F , dado cualquier G ⊂ F o
bien G o bien F \G está en U . Utilizando que U es cerrado para intersecciones
finitas y no contiene a ∅ obtenemos que existe 1 ≤ i ≤ n tal que F (Bi, a) ∈ U .

Para cada a > 0 existe una familia maximal Pa de conjuntos medibles (de
medida positiva) disjuntos dos a dos tal que F (B, a) ∈ U para todo B ∈ Pa.
En efecto: sea S el conjunto (ordenado por inclusión) de todas las familias P
de subconjuntos medibles (de medida positiva) disjuntos dos a dos tales que
F (B, a) ∈ U para cada B ∈ P. La afirmación anterior garantiza que S 6= ∅. Sea
ahora S0 ⊂ S un subconjunto totalmente ordenado. Sea P0 = ∪P∈S0P, que es
claramente una familia de conjuntos medibles (de medida positiva) tal que cada
B ∈ P0 satisface F (B, a) ∈ U . Que S0 esté totalmente ordenado por inclusión
nos permite deducir que dos elementos distintos de P0 son disjuntos (al estar
contenidos en una misma familia P ∈ S0). Por tanto, P ∈ S y es obviamente
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una cota superior de S0. Hemos probado que S es inductivo y el resultado se
sigue de aplicar el lema de Zorn.

Observamos que

1. Pa es numerable para cada a > 0: por construcción Pa está formado por
elementos de medida positiva y, aśı, Pa = ∪∞n=1{B ∈ Pa : µ(B) > 1

n}.
Además, cada {B ∈ Pa : µ(B) > 1

n} es finito. Para verlo tomamos un
subconjunto finito suyo T y comprobamos que |T | ≤ nµ(Ω). En efecto,
Pa (y, por tanto, T ) está compuesto por conjuntos medibles disjuntos dos
a dos, luego

∞ > µ(Ω) ≥ µ(∪B∈T B) =
∑
B∈T

µ(B) ≥ |T | 1
n

y, por tanto, |T | ≤ nµ(Ω). Esto prueba la numerabilidad de Pa. La unión
de sus elementos es un miembro de Σ.

2. µ(Ω \ ∪B∈PaB) = 0 para todo a > 0. En efecto: en caso contrario la
primera afirmación de la prueba permitiŕıa encontrar un conjunto medible
de medida positiva B ⊂ Ω \ ∪C∈Pa

C tal que F (B, a) ∈ U . Por tanto
Pa ( Pa ∪ {B} ∈ S, contradiciendo la maximalidad de Pa.

3. Si A ⊂ R+ es finito y tomamos para cada a ∈ A un subconjunto finito
P ′a ⊂ Pa, entonces

g ∈ ∩a∈A ∪B∈P′
a

F (B, a)
τ
.

En efecto, F (B, a) ∈ U para cualquier a ∈ A y cada B ∈ P ′a ⊂ Pa. Por
tanto, ∩a∈A∪B∈P′

a
F (B, a) ∈ U y, aśı, g está en su adherencia (es un punto

de aglomeración de U).

La primera observación nos permite escribir para cada m ∈ N

P 1
m

= {Am,1, Am,2, . . . }. (A.5)

Definimos B = ∩∞m=1 ∪∞n=1 Am,n ∈ Σ. Para cada n, m ∈ N elegimos un punto
wm,n ∈ Am,n (Am,n tiene medida positiva y no es vaćıo). Podemos definir la
siguiente función medible fm : Ω −→ R

fm =
∞∑

n=1

g(wm,n)χAm,n

para cada m (P 1
m

consta de conjuntos medibles disjuntos).
Vamos a demostrar que

lim
m

fm = g uniformemente en B. (A.6)

Sean M ∈ N fijo y x ∈ B = ∩∞m=1 ∪∞n=1 Am,n. Afirmamos que si m > M
entonces

|fm(x)− g(x)| < 3
M

.
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Dado m > M , existe n = n(m,x) ∈ N tal que x ∈ Am,n. La observación 3 nos
dice que g ∈ F (Am,n, 1

m ), por lo que existe h ∈ F (Am,n, 1
m ) tal que

|h(x)− g(x)| < 1
M

y |h(wm,n)− g(wm,n)| < 1
M

.

Como x,wm,n ∈ Am,n,

|h(x)− h(wm,n)| ≤ suph(Am,n)− inf h(Am,n) <
1
m

<
1
M

.

Además fm(x) = g(wm,n), luego

|fm(x)− g(x)| ≤ |g(wm,n)− h(wm,n)|+ |h(wm,n)− h(x)|+ |h(x)− g(x)| < 3
M

.

Esto prueba (A.6).
Es claro que Ω \ B = ∪∞m=1 (Ω \ ∪∞n=1Am,n) tiene medida cero por la ob-

servación 2. Aśı, g es ĺımite (uniforme) en casi todo punto de una sucesión de
funciones medibles y, por tanto, es µ-medible.

Para probar la segunda afirmación del enunciado tomamos, en virtud de 3,

hm ∈
m⋂

i=1

m⋂
n=1

F

(
Ai,n,

1
i

)
tal que |hm(wi,n)− g(wi,n)| < 1

i
si 1 ≤ i, n ≤ m

(A.7)
para cada m ∈ N. Vamos a demostrar que si w ∈ B, entonces

lim
m

hm(w) = g(w).

Sea ε > 0. Fijamos M ∈ N tal que 3
M < ε y |fM (w) − g(w)| < ε

3 (la sucesión
(fm)m converge uniformemente, y en particular puntualmente, hacia g en B).
Como w ∈ B, existe N ∈ N tal que w ∈ AM,N . Para todo m ≥ max{M,N}
tenemos

• |hm(wM,N )− g(wM,N )| < 1
M gracias a (A.7) y

• |hm(w)−hm(wM,N )| < 1
M porque w,wM,N ∈ AM,N y hm ∈ F (AM,N , 1

M ).

Utilizando la desigualdad triangular

|hm(w)− g(w)| ≤ 2
M

+ |g(wM,N )− g(w)| = 2
M

+ |fM (w)− g(w)| < ε.

Esto prueba limm hm = g en B y finaliza la demostración del teorema.

Como aplicación inmediata obtenemos [56, Corolario 6]:

Corolario A.5.4. Si F ⊂ L1
R(µ) es uniformemente absolutamente continuo y

tiene la propiedad de Bourgain, entonces la inclusión natural

i : (F , τ) −→ (L1(µ), ‖.‖1)

es continua.
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Demostración. Basta comprobar que i(A
τ
) ⊂ i(A)

‖.‖
para cada A ⊂ F (aqúı

τ denota la topoloǵıa de la convergencia puntual relativa en F). Fijamos un
subconjunto A de F y g ∈ A

τ
. Es claro que A tiene la propiedad de Bourgain

y el teorema A.5.3 garantiza la existencia de una sucesión (gn)n∈N contenida
en F convergente hacia g en casi todo punto. Aplicando el teorema de Vitali
A.1.8 obtenemos que limn ‖gn − g‖1 = 0, es decir, limn i(gn) = i(g). Por tanto

i(g) ∈ i(A)
‖.‖

, como se queŕıa demostrar.

Si fortalecemos la hipótesis de este último resultado, podemos aplicar el
teorema de la convergencia dominada para obtener de manera análoga:

Corolario A.5.5. Si F ⊂ L∞R (µ) es ‖.‖∞-acotado y tiene la propiedad de
Bourgain, entonces la inclusión natural (F , τ) −→ (Lp(µ), ‖.‖p) (que lleva cada
función a su clase de equivalencia en Lp) es continua para cualquier 1 ≤ p < ∞.

Corolario A.5.6. Sea X un espacio de Banach real. Si f : Ω −→ X es una
función integrable Dunford tal que Zf

• es uniformemente absolutamente continuo y

• tiene la propiedad de Bourgain,

entonces

i) f es integrable Pettis y

ii) Zf es ‖.‖1-compacto (visto como subconjunto de L1(µ)).

Demostración. La integrabilidad Pettis de f se sigue de A.4.14 y A.5.4. Este
último resultado garantiza la continuidad de la inclusión natural

i : (Zf , τ) −→ (L1(µ), ‖.‖1).

Por tanto, para completar la demostración sólo tenemos que ver que (Zf , τ)
es compacto, y esto es evidente porque (BX∗ , ω∗) es compacto (teorema de
Alaouglu [9, V.3.1]) y podemos dar una aplicación continua y suprayectiva

j : (BX∗ , ω∗) −→ (Zf , τ)

mediante j(x∗) = x∗f .

Corolario A.5.7. Sea X un espacio de Banach real. Si f : Ω −→ X es una
función integrable Dunford tal que Zf

• es un subconjunto acotado de L∞(µ) y

• tiene la propiedad de Bourgain,

entonces f es integrable Pettis y Zf es ‖.‖p-compacto (visto como subconjunto
de Lp(µ)) para cada 1 ≤ p < ∞.

Demostración. La integrabilidad Pettis de f es consecuencia del resultado ante-
rior. La compacidad se razona como en la prueba precedente, empleando A.5.5
en lugar de A.5.4.
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A.6 Espacios de Banach

Bases de Schauder

Sea X un espacio de Banach. Se llama base de Schauder de X a una sucesión
{xn}n∈N de vectores de X tal que para cada x ∈ X existe una única sucesión
de escalares {an}n∈N tal que

x =
∞∑

n=1

anxn.

Definición A.6.1. Sea X un espacio de Banach. Sea {xn}n∈N una sucesión
de vectores en X. Se dice que es una sucesión básica si es una base de Schauder
de X = span{xn}.

La existencia de sucesiones básicas está garantizada por la siguiente propo-
sición [4, Proposición II.1.3].

Proposición A.6.2 (Banach). Sea X un espacio de Banach de dimensión
infinita. Entonces X contiene una sucesión básica.

Espacios Uniformemente Convexos

Sea (X, ‖.‖) un espacio de Banach. Se dice que es uniformemente convexo
si satisface las siguientes condiciones equivalentes:

i) Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada x, y ∈ BX , si ‖x+y‖ > 2−δ,
entonces ‖x− y‖ < ε.

ii) Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada x, y ∈ SX , si ‖x+y‖ > 2−δ,
entonces ‖x− y‖ < ε.

iii) Si {xn}n∈N e {yn}n∈N son sucesiones en SX tales que
∥∥xn+yn

2

∥∥ −→ 1,
entonces ‖xn − yn‖ −→ 0.

La prueba de los dos siguientes teoremas puede encontrarse en [17, Teorema
9.3] y [12, Teorema 1, página 74] respectivamente.

Teorema A.6.3. Sean (Ω,Σ, µ) un espacio de medida y 1 < p < ∞. Entonces
(Lp(µ), ‖.‖p) es uniformemente convexo.

Teorema A.6.4 (N.I. Gurarii y V.I Gurarii). Sea (X, ‖.‖) un espacio de
Banach uniformemente convexo con base de Schauder normalizada {xn}n∈N.
Existen p > 1 y una constante A > 0 de manera que para cada sucesión de
escalares {an}n ∈ N tal que x =

∑∞
n=1 anxn converja se cumple la siguiente

desigualdad:

‖x‖ ≤ A

( ∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

.
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Definición A.6.5. Un espacio de Banach (X, ‖.‖) es localmente uniformemen-
te convexo si para toda sucesión (xn)n∈N contenida en SX y x ∈ SX

lim
n

∥∥∥∥xn + x

2

∥∥∥∥ = 1 implica lim
n
‖xn − x‖ = 0.

Un espacio de Banach con esta propiedad se suele llamar también localmente
uniformemente rotundo (o se dice que su norma es localmente uniformemente
rotunda, LUR). Evidentemente, todo espacio uniformemente convexo tiene nor-
ma LUR.

Otros Teoremas Clásicos

Teorema A.6.6 (Mazur). Si C ⊂ X es convexo, entonces C
‖.‖

= C
ω
.

Teorema A.6.7 (Eberlein-Smulian). Un subconjunto A ⊂ X es débilmente
(relativamente) compacto si y sólo si es débilmente (relativamente) sucesional-
mente compacto.

Teorema A.6.8 (Josefson-Nissenzweig). Dado un espacio de Banach X de
dimensión infinita existe una sucesión (x∗n)n∈N en SX∗ que converge hacia 0 en
la topoloǵıa ω∗.

El lector interesado puede encontrar las demostraciones en [17, Teorema
3.19] y [11, Caṕıtulos III y XII] respectivamente.

Subespacios Normantes

El objetivo de esta sección es caracterizar, como indicábamos en 5.2, las
topoloǵıas débiles generadas por subespacios totales que tienen la propiedad W
como aquéllas que están generadas por subespacios normantes.

En lo que sigue (X, ‖.‖) es un espacio de Banach y Z un subespacio (alge-
braico) total de X∗. Recordemos que esto quiere decir que para cada x ∈ X,
x 6= 0, existe z∗ ∈ Z tal que z∗(x) 6= 0. Diremos que Z es normante si además
para cada x ∈ X

‖x‖ = sup{|z∗(x)| : z∗ ∈ Z ∩BX∗}.

Lema A.6.9. Si Z es normante, entonces σ(X, Z) ∈ W (X, ‖.‖).

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que existen 0 < d < 1
y una red (xα)α∈A contenida en SX que es σ(X, Z)-convergente a un vector
x ∈ SX y verifica infa∈[0,1] ‖axα + (1 − a)x‖ < d para cada α ∈ A. Tomemos
aα ∈ [0, 1] cumpliendo

‖aαxα + (1− aα)x‖ < d < 1 para todo α ∈ A. (A.8)

Evidentemente, aαxα+(1−aα)x = x+aα(xα−x) → x en la topoloǵıa σ(X, Z) (la
red (aα)α∈A es acotada y σ(X, Z)− limα xα = x). Aśı, para cada x∗ ∈ Z ∩BX∗

se tiene que limα x∗(aαxα + (1− aα)x) = x∗(x) y de (A.8) deducimos

|x∗(x)| = lim
α
|x∗(aαxα + (1− aα)x)| ≤ d.



142 APÉNDICE A. COMPLEMENTOS

Esta desigualdad es válida para todo x∗ ∈ Z ∩ BX∗ y, como Z es normante,
‖x‖ ≤ d < 1, contradicción.

Es preciso recordar en este momento un par de resultados elementales de la
teoŕıa de espacios localmente convexos. Podemos encontrar la demostración en
[17, Teorema 4.25] y [17, Proposición 4.28].

Teorema A.6.10. Sea (E, τ) un espacio localmente convexo Hausdorff con dual
topológico E′. Si C ⊂ E es cerrado y convexo, entonces para cualquier x ∈ E\C
existe f ∈ E′ tal que

Re(f(x)) > sup{Re(f(y)) : y ∈ C}.

Lema A.6.11. Sea E un espacio vectorial sobre K y F un subconjunto del dual
algebraico de E. Entonces el dual topológico del espacio localmente convexo
(E, σ(E,F )) es precisamente span(F ).

El siguiente resultado es parte del Ejercicio 4.16 de [17].

Proposición A.6.12. Si BX es σ(X, Z)-cerrada, entonces Z es normante.

Demostración. Para cada x ∈ X definimos

‖x‖Z = sup{|z∗(x)| : z∗ ∈ Z ∩BX∗}.

Se trata de ver que ‖x‖Z = ‖x‖ para cualquier x ∈ X. Si x = 0 no hay nada
que demostrar. En caso contrario, como Z es total, resulta que ‖x‖Z > 0 y
x′ = 1

‖x‖Z
· x verifica ‖x′‖Z = 1. Para acabar la prueba basta ver que ‖x′‖ = 1.

Es claro que ‖x′‖ ≥ ‖x′‖Z = 1. Supongamos por reducción al absurdo que
‖x′‖ > 1. Entonces x′ 6∈ BX , que es σ(X, Z)-cerrada y convexa. El anterior
teorema de separación A.6.10 asegura la existencia de f ∈ (X, σ(X, Z))′ tal
que Re(f(x′)) > sup{Re(f(y)) : y ∈ BX}. El lema previo garantiza que
f ∈ Z ⊂ X∗. Obsérvese que para cualquier y ∈ BX con f(y) 6= 0 se tiene que
y′ = |f(y)|

f(y) · y ∈ BX y Re(f(y′)) = |f(y)|, por lo que

|f(x′)| > sup{|f(y)| : y ∈ BX} = ‖f‖.

Evidentemente esta desigualdad garantiza que ‖f‖ > 0 y aśı f ′ = 1
‖f‖ ·f satisface

|f ′(x′)| > 1. Pero f ′ ∈ Z ∩BX∗ , luego ‖x′‖Z ≥ |f ′(x′)| > 1, contradicción.

Proposición A.6.13 (Raja). Si τ es una topoloǵıa vectorial Hausdorff en X
que tiene la propiedad W respecto de ‖.‖, entonces BX es τ -cerrada.

Demostración. Supongamos que BX no es τ -cerrada. Entonces existe una red
(xα)α∈A contenida en BX y τ -convergente a un punto x 6∈ BX .

Observamos que para cada α ∈ A existe tα > 1 de manera que

yα = tα(xα − x) + x
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cumple ‖yα‖ = ‖x‖. En efecto, para cada α ∈ A la función t 7→ ‖t(xα−x)+x‖ es
continua, toma un valor menor que ‖x‖ en t = 1 y limt→∞ ‖t(xα−x)+x‖ = +∞
porque ‖t(xα − x) + x‖ ≥

∣∣ |t| · ‖xα − x‖ − ‖x‖
∣∣ para todo t ∈ R.

Además, para cada α ∈ A se cumple ‖tα(xα − x)‖ ≤ ‖yα‖ + ‖x‖ = 2‖x‖,
luego

|tα| ≤
2‖x‖

‖x− xα‖
≤ 2‖x‖
‖x‖ − 1

.

Por tanto, la red (tα)α∈A está acotada y resulta que τ − limα yα = x. Definimos
y′α = 1

‖x‖ · yα ∈ SX para cada α ∈ A y x′ = 1
‖x‖ · x ∈ SX . Claramente

τ − lim
α

y′α = x′.

Sin embargo, para cualquier α ∈ A tenemos 0 < 1
tα

< 1 y∥∥∥ 1
tα
· (y′α − x′) + x′

∥∥∥ =
∥∥∥ 1
‖x‖

· xα

∥∥∥ ≤ 1
‖x‖

< 1.

Por tanto, τ no tiene la propiedad W respecto de ‖.‖.

Como consecuencia del lema A.6.9 y las dos anteriores proposiciones tenemos
la caracterización anunciada en la Sección 5.2:

Corolario A.6.14. Son equivalentes:

i) La topoloǵıa σ(X, Z) tiene la propiedad W respecto de ‖.‖.

ii) El subespacio Z es normante.

A.7 Miscelánea

En [53, 6.3] se demuestra la siguiente

Proposición A.7.1. Sea C = 1
π . Para cada z1, . . . , zn ∈ C existe un subcon-

junto S ⊂ {1, . . . , n} tal que

C
n∑

i=1

|zi| ≤

∣∣∣∣∣∑
i∈S

zi

∣∣∣∣∣ .
De hecho, esta propiedad es extensible (y caracteriza, como se pone de ma-

nifiesto en [6, Teorema 1.9.16]) a los espacios de Banach de dimensión finita.

Proposición A.7.2. Si X es un espacio de Banach de dimensión finita, existe
una constante C > 0 tal que para cada z1, . . . , zn ∈ X existe S ⊂ {1, . . . , n} de
manera que

C
n∑

i=1

‖zi‖ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈S

zi

∥∥∥∥∥ .
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Lema A.7.3. Si (xn)n∈N es una sucesión débilmente convergente a x en el
espacio de Banach X,

‖x‖ ≤ limn‖xn‖.

Demostración. El teorema de Hahn-Banach garantiza la existencia de x∗ ∈ BX∗

tal que |x∗(x)| = ‖x‖. La convergencia débil implica

‖x‖ = lim
n
|x∗(xn)| ≤ lim

n
‖xn‖,

como se queŕıa demostrar.

Todo espacio de Banach X tiene, de manera natural, una estructura de
espacio de Banach real, que denotaremos mediante X̃ (se obtiene restringiendo
el producto por escalares a los reales).

Lema A.7.4. Las aplicaciones

• < : X∗ −→ X̃∗ (que toma la parte real de cada forma);

• X̃∗ −→ X∗ dada por g(x) 7→ g(x)− ig(ix);

establecen biyecciones mutuamente inversas entre X∗ y X̃∗ que preservan la
norma.

Los detalles se pueden consultar en [17, Caṕıtulo 2].



Bibliograf́ıa

[1] A. Alexiewicz, W. Orlicz. Remarks on Riemann-integration of vector-
valued functions. Studia Math. 12 (1951), 125-132.

[2] T. Apostol. Análisis Matemático. Reverté (1988).
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[32] R.L. Jeffery. Limit points of Riemann sums. Trans. Roy. Soc. Canada Sect.
III. (3) 44 (1950), 43-49.

[33] M.I. Kadets, V.M. Kadets. Conditions for the convexity of the set of limits
of Riemann sums of a vector-valued function. Math. Notes 35, no. 1-2
(1984), 85-88.

[34] M.I. Kadets, V.M. Kadets. Series in Banach Spaces. Operator Theory,
Advances and Applications, vol 94. Birkhäuser Verlag (1997).
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[48] J.M. Ortega. Introducción al Análisis Matemático. Labor (1993).
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