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Ecuaciones Algebraicas. Curso 2006/7. Hoja de problema de los capitulos 13 y 14.

Sea L/K una extensién de Galois finita. Demostrar

(a) Si[L: K] es potencia de un primo, entonces L estd contenido en una extension radical de K.
(b) Si para cada dos subcuerpos intermedios F, F' € Sub(L/K) se verifica que E C F 6 F C E
entonces L estd contenido en una extensién radical de K.

Sea p € Q[X] irreducible de grado 3 y L el cuerpo de descomposicién de p sobre Q.

Demostrar que Gal(L/K) es ciclico de orden 3 o isomorfo a Ss.
Demostrar que L esta contenido en una extension radical R de K.

)
)

(c) Demostrar que si R C R, entonces R/K no es normal.
) Demostrar que si L C R, entonces L/K no es radical.
)

Dar un ejemplo de una extensiéon L/K que no sea radical pero que esté contenida en una
extension radical de K.

Sean K un subcuerpo de los nimeros reales, p € K[X] irreducible de grado 3. Demostrar que el
discriminante de p es negativo si y sélo si p tiene una tnica raiz real y que en caso contrario p tiene
3 raices reales.

Demostrar que para todo cuerpo K el polinomio X3 — 3X + 1 es irreducible o se descompone com-
pletamente en K.

Sean K un cuerpo de caracteristica diferente de 2 y p € K[X] un polinomio separable irreducible
con discriminante D tal que Gal(f/K) es ciclico. Demostrar que /D € K si y sélo si |Gal(p, K)| es
impar.

Sea L el cuerpo de descomposicién de X3 — X + 1 sobre Q. Hacer un diagrama de los subcuerpos de
L y describir el grupo de Galois de L sobre cada uno de estos cuerpos.

Sea L el cuerpo de descomposicion de un polinomio irreducible de grado 3 sobre un cuerpo K de
caracteristica 0. Demostrar que L/K tiene tres o ninguna subextensién de grado 2.

. Sean K un cuerpo de caracteristica 0, f € K[X] irreducible de grado 4, L el cuerpo de descomposicién

de f sobre K, F el cuerpo de descomposicién de la resolvente cibica de f sobre K, m = [F : K]y
G = Gal(L/K). Demostrar

(a) m=1,2,366.
(b) Si m = 6, entonces G ~ Sy.
(c) Sim =3, entonces G ~ Ay.
(d)

)

)

d) Sim =1, entonces G ~ Cy x Oy (el producto directo de dos grupos ciclicos de orden 2).

e) Sim =2y f esirreducible sobre F', entonces G >~ Dy, el grupo diédrico de orden 8.

(
(f) Sim =2y f es reducible sobre F, entonces G es ciclico de orden 4.

. Demostrar que si K es un subcuerpo del cuerpo de los nimeros reales, p € K[X] es irreducible de

grado 4 y p tiene exactamente dos raices reales entonces Gal(f/K) ~ Sy 6 Dy.

Sean K un cuerpo de caracteristica cero, p = X% + aX? + b € K[X] irreducible y G = Gal(p/K).
Demostrar
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(a) Si b es un cuadrado en K, entonces G ~ Cy x C.

(b) Si bno es un cuadrado en K pero b(a? —4b) es un cuadrado en K, entonces G es ciclico de orden
4.

(c¢) Sininguna de las dos condiciones anteriores se verifica entonces G ~ Dj.

Sean K un cuerpo de caracteristica cero, p = X* + bX? + ¢X? + bX + 1 € K[X] irreducible,
G =Gal(p/K),a =c®+4c+4—4by 3 =1*> — 4c + 8. Demostrar

(

a) Si a es un cuadrado en K, entonces G ~ Cy x Cs.
(b) Si & no es un cuadrado en K pero a3 es un cuadrado en K, entonces G es ciclico de orden 4.

(c¢) Sininguna de las dos condiciones anteriores se verifica, entonces G ~ Dy.

Determinar el grupo de Galois del polinomio X4 — 5 sobre cada uno de los siguientes cuerpos: Q,

Q(V5) y Q(iv5).
Determinar el grupo de Galois sobre los cuerpos indicados de cada uno de los siguientes polinomios:
(a) X*+6X24+9, X*—4X2+2, X°+4X3+ X, X4+ X2 -6, X* —4X%2+16, X* - X2 -2, X0 -9,
4X% —8X2%2+1y X5 — 32> —2X? +6 sobre Q
(b) X3 42X + 2 sobre Zs3, X3 — 10 sobre Q(v/—3), X* — 5 sobre Q(v/5) y X* — 2 sobre Q(3).

Demostrar que el discriminante del polinomio p = X% + a X3 +bX?%2 +cX + d es

D = a2b%c? — 4b3¢% — 43¢ 4 18abc® — 27¢* — 4a?b3d + 16b*d + 18a3bed — 80ab?cd
—6a2c2d + 144bc2d — 27a*d? + 144a2bd? — 128b%d? — 192acd? + 256d°

y que si p es irreducible y separable sobre K entonces Gal(p/K) es isomorfo a A4 6 Ca x Cy si y sélo
si D es un cuadrado en K.

Sea f un polinomio separable con coeficientes reales y n el nimero raices no reales de f. Demostrar
que el discriminante de f es positivo si y sélo si n es multiplo de 4. (Indicacién: Obsérvese que si
a'y 3 son dos raices de f que no son iguales ni conjugadas, entonces (a — )(@ — ) € Ry que
(e —@)? <0.)

Sean p = Z?leiXi yqg=>.r, ¢; X" dos polinomios de grado n tales que ¢; = p,—; para todo i.
Demostrar que p es resoluble por radicales si y sélo si lo es g.

Sea f € K[X] con K un cuerpo de caracteristica 0. Demostrar que si f es resoluble por radicales sobre
K entonces existen ntmeros primos pi, ..., pg, una torre de cuerpos K = Eg C By C Ey C --- C
E;_1 C Ex = L y elementos aq,...,q tales que f factoriza completamente en L, E; = E;_1(a;) y
o € E;_q, para todo ¢ > 1.

Sean L = Q(v/3,V/5) y a = v/3V/5.

(a) Demostrar que L = Q(«) y calcular p = Irr(a, Q).
(b) Calcular Gal(p/Q).
(¢) (Es p resoluble por radicales sobre Q7

Decidir sobre la resolubilidad por radicales sobre Q de los siguientes polinomios: 2X° — 3X + 1,
X? —10X* +40X3 —80X2% +80X —39, X5 —3X2+1,X°—-2X2+1.

Sean n y m dos enteros positivos tales que 5°m < 4-33n. Demostrar que el polinomio X° —nX3+m
no es resoluble por radicales sobre Q.



