Ecuaciones Algebraicas. Curso 2006/7. Hoja de problemas 12.
1. Demostrar que la traza de la extensiéon K (v X)/K = Fy(X) es idénticamente nula.

2. Sea ¢ = ¢, € Cunaraiz p-ésima primitiva de la unidad con p primo. Demostrar que si ag, a1, ...,a,—2 €

Q, entonces
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3. Decir cuéles de las siguientes extensiones son ciclicas.

(a) L/K, donde L es el cuerpo de descomposicién de X? — 1 sobre K para un primo p.

(b) Una extensién de grupos finitos.

(
(d) Q(V2,V3).
(e) Q(v2,V2)
(

)
)
c) Q(&,)/Q, donde &, es una raiz finita de la unidad para cada uno de los nimeros n < 25.
) Q
) Q
f) El cuerpo de descomposicién de X3 — 2 sobre Q, F3 y Fs.

4. Sea L/K una extensién ciclica de cuerpos de caracteristica p # 0 y sea o un generador de L/K.
Demostrar que para todo elemento 3 € L tal que TE(8) = 0 existe a € L tal que o(a) —a = P — 8.

5. Sea K un cuerpo de caracteristica p#0y f = XP — X —a con a € K. Demostrar:

(a) Si «v es una raiz de f, entonces a + 1 también es raiz de f.
(b) f es o irreducible o completamente indescomponible sobre K.

(c) Si f es irreducible sobre K y « es una raiz de f es una extensién de K, entonces K (a)/K es
una extension ciclica.

(d) (Teorema de Artin-Schreier) Si L/K es una extensién ciclica de grado p, entonces existena € Ky
unaraiz a de f = XP— X —a tal que L = K(«). En tal caso L/ K es el cuerpo de descomposicién
de f sobre K.

6. Sea K un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad y L/K una extensién ciclica
de grado n. Demostrar que si L = K(1) = K(f2) con (' € K, entonces existe un entero m, coprimo
con n tal que 587" € K.

7. Sea L/K una extensién ciclica de grado p de cuerpos de caracteristica p. Demostrar que si L =
K (1) = K(B2) con 87 — 3; € K , entonces existe un entero 0 < m < p tal que 32 — mf € K.

8. Demostrar que si L/K es una extension ciclica de grado p™ con p primo y E/K es una subextensién
de grado p"~! de L/K entonces L = K (a) para todo a € L\ E.

9. Sea L/K una extensién ciclica de grado p™ de cuerpos de caracteristica p, sea o un generador de
Gal(L/K) y sea E/K una subextensién de grado p de L/ K. Demostrar que existen a € E'y € L\ E
tales que:

(a) P —=B=a

(b) L =K(3).

(c) o (B =B+1

(d) o —a=o0(a) — a, para a = () — (.



