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Introduccion

En la escuela aprendimos a resolver ecuaciones lineales
aX+b=0 (0.0.1)

y cuadraticas
aX?+bX +c=0. (0.0.2)

donde a, b y ¢ son nimeros y suponemos que a # 0. Es bien sabido que la tinica solucién de la ecuacién
(0.0.1) es —g y que la ecuacién (0.0.2) tiene a lo sumo dos soluciones que se obtienen al elegir el signo
de la raiz cuadrada en la siguiente expresién:

—b+ Vb% — dac

o (0.0.3)

En realidad, si b> = 4ac, entonces la ecuacién (0.0.2) tiene una tnica solucién y, si nos restringimos a
los niimeros reales, entonces la ecuacién no tiene solucién si b> — 4ac es negativo.

Las ecuaciones (0.0.1) y (0.0.2) aparecen naturalmente en multitud de problemas y sus soluciones
son conocidas desde tiempos de los babilonios. Sin embargo, hasta el Renacimiento no se descubrieron
férmulas para resolver las ecuaciones de tercer y cuarto grado, conocidas con el nombre de cibicas y
cudrticas respectivamente. Al parecer Scipione del Ferro (14657-1526) fue el primero en descubrir una
férmula para resolver ecuaciones de tercer grado. Los descubrimientos de del Ferro no fueron divulgados
y fueron redescubiertos més tarde por Nicolo Fontana (15007-1557), conocido con el nombre de Tartaglia
(“El Tartamudo”). El método para resolver la cubica fue guardado en secreto por Tartaglia hasta que
se lo comunicé a Gerolamo Cardano (1501-1576) con la condicién de que no lo hiciera publico. Sin
embargo, Cardano rompié su promesa con Fontana y en 1545 publicé la férmula de Tartaglia en su
libro Artis Magnae sive de Regulis Algebricis, més conocido con el nombre de Ars Magna. En este libro
Cardano no sélo publica la férmula de Tartaglia, sino también la solucién de la cuértica que entretanto
habia sido descubierta por Ludovico Ferrari (1522-1565).

Vamos a ver como resolver la ctbica

aX? +bX?+cX +d (a#0). (0.0.4)

Estéa claro que poniendo

b d
B=2, ¢=%y p==2
a a a

la ecuacion anterior toma la forma
X34+ BX?4+CX +D.

Después de la siguiente igualdad

3 2 3
X34+ BX*+CX+D= (X+§> +<C—i> (X+§>+D+225;—B?)C
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podemos poner
B B? 2B%  BC
Y=X+— =C—- — =D+ — - —.
Ty =0y a=DE oo

de forma que la ecuacién anterior toma la forma Y3 + pY 4 ¢ = 0.
Por tanto podemos concentrarnos en las ecuaciones de la siguiente forma:

X3+ pX +q=0. (0.0.5)

Por ejemplo, podemos plantearnos el problema de calcular la longitud de las aristas de un cubo cuyo
volumen sea seis unidades mayor que el area total de las caras exteriores. Si X es la longitud de una
arista, entonces el volumen es X2 y cada una de las seis caras exteriores tiene una 4rea igual a X?2. Por
tanto X satisface la ecuacién

X*=6X+6 6 X*-6X*-6=0.
Poniendo Y = X — 2 nos quedamos con la ecuacién

0

(Y +2)3—-6(Y +2)2 -6
Y3 +6Y2+12Y +8 —6Y2 —24Y —24 -6
= Y?-12Y —22.

Para resolver la ecuacién (0.0.5) del Ferro y Tartaglia ponfan
X=u+v
con lo que la ecuacién (0.0.5) se convierte en

u3+3u2v+3uv2—|—v?’—|—pu+pv+q:0

u® + 03 + (Buv + p)(u+v) +q=0.

Como hemos cambiado una variable por otras dos, es natural imponer alguna condicién adicional entre
las dos variables v y v. Por ejemplo, la ultima ecuacion se simplifica bastante si ponemos 3uv + p = 0,
con lo que nos quedamos con el siguiente sistema

u? +v* 4+ ¢ =0, v=—=
3u
de donde se obtiene 5
ud — 217)u3 +q=0.
Multiplicando por u? obtenemos
b+ qu — (g)g =0 (0.0.6)

que parece mas complicada que la ecuacién original de grado 3 ya que tiene grado 6. Sin embargo la
ecuacién (0.0.6) es una ecuacién de grado 2 en u* de donde deducimos que

s _ —aEV@+4(p/3)° g [¢* p\?
= 2 =5* 4+(3)'

En este momento es muy tentador concluir que

0]




lo que proporciona 6 soluciones de la ecuacién (0.0.6) ya que si

w7—1+\/—73
==Y

3 _ . ’ 1. _q ﬁ P 3 g ﬁ P 3
entonces w® = 1, con lo que si ug y u; son raices ciibicas de —3 + /% + (3) Yy —3 o —|—( )

. . S1s 2 3
respectivamente, entonces g, wug, w?uy son raices cibicas de —% + 4/ qZ + (g) y U1, wiy y wu, son

. . 2 3 .
rafces ctibicas de —% — /4 4 (§)”. Por tanto, una vez calculado v = —2£, obtenemos una solucién
X = u + v para cada uno de los seis valores obtenidos de u. Esto no puede ser correcto ya que una
ecuacion de grado tres tiene a los sumo tres soluciones. A pesar de esto sdlo obtendremos tres soluciones.

En efecto, obsérvese que

(5T ) (VT 6)) =G -

. ; 1 2 3 , S1s
Por tanto, si u es una raiz cibica de —4 + /4 + (%) , entonces v = —4- es una raiz cibica de

s — vV T+ (3) . En conclusion, las seis soluciones de (0.0.6) son u,wu, w?u,v = —£& wv y w?v y,
como hemos impuesto que uv = —%, podemos unir las tres primeras con las tres segundas y obtener las
tres soluciones siguientes de la ecuacién original (0.0.5):

a1 =u—+v, agzwu+wzv, a3:w2u+wv.

Esto no tiene el aspecto de una férmula. Teniendo en cuenta la relacién obtenida entre los cubos de u
y v nos gustaria poner algo asi como

lo que efectivamente nos servird para calcular las tres soluciones de (0.0.5), si tomamos la siguiente
precaucién: Si u es la primera raiz ciibica y v es la segunda, entonces uv = —£. Por ejemplo, en la
ecuacion

Y312y —22=0

que nos ha aparecido al plantearnos el problema de calcular el lado X = Y +2 de un cubo cuyo volumen
sea seis unidades mayor que el area total de los lados exteriores, tenemos p = —12 y ¢ = —22 con lo que

Y = </11+\/121+64+ f’/llf\/121+64: §/11+\/185+ </11—V185.

y por tanto el lado del cubo buscado es

X:2+</11+\/185+<’/11—\/185

ya que no debemos considerar soluciones complejas.

La soluciéon de la cuartica encontrada por Ferrari utiliza argumentos similares a los que hemos visto
para resolver la ctbica, aunque algo mas complicados. Una vez descubiertas férmulas para las soluciones
de las ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grado, resultaba natural buscar férmulas para resolver
las ecuaciones polindémicas de grado mayor que cuatro. Doscientos anos después de que Cardano pu-
blicara las soluciones de la ctbica y la cudartica encontradas por del Ferro, Tartaglia y Ferrari, seguia



sin encontrarse una férmula para la ecuaciéon de quinto grado a pesar de que primero D’Alembert en
1746 (de forma incompleta) y mds tarde Gauss en 1799 habian demostrado el Teorema Fundamental
del Algebra, que afirma que todo polinomio no constante con coeficientes complejos tiene al menos una
raiz. El Teorema Fundamental del Algebra muestra que el problema no es si un polinomio tiene raices
0 no, sino si sus raices son expresables en términos de los coeficientes mediante operaciones algebrai-
cas elementales. ;Cudles son estas operaciones algebraicas elementales? Si observamos las expresiones
(0.0.3) y (0.0.7) parece natural considerar como operaciones algebraicas elementales las sumas, restas,
productos, cocientes y extracciones de raices n-ésimas. Una expresion de las soluciones de una ecuacién
algebraica de este tipo es conocido como solucion por radicales. En 1770 Lagrange publicé un trabajo
titulado Réflexion sur la résolution algébrique des equations en el que estudiaba cémo podrian permu-
tarse las soluciones de una ecuacién polinémica. Si aq, aq,...,a, son las soluciones de una ecuacién
polinémica P(X) = 0, donde

PX)=X"4ap, 1 X" "4+ FaX’+aX +a

entonces

PX) = (X —a1)(X —az) - (X — an).

Desarrollando el producto de la derecha e igualando coeficientes se obtienen unas relaciones entre las

soluciones aq, ag, . . . , a, v los coeficientes del polinomio P(X). Por ejemplo, la primera y tltima relacién
son
ap = (=1)"craz---ay
p—1 = —(a1+as+- ).

Estas formulas ya habian sido observadas por Cardano y Vieta y son conocidas con el nombre de Férmu-
las de Cardano-Vieta. Como es natural el orden en que se escriban las raices no afecta al polinomio, lo
cual se refleja en que las expresiones de los coeficientes en términos de los coeficientes del polinomios en
las Formulas de Cardano-Vieta son simétricas, es decir, el resultado no se ve afectado por permutar el
orden en que se escriben los coeficientes. Recordemos que para resolver la ecuacién (0.0.5) lo que hemos
hecho es empezar resolviendo la ecuacién (0.0.6) que se llama resolvente de la ecuacién (0.0.5). La razén
por la que podemos calcular las soluciones de la resolvente es que en realidad se puede considerar como
una ecuacién de grado 2. Lagrange observéd que la solucién de Ferrari de la ecuacion de cuarto grado
consistia en encontrar otra ecuaciéon de grado 3 cuyas soluciones estaban conectadas con las soluciones
de la ecuacién de cuarto grado original. Es decir, la ecuacion de cuarto grado también tiene una resol-
vente de grado 3. Obsérvese que la relacién entre las soluciones aq, ag y a3 de la ecuacién (0.0.5) y las

soluciones u; = u, Uy = wWu, Uz = w2u, Uyg =V = —3%,u5 =Wy Uug = w?v es
ap = Uu+v=u;+ug
Qg = wu + w2 = U2 + Ug
a3 = w2u+wv=u3+us

Utilizando que 1+w +w? = 0y w3 = 1, se pueden obtener las siguientes expresiones para las soluciones
de la resolvente (0.0.6) , en términos de las soluciones de la ecuacién original (0.0.5):

TT— %(al + wasz + w?as)
Uy = g(ag + wag +w?as)
ug = 7(a3+wa2+w ay)
T— %(al + wag + w?as) (0.0.8)
us = g(ag + wayg + w?as)
ug = g(a2+wa3+w a1).

Lagrange observé que para pasar de una solucién de la resolvente a otra bastaba con permutar los
papeles representados por las tres raices aq,as y ag de la ecuacion original que se pretendia resolver.



La observacion de Lagrange es notable porque muestra un método general para encontrar ecuaciones
resolventes que no depende de la feliz idea de realizar el cambio X = u + v.
Consideremos la cudrtica
Xt pX3 4 gX?—rX45=0 (0.0.9)

y sean «aq, i, a3 y ay las soluciones de (0.0.9). Las potencias de w utilizadas en las expresiones (0.0.8)
son las soluciones de la ecuacién X = 1, conocidas como rafces terceras de la unidad. Las raices cuartas
de la unidad, o sea las soluciones de la ecuacién X% =1, son 1,4,i%> = —1 e i3> = —i. Consideremos los
24 nimeros

1
Wij,kl = Z(Oéz' +iag + iy + i) (0.0.10)

donde (4, 7, k,1) es un elemento del conjunto S, de todas las permutaciones de 1,2,3 y 4. Definimos la
resolvente de (0.0.9) como

o(X)= ] (X —wir0).

(4,5,k,1)€S4

La ecuacién ¢(X) = 0 parece ser mas complicada que la de grado cuatro original porque tiene grado 24,
sin embargo una vez que desarrollamos el producto de los X — u; ;1 en términos de las desconocidas
raices ay; y utilizamos las Férmulas de Cardano-Vieta observamos que ¢(X) = P(X*) para un polinomio
de P de grado 6. Ademsds el polinomio P resulta ser el producto de dos polinomios de grado 3. O sea
#(X) = P (X*)Py(X*), donde P; y P, son polinomios de grado 3 cuyos coeficientes dependen de los
coeficientes p, ¢,7, s. Resolviendo las ecuaciones P;(X) = 0 y P2(X) obtenemos los valores de los 24
elementos wu; j k1, con lo que utilizando las férmulas (0.0.10) obtenemos las cuatro soluciones de la
ecuacién (0.0.9).

Aunque Lagrange no consiguié ir mds alla en el camino de la bisqueda de la solucién de la ecuacién
de quinto grado, marcé el camino a seguir. La resolvente de la ecuacién de quinto grado conduce a una
ecuacién de grado 120 que es una ecuacién de grado 24 en X°. Inspirado en los trabajos de Lagrange, en
1799 Ruffini (1765-1822) publicé un trabajo titulado Teoria generale delle equazioni que contenia una
demostracién, poco rigurosa, aunque esencialmente correcta, de que la ecuacién general de quinto grado
no es resoluble por radicales. Una demostracién completa y correcta fue publicada por Abel (1802-1829)
en 1826. El resultado de Abel parece cerrar definitivamente el problema de buscar una férmula para
resolver ecuaciones polinémicas. Sin embargo, no es asi ya que obviamente hay algunas ecuaciones de
quinto grado o superior que si son resolubles por radicales. La més obvia es la ecuacién X™ = a cuya
soluciones son las raices n-ésimas de a, que claramente se pueden expresar por radicales como X = {/a.
El problema que quedaba por resolver es encontrar un método que sirviera para decidir qué ecuaciones
son resolubles por radicales y cuales no lo son, y para las primeras, obtener una expresiéon que describa
por radicales las soluciones en términos de los coeficientes. Este es el problema en el que Abel estaba
trabajando cuando murié en 1829 con sélo 27 anos. La respuesta definitiva al problema fue obtenida
por Galois (1811-1832) mostrando la conexién entre la Teorfa de Ecuaciones Algebraicas y la Teoria
de Grupos, o mejor dicho introduciendo el concepto de grupo y relaciondndolo con la resolubilidad por
radicales de una ecuacién. Los resultados de Galois fueron escritos de forma precipitada la noche del 29
de mayo de 1832, antes de un duelo que le costé la vida a los 21 anos y constituyen uno de los diamantes
mas brillantes de la historia de las matematicas y la mayor parte del contenido de este curso.

En realidad la forma de exponer la Teoria de Galois es muy diferente a la expuesta por Galois
y sigue el camino marcado por Artin (1898-1962) en la que la Teorfa de Galois toma la forma de
conexion entre la Teoria de Cuerpos y la Teoria de Grupos. Esta método de exposicién puede resultar
algo abstracto al principio pero proporciona un lenguaje algebraico muy apropiado para exponer la
Teoria de Galois. Ademds permite conectar el problema de estudiar ecuaciones algebraicas con otros
problemas clasicos como son los problemas de construcciones con regla y compds, incluyendo los tres
problemas de la antigiiedad, triseccién del angulo, duplicacién del cubo y cuadratura del circulo, y el de la
constructibilidad de poligonos regulares. Por otro lado la Teoria de Cuerpos proporciona los fundamentos



tedricos de otros campos de actualidad por sus aplicaciones en Teoria de Cédigos y Criptografia, que
es el estudio de cuerpos finitos. Sin embargo, estas aplicaciones no se incluirdn en el curso por falta de
tiempo.



Capitulo 1

Polinomios

1.1. Polinomios en varias indeterminadas

En esta seccién A es un anillo. Denotamos por A* el grupo de las unidades de A. Recordemos que si
X es una indeterminada entonces A[X|] denota el anillo de polinomios con coeficientes en A. Recordemos
también la

Propiedad Universal del Anillo de Polinomios en una variable: Para todo homo-
morfismo de anillos f : A — By todo elemento b € B existe un unico homomorfismo de
anillos f : A[X] — B que extiende f y tal que f(X) =b.

Para cada entero positivo n, definimos el anillo de polinomios en n indeterminadas con coeficientes
en A, denotado por A[Xq,...,X,], mediante la férmula recurrente, donde A[X;] es el anillo en una

indeterminadas:
AlXy, ..., X, = AlXy, .., X[ X0

Los elementos X7, ..., X, de A[X,...,X,] se llaman indeterminadas y los elementos de A[X7, ..., X,]
se llaman polinomios en n indeterminadas con coeficientes en A.

A partir del Corolario 3.2, la Proposicién 3.13 y el Teorema 3.17 de GyA, se obtienen ficilmente
por induccién las siguientes propiedades:

Proposiciéon 1.1 Para un anillo A y un entero positivo n se verifican:
(1) A[Xq,...,X,] nunca es un cuerpo.
(2) A[X1,...,X,] es un dominio si y solo silo es A.
(3) Si A es un dominio, entonces A[X1,..., X,|* = A*.
(4) A[X1,...,X,] es un DFU si y solo silo es A.
(5) AlX1,...,X5) es un DIP siy solo sin=1y A es un cuerpo.

SiacAei=(i1,...,in) € N, el elemento aX|' --- Xi» de A[Xy,...,X,] se llama monomio de
tipo i y coeficiente a.

Lema 1.2 Sean A un anillo y n un entero positivo. Entonces todo elemento p de A[X1,...,X,] se
escribe de forma unica como suma de monomios de distinto tipo, casi todos con coeficiente nulo. Es
decir, se tiene una unica expresion

p=> pXiXir (1.1)

iEN



8 CAPITULO 1. POLINOMIOS

con p; =0 para casi todo i = (i1,...,4n) € Nj.

Demostracion. Aplicamos induccién en n, con el caso n = 1 obvio por la propia definicién de anillo
de polinomios en una variable. Cuando n > 1, un elemento de A[X7, ..., X,] es, por definicién, de la
forma ZteNO pe X! con cada p; € A[X1, ..., X,_1] y casi todos los p; nulos. Por hipétesis de induccién,
cada p; se expresa como

_ i1 Gn—1
bt = E (pt)(ilxnwinfl)Xl e Xn—l ’
(il,...,in—l)EN371
donde cada (p¢)(,,...i,_,) estd en A y casi todos son nulos. Definiendo p; = (pi,)(,,....i,_,) (Para
i = (i1,...,1y)) tenemos la expresién deseada.

Reciprocamente, una expresiéon como (1.1) puede reescribirse como un polinomio en X,, con coefi-
cientes en A[X1,...,X,_1] sin mds que definir cada coeficiente como p; = > p; X' -+ X, 7', con la
suma extendida a todos los i = (iy,...,i,) € Nj con i,, = t. Usando esto es sencillo demostrar que estas
expresiones son dnicas, asumiendo que lo son en A[X,...,X,,_1]. O

Usando la Propiedad Universal del Anillo de Polinomios en una variable se demuestra facilmente la
siguiente generalizaciéon por induccién en el niimero de indeterminadas.

Proposicién 1.3 Sean A un anillo, n > 1 un entero y u: A — A[X1,...,X,] la inclusidn.

(1) (PUAP en n indeterminadas) Dados un homomorfismo de anillos f : A — B y n elemen-
tos by, ...,by, € B (no necesariamente distintos) existe un unico homomorfismo de anillos f de

A[X1,...,X,] a B tal que fou= fy f(X;)=b; para cada j =1,...,n.

(2) Si dos homomorfismos de anillos g, h : A[Xq,...,X,] = B coinciden sobre A y en X; para cada

j=1,...,n entonces son iguales.

(3) La PUAP en n indeterminadas determina A[X1,...,Xy] salvo isomorfismos. Supongamos que
existen un anillo P con elementos Ty,...,T, y un homomorfismo de anillos v : A — P tales
que, dados un homomorfismo de anillos f : A — B y elementos by,...,b, € B, existe un unico

homomorfismo de anillos f : P — B tal que fov = f y ?(Tj) = b; para cada j = 1,...,n.
Entonces existe un isomorfismo ¢ : A[X1,...,X,] = P tal que pou=v y ¢(X;) =Tj para cada
j=1...,n.

Como en el caso de una indeterminada, se tiene:

Ejemplos 1.4 Aplicaciones de la PUAP en n indeterminadas.

(1) Dados anillos A C By elementos by, ...,b, € B, existe un homomorfismo S : A[Xy,...,X,] = B
que es la identidad sobre A y tal que S(X;) = b; para cada j = 1,...,n. Dadop € A[X1,..., X,],
escribiremos a menudo p(by, ..., b,) en lugar de S(p). Sip =3, PiX1' -+ Xin es la expresién
de p como suma de monomios, entonces

S(p) = plbrs- - .ba) = Y pibit by

ieNn
La imagen de este homomorfismo es el subanillo de B generado por AU {by,...,b,} y que deno-
tamos por Alby,...,by].
Supongamos que f, g : Alby,...,b,] — C son dos homomorfismos de anillos. Entonces f =g siy

solosi f|A = g|Ay f(b;) = g(b;) para todo i. Para demostrar esto basta aplicar la Proposicién 1.3
para deducir que foS =go Sy concluir que f = g, pues S es suprayectiva.
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(2) Sea A un anillo y sea ¢ una biyeccién del conjunto N,, = {1,...,n} en s{ mismo con inversa
7 = 01 Si en el ejemplo anterior tomamos B = A[Xy,...,X,] ¥y bj = X5(j), obtenemos un
homomorfismo 7 : A[Xq,...,X,] = A[X1,...,X,] que “permuta las indeterminadas”. Es claro

que @ es de hecho un automorfismo con inverso 7. Usando estos isomorfismos y la definicién de
los anillos de polinomios en varias indeterminadas, es facil establecer isomorfismos

fip(h...7)(n,}ﬁ,...,y%J :zfﬂ)(h...,)(nH)ﬁ,...,Y;J 21fu)ﬁ7...7)§nn)(h...7)(nL
por lo que, en la practica, no hay que distinguir entre estos anillos.

(3) Todo homomorfismo de anillos f : A — B induce un homomorfismo f : A[Xy,...,X,] —
B[X1,...,X,] que coincide con f sobre A y verifica f(X;) = X, para cada j = 1,...,n. Si
P=>ienn PiX( -+ X} es la expresion de p como suma de monomios, entonces

Fo) =3 Flp)Xi - Xir.

1EN™
En el futuro este homomorfismo lo denotaremos por f.

Por definicién, el grado de un monomio aX{1 <o Xin de A[Xy,...,X,] es i1 + -+ + i,. El grado
gr(p) de un polinomio p # 0 de A[X7, ..., X,] se define como el mayor de los grados de los monomios
que aparecen con coeficiente no nulo en la expresiéon de p como suma de monomios de distinto tipo. Es
claro que, dados dos polinomios p y q, se tiene

gr(p+¢q) < méx{gr(p),er(q)} vy  er(pg) < gr(p)+er(q).

Sin embargo, no es tan facil como en el caso de una indeterminada ver que, cuando A es un dominio, la
segunda desigualdad es de hecho una igualdad. Para esto, y para otras cosas, es interesante considerar
el siguiente concepto:

Un polinomio p # 0 de A[X},...,X,] se dice homogéneo de grado n > 0 si es suma de monomios
de grado n. Por ejemplo, de los polinomios de Z[X,Y, Z]

XY +Y? -3XYZ+6YZ? XO+VYO4+Z0 1 X3V3 X323 4YPZ3, XYZ+X+Y +Z,
los dos primeros son homogéneos (de grados 3 y 6, respectivamente) y el dltimo no lo es.

Proposicién 1.5 Dados un anillo A y un entero n > 1, todo polinomio de A[X1,...,X,] se escribe de
modo unico como suma de polinomios homogéneos de distintos grados.

Demostracién. Sip =) . pinl -+ Xin es la expresién de p como suma de monomios y ponemos
hj =3 i, =y PiX1* - Xor, es claro que p = ho +hy + -+ + hy (donde k = gr(p)) es la expresién
buscada. La unicidad es consecuencia inmediata del Lema 1.2.0J

Corolario 1.6 Si D es un dominio y n > 1, se tiene gr(pq) = gr(p) + gr(q) para cualesquiera p,q €
D[Xy,..., X,

1.2. Polinomios simétricos
Sea A un anillo arbitrario y consideremos n indeterminadas Xi,...,X,. En el Ejemplo 2 de 1.4

vimos que para cada permutacién o € S,,, existe un unico automorfismo & de A[X;,...,X,], tal que
o(a) = a, para todo a € Ay 7(X,) = X5(,). Obsérvese que 507 =G oT.
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Un polinomio p € A[X;,...,X,] se dice que es simétrico, en las indeterminadas X,..., X, si
a(p) = p para todo o € S,,. Por ejemplo, los polinomios en dos indeterminadas X; + X y X3 X5 son
polinomios simétricos. Sin embargo estos polinomios no serian simétricos como polinomios en mas de

dos variables. Obsérvese que el conjunto de todos los polinomios simétricos de A[X7, ..., X, ] forma un
subanillo de A[Xq, ..., X,].
Para cada p € A[Xq,...,X,], sea O,(p) el conjunto de todos los polinomios de la forma 7 (p) para

o recorriendo todos los elementos de Sy, y sea Xy (p) = 3_ co,
7 se restringe a una biyeccién de O,,(p) en si mismo pues claramente (O, (p)) C O, (p), O, (p) es finito
y @ es inyectiva. Luego

) 4- Obsérvese que si o € 3,,, entonces

F(Sa(p) = Y. Fla)= > q=23u),

q€0n(p) q€0n(p)

es decir X,,(p) es un polinomio simétrico.
Por ejemplo,
O.(X1) = {X1,Xs,..., X}
y por tanto
Ya(X1) = Xi+Xo+ -+ Xy
En(X1Xo) = Yicicjon XiXj

Los polinomios de la forma

Slen(Xl) = Xl +X2++Xn7
Sy =%n(X1Xa2) = Zl§i<j§n XiXj,

Sz =En(X1X2X3) = Zl§i<j<k§nXinXk’

Sy=%,(X1Xo--X,) = X1 Xo---X,,.

se llaman polinomios simétricos elementales en n variables. Obsérvese que S; para i < n < m tiene
distintos valores segiin que consideremos n 6 m variables. Por ejemplo para dos variables los polinomios
simétricos elementales son

S1 = X1+ Xy,
Sy = X1Xp
y para tres variables son
S = X1+ Xo+ X3,
Sy = X1Xo+ X1 X3+ X2 X3,
S; = X1 XoXs.

La siguiente

Lema 1.7 Se verifican las siguientes propiedades para f € A[X1,...,X,) yo € S,.
(1) Si f es homogéneo de grado n, entonces o(f) es homogéneo de grado n.

(2) Un polinomio es simétrico si y solo si sus componentes homogéneas son simétricas.

Demostracion. (1) es obvio.

(2) Seap =po+p1+...+pm un polinomio en n variables X1, ..., X, con coeficientes en el anillo A,
donde p; denota la componente homogénea de grado i. Como el conjunto de los polinomios simétricos
es un subanillo de A[X},...,X,] estd claro que si pg,p1, ..., P, son simétricos entonces p también es

simétrico.
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Reciprocamente, supongamos que p es simétrico y sea o € S,,. Entonces

p=70(p) =0(po) +7(p1) + +7(Pm)

y cada o(p;) es homogéneo de grado i, por (1). Como la descomposicién de un polinomio en suma de
polinomios homogéneos de distintos grados es tinica, deducimos que p; = @(p;) para todo i. Por tanto
p; es simétrico para todo i. [J

Si a denota un elemento de N", entonces a; denotard la i-ésima coordenada de a, es decir a =
(a1,...,ay). Sip € A[Xy,...,X,] v a € N" entonces vamos a denotar por p, al coeficiente de
X7+ X2 en p. De esta forma cada polinomio p € A[X7,..., X,,] se expresa como

p= Z Pa X X0 X"
a€N”

Vamos a denotar por < el orden lexicografico en el conjunto N de las n-uplas de nimeros enteros
no negativos. Es decir, dados dos elementos a y b de N, diremos que a < b si 0 bien a = b o existe un
i tal que ag = bp, a1 = b1,...,0;_1 = b;_1 vy a; < b;. Por ejemplo

(1,1,2) < (1,3,1) < (2,0,0) < (2,0,1) < (2,1,0) < (3,0,1).

Este orden es un orden total en N y por tanto todo subconjunto finito de N™ tiene un minimo y un
maximo respecto de este orden. Por ejemplo, si

X =1{(2,2,1),(3,3,1),(2,0,2),(3,0,2),(2,1,0),(2,1,1),(3,0,0)}

entonces
(2,0,2) < (27 1,0) < (27 1, 1) < (2,27 1) < (3,0,0) < (3,0,2) < (3,3, 1)

y por tanto, el minimo de X es (2,0,2) y su méximo es (3,0,0).

De hecho < es un buen orden, es decir todo subconjunto no vacio X C N” tiene un minimo en N".
En efecto, es fécil ver que el minimo de X es el elemento a = (ay, ..., a,) definido de la siguiente forma:
a1 es el menor entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuya primera coordenada es m,
as es el primer entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuyas dos primeras coordenadas
son (a1, m), as es el primer entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuyas tres primeras
coordenadas son (a1, as,m). En general, a; es el primer entero no negativo m tal que existe un elemento
de X cuyas i primeras coordenadas son (ay,...,a;—1,m).

Si0#pe A[Xy,...,X,], entonces vamos a denotar por é(p) al mayor elemento a € N™, con
respecto a <, tal que p, # 0. Por ejemplo, 6(XZ2X2 + X;Xo + X + X3 X5 + X§) = (3,1), pues
(0,6) =< (1,1) < (2,2) < (3,0) < (3,1). De forma andloga a como se hizo para el grado habitual
ponemos que 6(0) = —oo y consideramos —oo < a para todo a € N™.

Obsérvese que § satisface propiedades similares a gr. En efecto se verifica el siguiente lema cuya
demostraciéon dejamos como ejercicio.

Lema 1.8 Sip,q € A[X1,...,X,], entonces

(1) d(p+q) <méx{d(p),0(q)} y d(p+q) < mix{d(p),d(q)} siy solo si d(p) = 6(q) Y Psp) +ds5(q) = O-

(2) 6(pq) < d(p) + 0(q) y se verifica la igualdad si y solo si unas de las tres siguientes condiciones se
verifica: (a) p=0, (b) ¢ =0, (c) p y q son diferentes de 0 y ps(a)qsw) 7 0.

(8) Si A es un dominio, entonces 6(pq) = 6(p)d(q).
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Teorema 1.9 Todo polinomio simétrico en n variables se puede escribir de forma tUnica como un
polinomio en los polinomios simétricos elementales. Mds precisamente, si S1,...,Sy son los polinomios
simétricos elementales en las variables X1,. .., X,, entonces el homomorfismo de sustitucion

QDZA[Xl,...,Xn] — A[Xl,,Xn]
F — F(Sl,...,Sn)

es inyectivo y su imagen es el conjunto de los polinomios simétricos elementales.

Demostracién. En primer lugar observemos que 6(.5;) es el elemento de N™ que empieza con ¢ unos y
acaba con i ceros. Es decir

0(51) =(1,0,...,0), 4(S2)=(1,1,0,...,0), ..., 0(Sp)=(1,1,...,1).
Por tanto, utilizando la propiedad (2) del Lema 1.8 se tiene que
o(S7---Sen)y=(a1+as+az+ - +ap,az+az+---+an, a3+ -+ an,...,0p—1+ an,an).
Obsérvese que la aplicacién ¢ : Q" — Q™ dada por
Y(ay,...,an) = (a1 +as+az3+---+an,as+as+---+ap, a3+ +an,...,0n-1+ an,a,)

es lineal y su matriz asociada en la base candnica es

1 1 1 - 1 1
0 1 1 - 1 1
s I
0 0 o - 1 1
0 0 o -~ 0 1
La matriz A es invertible y su inversa es la matriz
1 -1 0 - 0 0
0 1 -1 - 0 0
g 0 0 1 0 0
0 0 o --- 1 -1
0 0 o -~ 0 1
Obsérvese que si a = (a1,...,a,) conay >ag -+ >a, >0y b=A"ta= (a1 —az,a2 —az,...,a,_1 —
an,ay), entonces b; > 0 para todo i. Reciprocamente, si a = ¢(b) con b; > 0 para todo i = 1,...,n

entonces aj > ag > ...a, > 0. En particular ¢ (N") = {a € N* : a; > a3 > -+ > a,}. Por tanto para
todo polinomio P € K[X;, Xs,...,X,] tal que 6(P) = (a1,...,a,) con a; > ag--+ > a, > 0 se tiene
que §(P) = §(S% --- §b») donde b= (by,...,by) = A~15(P).

@ es inyectiva. Sea 0 £ p € K[X;,...,X,] v sea X el conjunto de elementos a € N™ tales p, # 0.
Como la aplicacién 1 es inyectiva existe un elemento a € X tal que §(SJ* ---8%) > §(S ... Sb) para
todo b € X \ {a}. Como

o(p) = paS{t - Sam 4+ Y ppSYe--Shr,
beX\{a}

aplicando la propiedad (1) del Lema 1.8 se tiene que 6 =§(8¢t ... §on en particular 0.
p prop (1) que §(p(p 1 w") v, enp o(p
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La imagen de @ es el conjunto de los polinomios simétricos. Esta claro que todo elemento de la imagen
de ¢ es un polinomio simétrico. Demostramos la otra inclusiéon por reduccién al absurdo. Supongamos
que hay un polinomio simétrico que no esta en la imagen y elegimos uno de dichos polinomios p para
el que a = §(p) sea minimo con respecto a la relacién de orden <. Como p es simétrico, a1 > ag >
<+« > a, > 0y por tanto existe a € N" tal que ¢(b) = a. Eso implica que 6(5?1 <8y = qy, de la
propiedad (1) del Lema 1.8 se deduce que si ¢ = p —;zr)aSi’1 -+ 8% entonces §(q) < d(p). Por la eleccion
de p, se tiene que ¢ estd en la imagen de @, es decir existe r € K[Xy,..., X,] tal que ¢(r) = ¢q. Entonces
p=(r) + @Pa X - Xbr) = p(r 4 pa X --- XP"), en contra de que p no estd en la imagen de . [J

La demostracion del Teorema 1.9 es constructiva, es decir, proporciona un método efectivo para
escribir cada polinomio simétrico como un polinomio en los polinomios simétricos elementales siguiendo

el siguiente proceso recursivo.

Entrada: Un polinomio simétrico p.

q=p,f=0.
Mientras que g # 0.
a=6(q).
b=v"1(a) = (a1 —ag,a2 — as,...,ap_1 — A, ay)

f:f—|—anlegn
q=q—paSy - Shr
Salida: f.

Ejemplo 1.10 Seap = X+ X3+ X3, un polinomio simétrico en tres variables. Entonces 6(p) = (3,0, 0)
y por tanto ¢=1(3,0,0) = (3,0,0). Sea

g = p—Si)’ZX%+X23+X§—(X1—I—X2+X3)3
= —3(X12X2 +X1X22 +X12X3 +X1X§ —I—X%Xg —I—Xng) — 6X1X5X3.

Entonces §(q1) = (2,1,0) y ¥»~1(2,1,0) = (1,1,0), por lo que ponemos

g2 = q+3515
= 3(X1+Xo+ X3) (X1 Xo + X1 X3+ X2 X3)
—3(X7Xo 4+ X1 X3 + X7 X3+ X1 X5 + X5X5 + XoX3) — 6X1 X2 X3
—  3X,X,X; = 35,

Por tanto
X+ X3+ X5 =p=5}+q =5} —3515 + g2 =S} — 35159 + 3S3.

La siguiente féormula, es muy facil de demostrar y es conocida con el nombre de Férmula de Cardano-
Vieta , ]
(T =X)(T = X)) (T = Xp) =T" + 320 (-1)'S;T" " =
TP — ST L+ 8T =2 — o 4 (=1)"72S, T2+ (—1)" 1S, 1T + (=1)"S,,
donde 51,55, ...,S, son los polinomios simétricos elementales en las variables X1, Xs,..., X,,.

La Férmula de Cardano-Vieta, junto con el Teorema 1.9 permite obtener el resultado de sustituir
las raices de un polinomio en un polinomio simétrico. Veamos un ejemplo.

(1.2)

Ejemplo 1.11 Supongamos que queremos calcular la suma de los cubos de las raices a1, s y ag del
polinomio T2 — T + 1. Aplicando las Férmulas de Cardano-Vieta obtenemos

T3 —T+1=(T—a))(T—a)(T—as) =T —s,T? + 55T — 53
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donde s; = S;(a1, a9, as3). Es decir,

s1 = ar+as+az3=0
S = i+ ajaz+ asag = —1
S§3 — Q1003 = -1
Entonces
St +ad =43 — 35182 + 383 = —3.
Qg 2 3 1

Podemos utilizar las Férmulas de Cardano-Vieta en sentido contrario para resolver sistemas de
ecuaciones en polinomios simétricos.

Ejemplo 1.12 Vamos a resolver el siguiente sistema de ecuaciones

1‘1+I2+SC3 = 2
?+zi+a2i = 4
r34+ai+a3 = 5

Si ponemos s; = Sy1(x1,22,23) = X1 + X2 + 3, S2 = So(x1,T2,23) = X129 + X123 + X223 ¥ S3 =
S3(z1x223), entonces de las Férmulas de Cardano-Vieta se deduce que x1,x2 y x3 son las raices del
polinomio 7% — s17? + soT — s3. Sabemos que s1 = 2. Ademés 4 = 27 + 235 + 25 = 57 — 259 = 4 — 259,
con lo que s = 0,y 5 = o3 + a3 + w% = 53 — 35182 + 3s3 = 8 + 3s3 y, por tanto, s3 = —1. Luego
21,22 y o3 son las raices del polinomio 7% — 272 + 1. Claramente una de estas raices es 1 y tenemos
T3 -27T? 4+ 1= (T —1)(T? — T —1). Por tanto {x1, 22,23} = {1, %, 1_7\/3}

Problemas
1.1 Demostrar el Lema 1.8, las Proposiciones 1.1 y 1.3 y la Férmula de Cardano-Vieta (1.2).

1.2 Sea A un anillo. Demostrar que si P € A[X;, ..., X,] tiene grado 1 y uno de los coeficientes de P
distinto del término constante, es una unidad de A, entonces A[X7,..., X,]/(P) ~ A[X1,..., X, —1].

1.3 Sea K un cuerpo y sea P € K[X,Y]. Supongamos que P(1,Y) es irreducible en K[Y] y, considerado
como polinomio en la variable en Y con coeficientes en K[X], P es primitivo y su coeficiente principal
no es divisible por X — 1. Demostrar que P(X,Y") es irreducible en K[X,Y]. Encontrar tres polinomios
no irreducibles Py, P», P; € K[X,Y] de forma que cada uno de ellos cumpla dos de las tres hipdtesis.

1.4 Demostrar que si K es un cuerpo y P,@ € K[X,Y] son coprimos, entonces el conjunto
V(P)NV(Q) = {(a,b) € K2 : P(a,b) = Q(a,b) = 0}
es finito. (Indicacién: K (X)[Y] es un DIP donde K(X) es el cuerpo de cocientes de K[X].)

1.5 Expresar los siguientes polinomios simétricos como polinomios en los polinomios simétricos ele-
mentales: X7 + X2, X7 + X5+ X3, X1 X5 + X$ X0, Xq X5 + X2 X + X1 X5 + X7 X5+ Xo X3 + X3 X5,

1.6 Haz un programa que dado un polinomio p en n variables Xi,..., X, decida si se trata de un
polinomio simétrico y en tal caso calcule un polinomio ¢ en n variables tal que ¢(S1,Sa,...,5,) =
p, donde S7,5s,...,S, son los polinomios simétricos elementales en las variables dadas. (Indicacién:
Observa que no basta dar el polinomio p como entrada del programa, sino que también es necesario
dar las variables en los que lo consideramos. Por ejemplo, X; + X5 v X7 X35 + X5 X3 son polinomios
simétricos en las variables X; y X5 pero no lo son en las variables X7, Xo, X3.
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1.7 Sea T un conjunto no vacio cuyos elementos llamaremos indeterminadas, y sean A y P dos anillos.
Decimos que P es una anillo de polinomios en las indeterminadas de T y coeficientes en A si existen
un homomorfismo de anillos f : A — P y una aplicacién ¢ : T" — P tal que se cumple la siguiente
propiedad que llamaremos Propiedad Universal del Anillo de Polinomios: Para todo homomorfismo de
anillos g : A — B y toda aplicacién ¢ : T — B existe un tinico homomorfismo de anillos g : P — B tal
que G(f(a)) = g(a) para todo a € Ay g(¢(t)) = ¢(t) para todo ¢ €, es decir que hace conmutativo el
diagrama

!

A—sP<—T

7]
I
gl

g gv%
B

(1) SiT ={T1,...,T,} entonces el anillo de polinomios A[T1, ..., T},] satisface la Propiedad Universal
del Anillo de Polinomios para las aplicaciones naturales A — A[Ty,...,T,] y T — A[T\,...,Ty).

Demostrar:

(2) Existe un anillo de polinomios en las indeterminadas de T' con coeficientes en A.

(3) Todos los anillos de polinomios en las indeterminadas de T' con coeficientes en A son isomorfos.
Denotaremos A[T] a cualquiera de ellos.

(4) Si Ty es otro conjunto con el mismo cardinal entonces A[T] = A[T}].



16

CAPITULO 1. POLINOMIOS



Capitulo 2

Extensiones de cuerpos

2.1. Extensiones de cuerpos

Definicién 2.1 Sea K un cuerpo. Una extension de K es un cuerpo L que contiene a K como subcuer-
po. En tal caso decimos que L/K 6 K C L es una extensién de cuerpos o simplemente una extension.

Obsérvese que si L/K es una extensiéon de cuerpos, entonces L tiene una estructura natural de
espacio vectorial sobre K, en la que la suma de vectores (elementos de L) es la suma en L y el producto
de escalares (elementos de K) por vectores (elementos de L) se obtiene multiplicando en L. Denotaremos
este espacio vectorial como Ly y una base de la extension L/ K es simplemente una base de este espacio
vectorial. La dimension de este espacio vectorial se llama grado de la extensién L/K y se representa
por [L: K]. O sea

[L: K] =dimg(L).

Decimos que L/K es una extensidn finita si [L : K] < co. Obsérvese que si L/K es una extensién de
grado n entonces Lk ~ K". Por tanto, |L| = |K|™. Eso implica que si K es finito de orden ¢, entonces
L es finito de orden ¢™ y si K es infinito entonces L tiene el mismo cardinal que K.

Ejemplos 2.2 (1) Si L/K es una extensién de cuerpos, entonces [L : K] =1 siy solo si K = L.
(2) C/R es una extensién finita de grado 2.

(3) R/Q y C/Q son extensiones de grado infinito pues Q es infinito y R y C tienen mayor cardinal
que Q.

(4) Sin € Q, entonces Q(v/n) = {a+ by/n: a,b € Q} es una extensién que tiene grado 1 si n es un
cuadrado de un nimero racional y grado 2 en caso contrario pues, en el segundo caso, {1,/n} es

una base de Q(v/n)/Q.

(5) El cuerpo de fracciones K(X) del anillo de polinomios K[X] es una extensiéon de K de grado
infinito.

Una torre de extensiones de cuerpos es una sucesion
KiCK;C---CK,

de extensiones de cuerpos. Cada extensién K;11/K; se llama subextension de la torre.
Una clase C de extensiones de cuerpos se dice que es multiplicativa si para cada torre K1 C Ko C K3,
la extension K3/K; estd en C siy solo si Ko/K; v K3/K; estdn en C.

17
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Si Ly y Lo son dos extensiones de K, entonces un homomorfismo de L1 /K en Ly /K (también llamado
K-homomorfismo) es un homomorfismo de cuerpos f : L1 — Lo tal que f(a) = a para todo a € K.
Un endomorfismo de una extension L/K es un homomorfismo de L/K en si misma. Un isomorfismo de
extensiones (o K-isomorfismo) es un homomorfismo de extensiones que es isomorfismo de cuerpos y un
automorfismo de extensiones (o K-automorfismo) es un isomorfismo de una extensién de K en si misma.
Obsérvese que el conjunto de los automorfismos de una extensién L/K es un grupo que llamaremos
grupo de Galois de L/K, en el que el producto es la composicién de aplicaciones, y que denotaremos
por Gal(L/K).

Una subextension de una extensién de cuerpos L/K es un subcuerpo de L que contiene a K. Dos
extensiones Ly y Lo de un cuerpo K se dice que son admisibles si existe un cuerpo L que es extensién
de L1 y Lo, o lo que es lo mismo, si ambas son subextensiones de una extensién comun L/K.

Por convenio en todos los cuerpos suponemos que 0 # 1. Eso implica que todos los homomorfismos
entre cuerpos son inyectivos. Ademads los K-homomorfismos son homomorfismos de K-espacios vecto-
riales. De esta forma siempre que exista un homomorfismo de cuerpos f : K — L, el cuerpo L contiene
un subcuerpo isomorfo a K, la imagen f(K) de f. Por otro lado K admite una extensién isomorfa a L,
a saber el conjunto K U (L \ f(K)), en el que se define el producto de la forma obvia. Abusaremos a
menudo de la notacién y cada vez que tengamos un homomorfismo de cuerpos f : K — L, simplemente
consideraremos K como subcuerpo de L, identificando los elementos de K y f(K), a través de f.

Proposicién 2.3 (1) Sean Ly y Lo extensiones de K. Si existe un homomorfismo de L1 /K en Lo /K,
entonces [Ly : K] < [Lg : K].

(2) Todo endomorfismo de una extension finita es un automorfismo.

(3) Sea K C E C L una torre de cuerpos y sean B una base de Ex y B’ una base de Lg. Entonces
A= {b : b e B,V € B'} es una base de Li. En particular la clase de extensiones finitas es
multiplicativa y si L/ K es finita entonces

[Propiedad Multiplicativa del Grado] [L:K]|=[L: E|E: K].
(4) Si Ly y Lo son admisibles y L es un cuerpo que contiene a Ly y Lo como subcuerpos, entonces

albl + +anbn
aiby + -+ alb,

L1L2:{ :ai,a;eL17bi7b;eLQ,a’lb’1+-~-+a;b;5A0}

es el menor subcuerpo de L que contiene a Ly y Ly. Este cuerpo se llama compuesto de L1 y Lo.

(5) Si L/K es una extension de cuerpos y S es un subconjunto de L, entonces el menor subcuerpo de
L que contiene a K y a S estd formado por los elementos de la forma

p(515827"~75n)
q(s1,82,...,8n)
donde n es un nimero natural arbitrario, p,q € K[X1,...,X,], $1,-..,82 € s yq(s1,82,...,8n) #

0.

Demostracion. 1 y 2 son una consecuencia inmediata de que todo K-homomorfismo de cuerpos L —
L5 es un homomorfismo inyectivo de espacios vectoriales sobre K y de que todo endomorfismo inyectivo
de un espacio vectorial de dimensién finita en si mismo es un isomorfismo.

3.Sil € L, entonces | = "', e;b; para ciertos e; € E'y b; € B'. Cada e; es una combinacién lineal
e = Z;nzl kijbi;, con k; € K y b; € B. Por tanto

= Z i ki;bi b,

i=1 j=1
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lo que muestra que A es un conjunto generador de L.

Supongamos que ZbGB?b,GB/ kpp b =0, con kypy € Ky kppr = 0 para casi todo (b,0') € B x B’.
Para cada b’ € B’, ponemos ey = ), g kp b € E. Como kyp = 0, para casi todo (b,b') € B x B', se
tiene que e, = 0 para casi todo b € B. Ademdsy ), . g eyd’ = 0. Como B’ es linealmente independiente
sobre E, se tiene que e, = 0 para todo b’ € B’. Utilizando que B es linealmente independiente sobre K,
deducimos que kp ,y = 0 para todo (b,b') € B x B’, lo que muestra que A es linealmente independiente.

4 y 5. Ejercicio. [J

Recordemos que si L/K es una extensién y S es un subconjunto de L, entonces K[S] es el menor
subanillo de L que contiene a K y lo llamamos subanillo de L generado por K y S. El subcuerpo K(5)
descrito en el apartado 5 de la Proposicion 2.3 se llama eztension de K generada S. Observando que la
interseccién de subcuerpos de un cuerpo L es otro subcuerpo de L, se tiene que K (S) es la interseccién
de todos los subcuerpos de L que contienen a K y a S. Obsérvese que si S; y S5 son dos subconjuntos
de L, entonces

K(S1)K(S2) = K(S1USs).

De la misma forma, si L1 /K y Lo/K son dos subextensiones de L, entonces L Lo es la interseccién
de todos los subcuerpos de L que contienen a L; U Ly y por tanto

LiLy = K(Ly U Ly).

El concepto de compuesto de dos subextensiones se puede generalizar de forma obvia a una familia
arbitraria de subextensiones: Si C es una familia de subextensiones de L/K entonces el compuesto de C
es el menor subcuerpo de L que contiene a todos los elementos de C y coincide con la interseccién de todos
los subcuerpos de L que contienen todos los elementos de C y con K (UgecFE). SiC = {1 /K,...,L,/K},
entonces el compuesto de C se denota por Ly - -+ L, y esta formado por todos los elementos de la forma

i=1 A1 279

Egl bli o bnz

con m arbitrario, a;;,bj; € L y Y iy bii - bpi # 0.

Si S = {ai,...,an}, entonces escribimos K[S] = K[aq,...,a,] y K(S) = K(a4,...,a,). Decimos
que L/K es una extension finitamente generada si existen ay,...,a, € L tales que L = K(ay,...,ay)
y que es simple si L = K (a) para algin a € L.

Lema 2.4 Sea L/K una extension. Sia € L es una raiz de un polinomio irreducible p de K[X| entonces
(1) Kla] = K().
(2) Siqe K[X], entonces q(a) =0 si y solo sip divide a g en K[X].

(3) [K(a) : K] = gr(p).

(4) Sin = gr(p) entonces 1,, 0%, ..., « es una base de K(a)k.
Demostracién. 1 y 2. Consideremos el homomorfismo de sustituciéon S = S, : K[X] — L y sea
I =Ker S ={q € K[X]:q(a) =0}. Como obviamente I es un ideal propio de K[X] y « es raiz de p
se tiene (p) C I C K[X]. Pero (p) es un ideal maximal de K[X], pues K[X] es un DIP. Concluimos que
I = (p) y, del Primer Teorema de Isomorfia deducimos que K|a] = Im S ~ K[X]/(p), que es un cuerpo
pues (p) es un ideal maximal de K[X]. Esto implica que K[a] = K(«) y que para todo ¢ € K[X] se
verifica q(a) = 0 si y solo si p|q en K[X].

3y 4. Supongamos que n = gr(p). Como 3 es una consecuencia inmediata de 4, basta demostrar que
La,a?,...,a" 1 es una base de K(a)g. Si 8 € K[a], entonces b = f(a) para algiin f € K[X]. Como
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el grado define una funcién euclidea en K[X], existen ¢, € K[X] tales que f = gp+7ry m = gr(r) <
gr(p) = n. Entonces 8 = f(a) = r(a) = ro+ria+rea? - - -+r,a™. Esto prueba que 1, ..., a" ! genera
K (a)g. Para demostrar que son linealmente independientes ponemos Z;ZOI a;a’ = 0, con k; € K.
Entonces « es rafz del polinomio a = Z;:Ol a; X", es decir a € KerS = (p). Como n = gr(p) > gr(a),

deducimos que a = 0, es decir a; = 0 para todo . J

2.2. Adjunciéon de raices

El siguiente teorema muestra que todos los polinomios no constantes tienen alguna raiz en algin
cuerpo.

Teorema 2.5 (Kronecker) Si K es un cuerpo y p € K[X]\ K, entonces existe una extension L de
K que contiene una raiz de p.

Demostracién. Como p € K[X|\ K[X]* y K[X] es un DFU, p es divisible en K[X] por un polinomio
irreducible y todas las raices de este divisor son raices de p. Por tanto podemos suponer que p es
irreducible. Eso implica que (p) es un ideal maximal de K[X], pues este tltimo es un DIP. Entonces
L = K[X]/(p) es un cuerpo. La composicién de la inclusién K — K[X] y la proyeccién K[X]| — L =
K[X]/(p) es un homomorfismo (inyectivo) de cuerpos y por tanto podemos considerar L como una
extensién de K. Para acabar la demostracién basta ver que a = X + (p) es una rafz de p. En efecto,
pla) = p(X + (p)) =p+ (p) = (p), que es el cero del anillo L. [

Por tanto, si p € K[X] es un polinomio no constante entonces existe una extensién L/K que contiene
una raiz a de p y K(a) es la menor subextensién de L/K que contiene a .

Decimos que un polinomio p € K[X]\ K es completamente factorizable sobre K si es producto de
polinomios de grado 1, o lo que es lo mismo si p = a(X —ay) - - - (X —«,,) para ciertos a, aq, ..., a, € K.
En tal caso las raices de p son aq, ..., a,. Por ejemplo

X3—1:(X—1)(X2+X+1)=(X_1)(X_m) (X_m)

2 2

es completamente factorizable sobre C, pero no sobre Q ni R. El Teorema de Kronecker afirma que cada
polinomio no constante tiene una raiz en alguna extensién. De hecho podemos decir algo mas.

Corolario 2.6 Si K es un cuerpo y p € K[X]|\ K, entonces p es completamente factorizable en alguna
extension de K.

Demostracién. Por induccién sobre el grado de p. Si el grado de p es 1, no hay nada que demostrar.
Si el grado de p es mayor que 1 entonces p tiene una raiz « en alguna extensién E de K. Entonces
p = (X — a)q para algin ¢ € E[X] \ E. Por hipétesis de induccién ¢ es completamente factorizable en
alguna extensién L de F, es decir ¢ es producto de polinomios de grado 1 en L[X] y por tanto también
p es producto de polinomios de grado 1.

La siguiente definicién modela nuestro objetivo principal.
Definicién 2.7 Una torre radical es una torre de cuerpos
EcCELC---CE,

tal que para cada i =1,...,n, existenn; >0 y «; € E; tal que E; = E;_1(o;) y o™ € E;_q.
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Una extension de cuerpos L/ K se dice que es radical si existe una torre radical
K=FCFE C---CFE,=1L.

Una ecuacidn polinémica P(X) =0, con P € K[X], se dice que es resoluble por radicales sobre K
st existe una extension radical L/ K tal que P es completamente factorizable en L. En tal caso también
se dice que el polinomio P es resoluble por radicales sobre K.

Nuestro objetivo principal es establecer un criterio de cudndo un polinomio es resoluble por radicales
que es precisamente cuando sus raices se puedan expresar en sucesivas extensiones en las que en cada
paso se adjunta una raiz n-ésima de elementos del cuerpo anterior. Para llegar a ello tenemos que
recorrer un largo camino que se completara en los dos tltimos capitulos.

Recordemos que si 0 : K — E es un homomorfismo de anillos, entonces ¢ tiene una tnica extensién
a un homomorfismo entre los anillos de polinomios, que seguiremos denotando por o : K[X| — E[X],
tal que o(X) = X. Este homomorfismo se comporta bien sobre las raices.

Lema 2.8 Sio: E — L es un homomorfismo de cuerpos, a € E, p € E[X] y « es raiz de p, entonces
o(a) es una raiz de o(p).

Si E/K y L/K son extensiones de un cuerpo K, p € K[X]| y o es un K-homomorfismo entonces o
se restringe a una aplicacion inyectiva del conjunto de las raices de p en E al conjunto de las raices de
pen L.

En particular, si E = L (es decir, si 0 € Gal(L/K)), entonces esta restriccion de o es una permu-
tacion del conjunto de las raices de p en L.

Demostracion. Sip =pg+p1 X + -+ + p, X", entonces

(@)

a(p)(o(@) = (o(po) +o(p1)X +o(p1)X* + -+ 0(pn) X") n

0 (o
po) + o(p1)o(a) +o(p)o(a)? + - + a(pn)o(

(
a(po +pra+pia® + -+ ppa™)
= o(p(a)) =0c(0) =0.

Esto prueba la primera afirmacién. Las otras dos afirmaciones son consecuencias inmediatas de la
primera. [J

Lema 2.9 (Lema de Extensién) Sea ¢ : K1 — Ko un homomorfismo de cuerpos y sea p € K1[X]
un polinomio irreducible. Sean Ly/Ky y Lo/Ks dos extensiones de cuerpos y sean oy € Ly y ag € Lo
con oy una raiz de p.

Entonces existe un homomorfismo ¢ : K1(a1) — Ka(ag) tal que 0|k, = 0 y o(a1) = ag si y solo si
ag es una raiz del polinomio o(p). En tal caso sdélo hay un homomorfismo ¢ que satisfaga la condicidn
indicada y si ademds, o es un isomorfismo, entonces también & es un isomorfismo.

Demostracién. Si existe el homomorfismo & satisfaciendo la propiedad indicada entonces del Lema 2.8
se tiene que ay = 7(aq) es una raiz de o(p) = o(p).

Reciprocamente, supongamos que s es una raiz de o(p). Consideremos los homomorfismos de
sustitucién en a1 y ag: So, @ K1[X]| = Ki(aq) y Sa, : Ka[X] = Ka(ag). Por el Lema 2.4, Kj[aq] =
Ki(aq), [K(a1) : K] = gr(p) v (p) = Ker S,,. Ademds o(p) € Ker S,,. Todo esto implica que la
aplicacién 7 : Ki(aq) — Ka(az), dada por o(f(a1)) = o(f)(az), para f € K1[X], estd bien definida
pues si fi(a1) = g(ay), con f,g € K;[X], entonces f — g € Ker S,,, con lo que p divide a f — ¢
en K1[X]. Luego o(p) divide a o(f) — o(g) en K3[X] y por tanto o(f) — o(g) € Ker S,,, es decir
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o(f)(a2) = o(g)(@z2). Una vez que hemos visto que o estd bien definida, es trivial ver que es un
homomorfismo de cuerpos y que satisface las condiciones del Lema.

Si ademés o es un isomorfismo, entonces & es un isomorfismo pues todo homomorfismo de cuerpos
es inyectivo y ademéas K5 y oo estan en la imagen de 7, lo que muestra que & es suprayectivo.

Para la unicidad ver el Ejemplo 1 de 1.4. [J

Si aplicamos el Lema anterior al caso en que o es la aplicacién identidad o : K — K entonces
obtenemos que si « es una raiz de un polinomio irreducible p de K[X] en una extensiéon de K entonces
la extensién K («)/K es unica salvo isomorfismos.

Proposicién 2.10 Sea p € K[X] un polinomio irreducible y o y B son dos raices de p en dos extensio-
nes de K (tal vez dos extensiones diferentes). Entonces existe un inico K -isomorfismo f : K(a) — K(B)
tal que f(a) = B. En particular las dos extensiones K(a)/K y K(B8)/K son isomorfas.

Obsérvese que la hipétesis de que el polinomio p sea irreducible en la Proposicién 2.10 es imprescin-
dible. Por ejemplo, si p = X (X2 + 1), entonces 0 e i son dos raices de p y obviamente Q(0) = Q no es
isomorfo a Q(z).

A la vista de la Proposicién 2.10, si p € K[X] es irreducible, hablaremos de la extensidn de K
obtenida adjuntando a K una raiz del polinomio irreducible p, como la extensién K (a)/K donde « es
cualquier raiz de p es una extensién arbitraria de K.

2.3. Extensiones algebraicas

Definicién 2.11 Sea L/K una extension de cuerpos. Un elemento a € L se dice que es algebraico
sobre K si existe un polinomio no nulo 0 # p € K[X] tal que p(a) = 0. En caso contrario se dice
que o es transcendente sobre K. En otras palabras, a es transcendente sobre K si el homomorfismo de
sustitucion
K[X] —» L
p — pla)

es inyectivo y algebraico en caso contrario.
Decimos que L/K es una extensién algebraica si todo elemento de L es algebraico sobre K. En caso
contrario decimos que la extensién es transcendente.

La siguiente proposicion caracteriza cuando un elemento es algebraico.

Proposicién 2.12 Si L/K es una extension de cuerpos y a € L, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) « es algebraico sobre K.
(2) Kla] = K(a).

(3) Kla] es un subcuerpo de L.
(4) K(a)/K es finita.

Demostracién. 1 implica 2 y 4. Supongamos que « es algebraico sobre K y sea 0 # f € K[X] tal
que f(a) =0.Si f =p;--pp, es una factorizacién de f es producto de irreducibles de K[X], entonces
pi(@) - pp(a) = f(a) = 0 y por tanto p;(a) = 0 para algin . Eso implica que « es una raiz de un
polinomio irreducible de K[X] y del Lema 2.4 se deduce que K|a] = K(a) y que K(«)/K es finita.

2 implica 3 es obvio.
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Para demostrar 3 implica 1 y 4 implica 1 consideramos el homomorfismo de sustitucién S = S, :
K[X] — K[a]. Si « no es algebraico entonces S es un isomorfismo. Como K[X] no es un cuerpo y tiene
dimensién infinita entonces no se verifican ni 3 ni 4. [

Sean L/K una extensién y a € L un elemento algebraico sobre K. Entonces el niicleo I del homo-
morfismo de sustituciéon S = S, : K[X] — L es un ideal no nulo que es primo pues K[X]/I ~ Kla] es
un dominio. Por tanto I = (p) para un polinomio irreducible p de K[X]. De todos los generadores de I,
hay uno sélo que sea ménico. Se llama polinomio irreducible 6 minimo de a sobre K, denotado Ming («),
al tnico generador ménico de I = Ker S,. Estd claro que Ming («) es el tnico polinomio ménico de
grado minimo de I. Del Lema 2.4 se deduce que si Ming («) tiene grado n, entonces 1,a,a?,...,a" 1
es una base de K(«a)/K. En resumen:

Lema 2.13 Si a es algebraico sobre K, entonces [K(a) : K| = gr(Ming («)) y si este grado es n,
entonces 1,a, a2, ..., a" 1 es una base de K(a)x.

Ejemplos 2.14 (1) Ming(v/2) = X2 — 2, Ming(v/2) = X — /2 y Ming(i) = Ming (i) = X% + 1. Més
generalmente, si ¢ € Q y /g & Q, entonces Ming(y/q) = X? — q.

(2) Si a=+/5+ 5, entonces a® —5 = /5, con lo que 5 = (a? — 5)? = a* — 10a2 + 25, es decir a es
una raiz del polinomio X% — 10X + 20. Aplicando el Criterio de Eisentein a este polinomio para
el primo 5, deducimos que es irreducible sobre Q y por tanto Ming(a) = X* — 10X + 20.

(3) El cuerpo de fracciones de K[X] es K(X) y K(X)/K es una extensién de grado infinito pues las
potencias de X son linealmente independientes sobre K. Por tanto X es transcendente sobre K.

(4) Decidir si un nimero real o complejo es algebraico sobre el cuerpo de los niimeros racionales es un
problema normalmente muy dificil. El cardcter algebraico o transcendente del nimero 7 sobre Q
fue un problema sin resolver durante muchos anos hasta que Lindemann demostré en 1882 que es
transcendente. También es transcendente la base e del logaritmo neperiano, lo que fue demostrado
por Hermite en 1873.

Una consecuencia de la Proposicion 2.12 es el siguiente corolario que caracteriza las extensiones
finitas.

Corolario 2.15 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension de cuerpos.
(1) L/K es finita.
(2) L/K es algebraica y finitamente generada.
(3) Existen aq,...,a, € L algebraicos sobre K tales que L = K(aq,...,qn).

Demostracién. (1) implica (2). Supongamos que L/K es finita. Entonces [K(«) : K| < [L: K] < o0

para todo a € L. Del Lema 2.12 se deduce que « es algebraico sobre K. Por otro lado, si a1, ..., a, es
una base de Lk, entonces L = K(ayq,...,q,) y por tanto L/K es finitamente generada.

(2) implica (3) es obvio.

(3) implica (1). Si a1, ...,a, satisfacen las condiciones de 3, entonces cada «; es algebraico sobre
K(aq,...,a;—1). Portanto K (a1, ...,a;) = K(a1,...,a;—1)(q;) es una extension finita de K (aq, ..., ;1)

por el Lema 2.12. Aplicando que la clase de extensiones finitas es multiplicativa deducimos que L =
K(aq,...,00)/K es finita. O

Corolario 2.16 La clase de extensiones algebraicas es multiplicativa.
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Demostracion. Sea K C FE C L una torre de extensiones. Es obvio que si L/K es algebraica entonces
E/K y L/K son algebraicas. Reciprocamente, supongamos que E/K y L/E son multiplicativas y
sea a € L. Entonces « es algebraico sobre E. Sea p = Ming(«) y sean pg,p1,.-.,pn los coeficientes
de p, que son algebraicos sobre K, por hipétesis, lo que implica que F = K(po,p1,---,pn)/K es
finita, por el Corolario 2.15. Ademds, « es algebraico sobre F' y por tanto F'(«)/F es finita. Entonces
[K(«) : K] < [K(a,po,p1y---,0n) : K] = [F(a) : F][F : K] < 0o. De la Proposicién 2.12 deducimos
que « es algebraico sobre K. [

Corolario 2.17 Si L/K es una extension de cuerpos, entonces el conjunto C de los elementos de L
que son algebraicos sobre K es un subcuerpo de L que contiene a K, llamado clausura algebraica de
L/K, o clausura algebraica de K en L..

En particular, si S es un subconjunto de L formado por elementos algebraicos sobre K, entonces

K(S) es algebraico sobre K.

Demostracién. Obviamente K C C. Si a, 8 € C, entonces 3 es algebraico sobre K(a) y por tanto
K(a)/K y K(a, 8)/K (), son algebraicas lo que implica que K («, 8)/K es también algebraica (Corola-
rio 2.16). Por tanto todo elemento de K(«, 8) es algebraico sobre K y en particular a+ 8, a— 8, a8 € C
y, si B # 0, entonces o~ € C. Esto prueba que C es un subcuerpo de L. [J

Decimos que una clase C de extensiones de cuerpos es cerrada para levantamientos si para cada dos
extensiones admisibles L1 /K y Lo/K tales que L1/K esté en C se verifica que L1Lo/Lo también estd
en C.

Proposicion 2.18 Cada una de las clases de extensiones finitas, algebraicas, finitamente generadas y
simples, son cerradas para levantamientos.

Demostracién. Sean L1 /K y Lo/ K dos extensiones admisibles. Estd claro que si L1 = K(ay, ..., ap),
entonces Loly = Lo(L1) = Lo(aa,...,an), lo que muestra que las clases de extensiones finitamente
generadas y de extensiones simples son ambas cerradas para extensiones. Por otro lado si L1/K es
algebraica, entonces todo elemento de L es algebraico sobre K y por tanto también sobre Lo, lo que
implica que L1Ls = Lo(Lq) es algebraico sobre K, por el Corolario 2.17. Esto prueba que la clase
de extensiones algebraicas es cerrada para levantamientos. Como una extension es finita si y solo si
es algebraica y finitamente generada (Proposicién 2.12) deducimos que la clase de extensiones finitas
también es cerrada para levantamientos. [

Recuérdese que todo endomorfismo de una extensién finita ha de ser un automorfismo (Proposi-
ci6n 2.3). Esta propiedad se verifica de hecho para toda extensién algebraica.

Proposicién 2.19 Si L/K es una extension algebraica, entonces todo K-endomorfismo de L es un
automorfismo.

Demostracion. Sea ¢ un K-endomorfismo de L. Como todo homomorfismo de cuerpos es inyectivo,
s6lo hay que probar que o es suprayectivo. Sea o € K y sean p = Ming(«), @ = a1,aq,...,q, las
raicesdepen Ly E = K(aq,...,ay). Del Lema 2.8 se deduce que o permuta {aq,...,a,} y por tanto
a = o(w;) para algin i. O
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Problemas
En los siguientes ejercicios K es un cuerpo, L/K una extensién de cuerpos y X es una variable.

2.1 Sea o una raiz real del polinomio X3 +3X2 —3X +3. Expresar cada uno de los siguientes elementos
como combinacién lineal de 1, o, &® con coeficientes en Q:

o, At a+2, (a+1)7h
2.2 Calcular los grados y una base de las siguientes extensiones.
Q(v2)/Q. Q[H/Q, Qi v2)/Q, QG V2)/QE), Q(V2V3)/Q, QAV2)/Q Q(V2+V3)/Q.
2.3 Demostrar que si n € Z, entonces [Q(y/n) : Q] < 2 y decidir cudndo es 1 y cudndo es 2.
2.4 Calcular el grado y una base de las siguientes extensiones
K(X)/K, K(X)/K(X?), K(X)/K(X +1), K(X)/K(X%), K(X)/K(X>+ X +1), K(X?)/K(X°),
donde K (X) es el cuerpo de fracciones de K[X].
2.5 Calcular [K(X) : K(p)], donde p € K[X] es un polinomio irreducible.
2.6 Demostrar que Q(i,v/2) = Q(i + v/2). Calcular Ming(i + v/2), Ming (i +v/2) y Ming /3 (i + V?2).
2.7 Demostrar que si carK # 2y a,b € K, entonces K (v/a,Vb) = K(y/a + v/b).

2.8 Demostrar que si p y ¢ son dos niimeros primos distintos, entonces el polinomio X* —2(p+¢q) X2+
(p — q)? es irreducible sobre Q. (Indicacién: El ejercicio 2.7.)

2.9 Calcular el polinomio minimo sobre Q de los siguientes nimeros complejos.

V241, VB3—1, V24, V2+V2+1,V3+ 3, V23,
V242, 2402 2+ V242, VT+4av3— VT— 43

2.10 Demostrar que si carK # 2 y K contiene raices cuadradas de todos los elementos de K, entonces
todos los polinomios de grado 2 sobre K son reducibles. Mostrar que esto no es asi si carK = 2.

2.11 Dados a,b € K*, demostrar que K(y/a) = K(v/b) si y solo si K(vab) = K. Utilizar esto para
calcular [Q(y/n,/m) : Q] para dos ntimeros enteros arbitrarios n y m.

2.12 Calcular el grado y una base de Q(v/2,v/3,v/5) sobre Q.

2.13 Demostrar que si p1,...,Pn,q son primos distintos, entonces /g & Q(/p1,---,+/Pn)-

2.14 Sea K un cuerpo y sean Py,..., P, polinomios de K[X]. Demostrar que existe una extensién de
cuerpos K'/K tal que cada P; se descompone totalmente en K'[X].

2.15 Encontrar un polinomio irreducible p € Q[X] y una raiz a € R de p tal que p no es completamente
factorizable sobre K(«).

2.16 Demostrar que un polinomio f € K[X] tiene una raiz doble en alguna extensién de K si y solo
si f y su derivada f’ no son coprimos en K[X].
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2.17 Sea g = p", con p primo y n un entero positivo y sea L una extensién de Zj, en la que el polinomio
X7 — X factoriza completamente. Demostrar:

(1) El conjunto de las raices del polinomio X9 — X en L forman un subcuerpo de L de orden gq.

(2) Sim es un entero positivo entonces existe un cuerpo de orden m si y solo si m es una potencia de
un primo.

(3) Para todo n existe un polinomio irreducible de grado n en Z,[X].
(4) Dos cuerpos finitos del mismo cardinal son isomorfos.

De este problema deducimos que para cada potencia de un primo ¢ existe al menos un cuerpo con q y
que todos los cuerpos con ¢ elementos son isomorfos. Denotaremos por I, al cuerpo con ¢ elementos
(Unico salvo isomorfismos). En particular, si ¢ es primo, entonces F,, = Z,,.

2.18 Construir cuerpos de 4, 8, 16, 9, 27 y 121 elementos.

2.19 Sea g una potencia de un primo y sean n y m un enteros positivos. Demostrar que F,m tiene un
subcuerpo de orden ¢" si y solo si n|m.

2.20 Calcular cuantos subcuerpos tiene un cuerpo de order p™, con p primo. Construir un cuerpo
Fg4 con 64 elementos y calcular todos sus subcuerpos. ;jCuantos elementos a de Fgy verifican que
]F2 [a] = F64?

2.21 Demostrar que si p es primo y K es un cuerpo con p" elementos, entonces cada elemento de K
tiene exactamente una raiz p-ésima.

2.22 Sean E = Zy[X]/(X?+ X +1) y F = Z3[X]/(X? + X + 1). Calcular los polinomios minimos de
todos los elementos de E y F sobre Zy. Construir un cuerpo de orden minimo que contenga subcuerpos
isomorfos a E'y F.

2.23 Calcular las raices complejas del siguiente polinomio X4 —2X?2 + 2 y la extensién de Q generada
por cada dos de ellas.

2.24 Demostrar que si [L : K] es impar y a € L, entonces K (a?) = K(a).

2.25 Decidir sobre la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, demostrando las afirmaciones
verdaderas y dando un contraejemplo de las falsas.

(1) Existe una extensién de K de grado mayor que 1.

2) Existe una extension algebraica de K de grado mayor que 1.

3) Toda extensién simple es algebraica.

4) Toda extensién es simple.

5

Todas las extensiones transcendentes simples son isomorfas.

6) Si E'y F son dos subextensiones K-isomorfas de L/K entonces E = F'.

7) Si « € L es transcendente sobre K y p € K[X], entonces p(a) es transcendente sobre K.

8) Sip € K[X]y p(«) es transcendente sobre K, entonces o € L es transcendente sobre K.

(2)
3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
9)

9) El cardinal del conjunto de nimeros complejos que son algebraicos sobre Q es numerable.
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(10) Si L/K es una extension finita, entonces L y K tienen el mismo cardinal.

(11) Si L/K es una extensién algebraica y K es infinito, entonces L y K tienen el mismo cardinal.

2.26 Demostrar las siguientes afirmaciones para E/K y F/K dos extensiones admisibles.
1) [EF : K] es finito si y solo si [E: K] y [F : K] lo son.
2) Si [EF : K] es finito, entonces [E : K| divide a [EF : K]y [EF : K] < [E: K]|[F : K].

(1)
(2)
(3) Si [E: K]y [F: K] son finitos y coprimos, entonces [EF : K| = [E: K|[F : K].
(4) Si [EF: K] = [E: K|[F : K], entonces ENF = K.

(5)

5) El reciproco de d) es cierto si [E : K] 6 [F : K] es 2 pero no lo es en general.

27mi

2.27 Para cada ntmero entero n sea (, = e n

= cos (2“) —|—z'sen(2”).

1) Calcular Ming(¢, ), para n < 6.
2) Demostrar que si p es primo, entonces Ming((,) =1+ X + X2 + - + XP~L.

(1)
(2)
(3) Encontrar todos los automorfismos de Q((g).-
(4)

4) (Existe un automorfismo de Q({s) que lleve (5 a (27

2.28 Encontrar todos los automorfismos del cuerpo Q(v/5 + 2v/5).

2.29 Utilizando el Teorema de Lindeman que afirma que 7 es transcendente sobre Q demostrar que
si p es un polinomio no constante con coeficientes en Q, entonces p(7) es transcendente sobre Q.

2.30 Probar que L/ K es algebraica si y solo si para toda subextensiéon E de L/ K, todo K-endomorfismo
de E es un automorfismo.
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Capitulo 3

Cuerpos de descomposicion

3.1. Cuerpos algebraicamente cerrados

Una consecuencia del Teorema de Kronecker es la siguiente proposicién.

Proposicion 3.1 Las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K.
(1) Todo polinomio no constante de K[X] tiene una raiz en K.
(2) Los polinomios irreducibles de K[X] son precisamente los de grado 1.
(3) Todo polinomio no constante de K[X] es completamente factorizable sobre K.

(4) K contiene un subcuerpo Ky tal que K/ Ky es algebraico y todo polinomio de Ko[X] es completa-
mente factorizable sobre K.

(5) Si L/K es una extension algebraica, entonces L = K.

(6) Si L/K es una extension finita, entonces L = K.

Demostracién. (1) implica (2), (2) implica (3) y (3) implica (4) son obvios. (5) implica (6) es conse-
cuencia inmediata de la Proposicién 2.15.

(4) implica (5). Supongamos que K contiene un subcuerpo K satisfaciendo la propiedad (4). Si
L/K es una extensién algebraica, entonces L/ K es también algebraica, por el Corolario 2.16. Si a € L,
entonces por hipdtesis p = Ming, () es completamente factorizable sobre K, con lo cual todas las raices
de p pertenecen a K. En particular o € K y esto prueba que L = K.

(6) implica (1). Supongamos que se verifica 6 y sea p € K[X]\ K. Por el Teorema de Kronecker, existe
una extensién L/K que contiene una raiz « de p. Entonces K (a)/K es finita por la Proposicién 2.12.
Por hipétesis K(a) = K y deducimos que « es una raiz de p en K. [

Se dice que un cuerpo K es algebraicamente cerrado cuando verifica las condiciones equivalentes de
la Proposicién 3.1.

Es facil encontrar ejemplos de cuerpos que no son algebraicamente cerrados. Por ejemplo, Q vy R no
lo son porque el polinomio X2 + 1 no tiene raices reales y Zs tampoco lo es porque X2+ X +1 no tiene
raices en Zs. Si p > 3 es un entero primo entonces Z, no es algebraicamente cerrado, pues XP~! + 1
no tiene raices en Z, por el Teorema Pequeno de Fermat. Mas generalmente, ningin cuerpo finito es
algebraicamente cerrado (Problema 3.1). Sin embargo, se tiene:

29
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Teorema 3.2 (Teorema Fundamental del Algebra) El cuerpo C de los nimeros complejos es al-
gebraicamente cerrado.

Demostracién. se trata de ver que, dado un polinomio
p(X) = ag ta X +as X%+ 4a, X"

de grado n > 1 (a, # 0) con coeficientes complejos (a; € C para cada i = 0,1,...,n), existe un nimero
complejo z tal que p(z) = 0.
Usaremos propiedades elementales de los niimeros complejos, como las desigualdades entre médulos

|21] = 22| <21 + 22| <21 + [22]

o el hecho de que todos ellos tienen raices m-ésimas para cualquier entero m > 1 (esto se demuestra
considerando la forma polar, o forma médulo-argumento, de un complejo, y aplicando el Teorema de
Bolzano al polinomio X™ — r en el intervalo [0, + 1] para demostrar que todo nimero real positivo r
tiene una raiz m-ésima).

También emplearemos los conceptos de limite y continuidad. En particular, el hecho de que toda

funcién continua C — R, por ejemplo, z — |p(z)| = +1/p(2)p(2), alcanza su minimo en cualquier
subconjunto cerrado y acotado de C, y por tanto en cualquier “bola” {z € C : |z| < r}, donde r es un
numero real positivo (Teorema de Weierstrass).

El esquema de la demostracion, que desarrollaremos de inmediato, es el siguiente: Comenzamos vien-
do que la funcién z — |p(2)| alcanza su minimo absoluto en C; para ello, se demuestra que |p(z)| “se
hace grande” fuera de cierta bola {z € C : |z| < r}, y entonces el minimo que alcanza |p(z)| en esa bola
es de hecho un minimo absoluto en C. Bastara entonces ver que ese minimo vale 0, y esto lo hacemos por
reduccién al absurdo: si el minimo no es 0, construimos una funcion C — R cuyo minimo absoluto vale 1,

y sin embargo encontramos un punto en el que la misma funcién vale menos de 1. Vamos con los detalles:

Veamos, por induccién en el grado n, que |p(z)| se hace més grande que cualquier niimero real
positivo fuera de cierta bola; es decir, veamos que:

Para cada real k > 0, existe un real r > 0 tal que |p(z)| > k para cada complejo |z| > r.

En efecto, la expresién de p(X) se reesecribe como
p(X) = ag + Xq(X), donde ¢(X)=a;+ax X+ +a, X",

y entonces
p(2)] = |24(2) + aol = [2] - la(2)| = [ao| ~ para cada 2 € C.

Si n = 1 entonces ¢ = a1 es constante y distinto de cerpo y podemos tomar r = ————. Sin > 1

entonces la hipdtesis de induccién aplicada al polinomio ¢ y a k' = k + |ag| asegura que existe un
real s > 0 tal que |¢(z)] > k + |ao| cuando |z| > s, y entonces es claro que |p(z)| > agp cuando
|z| > r = méx{s, 1}.

En particular, tomando k& = |ag|, encontramos r > 0 con |p(z)| > |ag| cuando |z| > r. Como la
funcién |p(z)| es continua, alcanza un minimo en la bola B = {z € C : |z] <r}; es decir, existe zp € B
tal que |p(20)| < |p(2)| para cada z € B. La misma desigualdad se tiene cuando z ¢ B, pues entonces
|z| > r y asi p(z) > |ag] = p(0) > |p(z0)|. En consecuencia, |p(z)| alcanza un minimo absoluto en zg; es
decir, |p(z9)] < |p(z)| para cada z € C.

Es claro que p(X) tiene una raiz si y solo si la tiene p(X + 2g), y éste tiene la ventaja de que su
médulo alcanza un minimo absoluto en el 0. Por tanto, sustituyendo p(X) por p(X + zp), podemos
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suponer que zg = 0, y por tanto que |p(z)| > |p(0)| = |ao| para cada z € C. Si ap = 0 hemos terminado,
asi que se trata de ver que la condicién ag # 0 nos lleva a una contradiccion.

En este caso, dividir p por ag no va a cambiar el punto en el que se alcanza el minimo, por lo que
podemos suponer que ag = 1. Excluyendo monomios con coeficiente nulo, podemos escribir

pX) =14 amX™ + apa X"+ + 0, X" (con a, #0)

para cierto entero m con 1 < m < n. Sea ahora w una raiz m-ésima de —a;f (es decir, w € C verifica
w™ = —a,!). Entonces p(wX) =1 — X™ + (términos de grado mayor que m); es decir,

pwX)=1-X"+ X"h(X),

donde h(X) es cierto polinomio con h(0) = 0.

Finalmente, vamos a encontrar un nimero real ¢ tal que |p(wt)| < 1, lo que nos daré la contradiccién
buscada puesto que 1 es el minimo absoluto de [p(z)|. Consideremos la funcién R — R dada por
t — |h(t)|. Considerando su limite en = 0 (que vale 0 por continuidad) encontramos un nimero ¢ en el
intervalo (0,1) tal que |h(t)] < 1 (haciendo € = 1 en la formulacién usual del limite). Entonces también
t"™ y 1 —t"™ estdn en el intervalo (0,1), por lo que

p(wt)] <1 =™+ [t"hE)] <1—-t"+t"-1=1,

como querfamos ver. [J

3.2. Clausura algebraica

Por el Teorema Fundamental del Algebm7 C es un cuerpo que contiene las raices de todos los
polinomios no constantes de K[X] para cualquier subcuerpo K de C. Por otro lado el Corolario 2.6
muestra que para un cuerpo arbitrario K y un polinomio cualquiera p de K[X], se puede encontrar una
extension L de K en la que el polinomio p factoriza completamente, es decir, en lo que atafie al polinomio
p, L se comporta como si fuera algebraicamente cerrado, aunque para que lo fuera todos los polinomios
con coeficientes en L tendria que ser completamente factorizables sobre L. En vista de esto es natural
preguntarse si, todo cuerpo K tiene una extension algebraicamente cerrada. Por otro lado tenemos la
siguiente proposicién que nos va a garantizar que si K es subcuerpo de un cuerpo algebraicamente
cerrado entonces también va a poderse incluir en un cuerpo que ademas de ser algebraicamente cerrado
es algebraico sobre K.

Proposicién 3.3 Sea L/K una extension con L algebraicamente cerrado y sea C la clausura algebraica
de K en L. Entonces C/K es algebraica y C es algebraicamente cerrado.

Demostracién. Que C/K es algebraica, es consecuencia de la definicién de clausura algebraica de K
en L. Por otro lado, si p € K[X], entonces p tiene una raiz o en L. Eso implica que C(«)/C es finita
y, como la clase de extensiones algebraicas es multiplicativa, se tiene que C(«a)/K es algebraica, lo que
implica que « € C. Esto prueba que C es algebraicamente cerrado. [

Definicién 3.4 Una clausura algebraica de un cuerpo K es una extension algebraica L de K formada
por un cuerpo algebraicamente cerrado.

Obsérvese la diferencia entre una clausura algebraica de un cuerpo K y la clausura algebraica de una
extension L/K. La primera es una extensién de K que ha de ser algebraica sobre K y algebraicamente
cerrada y la segunda es el mayor subcuerpo de L que es algebraico sobre K, pero no tiene que ser
algebraicamente cerrado, a no ser que L sea algebraicamente cerrado (Proposicién 3.3).
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Teorema 3.5 Todo cuerpo tiene una clausura algebraica.

Demostracion. Por la Proposicién 3.3, basta demostrar que todo cuerpo esté contenido en un cuerpo
algebraicamente cerrado. En primer lugar vamos a ver que si K es un cuerpo, entonces existe otro
cuerpo E tal que todo polinomio no constante de K[X] tiene una raiz en E. Para eso tenemos que
considerar anillos con infinitas indeterminadas.

Si A es una anillo y S es un conjunto de simbolos entonces se define el anillo de polinomios en S

con coeficientes en A como la unién
A[S] = UrerAlT]

donde F es el conjunto de todos los subconjuntos finitos de S y para cada T' € F, A[T] es el anillo de
polinomios con coeficientes en A, con indeterminadas los elementos de T'. Si Ty, T» € F, entonces A[T}]
y A[T»] son dos subanillos de A[T} UT5]. Por tanto cada subconjunto finito de A[S] estd dentro de A[T]
para algin T € F, lo que nos permite sumar y multiplicar elementos de A[S] simplemente sumandolos
o multiplicindolos en el anillo en un nimero finito de indeterminadas que los contenga.

Para construir el cuerpo E que contiene raices de todos los polinomios no constantes de K[X]
razonamos de la siguiente forma. A cada polinomio no constante p € K[X] le asociamos un simbolo
X, y construimos el anillo K[S] donde S = {X,, : p € K[X]\ K}. Sea I el ideal de K[S] generado por
todos los elementos de la forma p(X,,).

Vamos a empezar mostrando que I es un ideal propio de K[S]. En caso contrario existirian g1, ..., g, €
K[Sly p1,...,pn € K[X]\ K tales que g1p1(Xp,) + - -+ + gnPn(Xp, ) = 1. Para simplificar la notacién
vamos a poner X; en lugar de X,,,, con lo que tenemos

G1p1(X1) + o+ gupn(Xn) =1 (3.1)

Aplicando el Teorema de Kronecker repetidamente deducimos que existe una extensién F' de K en la
que cada uno de los polinomios p, ..., p, tiene una raiz ;. Sustituyendo X; por a; en la ecuacién (3.1)
obtenemos 0 = 1, una contradiccién.

Una vez que sabemos que I es un ideal propio de K[S] deducimos que I esta contenido en un ideal
maximal M de K[S] (Proposicién 2.8 de GyA). Entonces E = K(S)/M es un cuerpo y la composicién de
la inclusién K — K(S) con la proyeccién K (S) — K(S)/M proporciona un homomorfismo de cuerpos,
con lo que podemos considerar E como una extensiéon de K. Ahora observamos que p(X, + M) =
p(Xp) + M =0, pues p(X,) € M, con lo que X,, + M es una raiz de p en E para todo p € K[X]\ K.

Utilizando que para cada cuerpo K existe una extension E de K que contiene raices de todos los
polinomios no nulos de K[X] construimos de forma recursiva una sucesién de extensiones

K=FE CEyCEjs...

tal que todo polinomio no constante de E;[X] tiene una rafz en F;1;. Entonces E = U;>1 E; tiene una
estructura de cuerpo en el que la suma y el producto de cada dos elementos se calcula en un FE; que
contiene a ambos. Si f es un polinomio no constante de E[X], entonces f € E;[X] para algin ¢ y por
tanto f tiene una raiz en E; 1 que, por supuesto, pertenece a E. Esto prueba que E es algebraicamente
cerrado. [

Teorema 3.6 Si o : K — L es un homomorfismo de cuerpos con L algebraicamente cerrado y F/K
una extension algebraica, entonces existe otro homomorfismo de cuerpos F' — L que extiende o.

Demostracién. Sea

0- {(E,T) : E/K es una subextensién de F/K y }

7 : F1 — L es un homomorfismo que extiende o
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y consideremos el siguiente orden en €:
(ElaTl) S(E277'2) & By gE2y7’2|E1 =T

Es facil ver que (2, <) es un conjunto ordenado inductivo y, por el Lema de Zorn, tiene un elemento
maximal (E, 7).

Basta con demostrar que F' C E. Sean o € F'y p = Ming(a). Como L es algebraicamente cerrado,
el polinomio o(f) tiene una raiz 8 en L. Del Lema 2.9 deducimos que existe un homomorfismo 7/ :
E(a) — L que extiende 7 y tal que /(o) = B. Entonces (E(a),7) € Qy (E,7) < (E(a), 7). De la
maximalidad de (E,T) deducimos que E = E(«), es decir a € E. Esto prueba que F' C E. [J

El siguiente corolario del Teorema 3.6 muestra que la clausura algebraica de un cuerpo es tnica salvo
isomorfismos, por lo que a partir de ahora utilizaremos el articulo definido para hablar de la clausura
algebraica de un cuerpo.

Corolario 3.7 Si o : K1 — Ky es un isomorfismo de cuerpos y L1 y Lo son clausuras algebraicas de
K, y Ks, respectivamente, entonces existe un isomorfismo L1 — Lo que extiende o.

Demostracion. Por el Teorema 3.6 hay un homomorfismo L; — Lo que extiende o. Como Lq es
algebraicamente cerrado y @ induce un isomorfismo entre L1 y 7(L1), este ltimo también es algebrai-
camente cerrado. Como Lo/K> es algebraica, Lo/ (L) es algebraica y por tanto Ly = &(L1), lo que
muestra que @ es un isomorfismo. [

3.3. Cuerpos de descomposicion y extensiones normales

Definicién 3.8 Sean K un cuerpo y P un conjunto de polinomios no constantes de K[X]. Se llama
cuerpo de descomposicién de P sobre K a un cuerpo de la forma K(S) donde S es el conjunto de las
raices de los elementos de P en una clausura algebraica de K.

Para cada clausura algebraica L de K hay un cuerpo de descomposiciéon de P sobre K dentro de L
pero la unicidad de la clausura algebraica salvo isomorfismos va a implicar la unicidad del cuerpo de
descomposicién de una familia de polinomios sobre K. Eso es lo que dice la siguiente proposicién.

Proposicién 3.9 Sea o : K1 — Ky un isomorfismo de cuerpos y sean P1 un conjunto de polinomios
no constantes de K1[X] y P2 = {o(p) : p € P}. Si Ly es un cuerpo de descomposicion de P sobre K
y Lo es un cuerpo de descomposicion de Py sobre Ko, entonces existe un isomorfismo @ : Ly — Lo que
ertiende o.

Demostracién. Para cada i = 1,2 sean K; una clausura algebraica de K; y S; el conjunto formado por
las raices de los elementos de P; en K;. Del Corolario 3.7 se tiene que existe un isomorfismo & : K1 — Ko,
que extiende o. Si a € S7, entonces existe p € P; tal que « es raiz de p. Del Lema 2.8 se deduce que
&(a) es una raiz de o(p). Esto prueba que (S;) C So y el mismo argumento muestra que & *(Ss) C Sy,
de donde deducimos que &(S1) = Sy y por tanto (K (S1)) = K(S2), con lo que la restriccién de 7 a
K(S1) = K(S2) es el isomorfismo buscado. O

Ejemplos 3.10 (1) El cuerpo de descomposicién de X2 —2 sobre Q es Q(v/2) y el de X2 +1 es Q(i).
Maés generalmente, si ¢ € Q, entonces el cuerpo de descomposiciéon de X2 — ¢ es Q).
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(2) El cuerpo de descomposicién X2 —1 = (X —1)(X?+ X +1) sobre Q, coincide con el de X2+ X +1
que es Q (71%‘/?3)

Pongamos w = —=3. Entonces w? = ==/=3 y w® = 1, lo que muestra que 1,w y w? son las
tres raices del polinomio X2 — 1, es decir las tres raices terceras de la unidad. Obsérvese que si
a® = a, entonces (aw)? = (aw?)® = a, con lo que las tres raices de X3 —a son a, aw y aw?. Por

ejemplo, el cuerpo de descomposicién de X3 — 2 sobre Q es Q(¥/2,wv/2,w?V/2) = Q(/2,w).
(3) Mads generalmente, si n es un entero positivo, entonces las raices complejas del polinomio X" — 1
se llaman raices n-ésimas de la unidad y son los numeros complejos de la forma

2nik

h=e (k=0,1,...,n—1),

27i

donde (,, = e~ . Estan situadas en los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en
una circunferencia de radio 1. Por ejemplo, la Figura 3.1 representa las raices sextas de la unidad
Como las raices de X™ — 1 son las potencias de (,, el cuerpo de descomposiciéon de X™ — 1 sobre

Q es Q(¢n).

@ G
G =1 1
G G
Figura 3.1:

Si a es un numero complejo diferente de 0, entonces las raices complejas del polinomio X™ — a se
obtienen multiplicando una de ellas, digamos «, por las n raices n-ésimas de la unidad. Por tanto
el cuerpo de descomposiciéon de X™ — a es Q(«, (,) donde « es una raiz n-ésima arbitraria de a.

Una extension de cuerpos L/K se dice que es normal si L es un cuerpo de descomposicién sobre
K de una familia de polinomios no constantes de K. El siguiente teorema caracteriza las extensiones
normales.

Teorema 3.11 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension L/K.
(1) L/K es normal.
(2) L es un cuerpo de descomposicion sobre K de una familia de polinomios no constantes de K.

(3) L/K es algebraica y para toda clausura algebraica F de L y todo K-homomorfismo o : L — F, se
verifica o(L) = L, es decir, o € Gal(L/K).

(4) L/K es algebraica y existe una clausura algebraica F de L que satisface (3).
(5) L/K es algebraica y para todo o € L, el polinomio Mink («) factoriza completamente en L.

(6) L/K es algebraica y todo polinomio irreducible p de K[X] que contenga una raiz en L factoriza
completamente en L.
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Demostracién. La equivalencia entre (1) y (2) es la definicién de extensién normal.

(2) implica (3). Sea F una clausura algebraica de L y sea o : L — F un K-homomorfismo. Suponga-
mos que L es el cuerpo de descomposicién de P sobre K, es decir L = K (S), donde S es el conjunto de
las rafces de los elementos de P en F. Claramente L/K es algebraica. Ademés del Lema 2.8 se deduce
que o permuta las raices de cada elemento de P y por tanto o(S) = S. Esto implica que o es una
automorfismo de L.

(3) implica (4) es obvio.

(4) implica (5). Supongamos que F' es una clausura algebraica de L que satisface las condiciones
de (4). Si @ € L, entonces p = Ming(«) factoriza completamente en F (jpor qué?) y por tanto
p=(X—a1) (X —a,) para ciertos a1, ...,a, € F. De la Proposicién 2.10 se deduce que para cada
1 =1,...,n, existe un K-isomorfismo o : K(a) — K(«;) tal que o(a) = «;. Podemos considerar o
como un homomorfismo de K(«) en F' y aplicar que la extension L/K («) es algebraica para concluir,
con el Teorema 3.6, que o se puede extender a un homomorfismo L — F, que denotaremos también
con o. Por hipétesis o; = o(a) € L y concluimos que p factoriza completamente en L.

(5) y (6) son equivalentes pues los polinomios irreducibles de K[X] que tienen raices en L son los
de la forma a Ming(a), con 0 #a € K y a € L.

(6) implica (2). Si se cumple (6), entonces L es el cuerpo de descomposicién de los polinomios
irreducibles de K[X] que tengan una raiz en L. O

Corolario 3.12 Una extension finitamente generada es normal si y solo si es el cuerpo de descompo-
stcion de un polinomio.

Demostracién. Una implicacién es obvia y para demostrar la otra, obsérvese que si L = K(aq, ..., ap)/K
.z sz n .
es una extensién normal, entonces L es el cuerpo de descomposicién de [];_; Ming (o). O

Corolario 3.13 Si L es una clausura algebraica de K entonces L/K es normal.

Ejemplos 3.14 (1) Todas las extensiones que aparecen en los Ejemplos 3.10 son normales pues se
trata de cuerpos de descomposicién de un polinomio.

(2) En particular Q(+/2,w)/Q es una extensién normal, donde w = 71%‘/773 Sin embargo la extension
Q(v/2)/Q no es una normal pues Ming(+/2), Q) = X3 — 2 que tiene tres raices v/2, V2w y v/2w?.
Como todos los elementos de Q(+/2) son niimeros reales y w no lo es, deducimos que el polinomio
Ming(+/2) no factoriza completamente en Q(+/2) y, por tanto, la extensién Q(+/2)/Q no es normal.

(3) Toda extensién de grado 2 es normal. En efecto, si L/K es una extensién de grado 2 y o € L\ K,
entonces L = K(«) y por tanto p = Ming («) tiene grado 2. Como p tiene una raiz en L, p es
completamente factorizable en L y por tanto L es el cuerpo de descomposicién de p sobre K.

(4) Por otro lado, del ejemplo (3) se deduce que las dos extensiones Q(v/2)/Q y Q(v/2)/Q(v/2) son
normales y sin embargo la extensién Q(+/2)/Q no lo es, pues p = Ming(v/2) = X* — 2 tiene una
raiz en Q(+v/2 y no es completamente factorizable en Q(v/2), ya que X* —2 = (X2 —/2)(X2+/2)
y X? + /2 no tiene ninguna rafz en Q(v/2).

Los Ejemplos 2 y 4 de 3.14 muestran que la clase de extensiones normales no es multiplicativa en
torres pues si K C F C L es una torre de extensiones, puede ocurrir que L/K sea normal sin que lo sea
E/K y también puede ocurrir que E/K y L/E sean normales y no lo sea L/K. Para compensar estas
propiedades negativas, veamos algunas de las propiedades positivas de la clase de extensiones normales.

Proposicién 3.15 (1) Si K C E C L es una torre de extensiones de cuerpos y L/K es normal,
entonces L/E es normal.
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(2) Si {E;/K : i € I} es una familia de extensiones normales admisibles, entonces (NicrF;)/K y
(Hie[ E;)/K son normales.

(3) La clase de extensiones normales es cerrada para levantamientos.

Demostracion. (1) es obvio.

(2) Por hipétesis todos los F; son subcuerpos de un cuerpo L. Si E; /K es el cuerpo de descomposicién
de la familia de polinomios P; y S; es el conjunto de raices de los elementos de P; (en L), entonces
E = []¢; Ei es la menor subcuerpo de L que contiene a K y a todos los S;, es decir que E' = K (U;erS;)
y por tanto E es el cuerpo de descomposicién de U;e;P; sobre K. Esto prueba que E/K es normal.

Si p es un elemento irreducible de K[X] y a € N;e; E; es una raiz de p, entonces, por el Teorema 3.11,
p factoriza completamente en cada E;, con lo que p factoriza completamente en L y las raices de p estan
en todos los E;, es decir en N;crE;. Eso implica que N;erF;/K es normal por el Teorema 3.11.

(3) Sean E/K y F/K extensiones admisibles con E/K normal. Sea P un subconjunto de K[X] tal
que F es el cuerpo de descomposicién de P sobre K, es decir E = K(S), donde S es el conjunto de las
raices de los elementos de P en una clausura algebraica que contenga a E'F. Entonces EF = F(S) y
por tanto EF/F es normal. (]

Teorema 3.16 (Clausura Normal) Sea L/K una extension algebraica. Entonces
(1) Eziste una extension N/L que verifica:

a) N/K es normal.
b) Si E es una subextension de L/N y E/K es normal, entonces E = N.

En tal caso se dice que N/K es una clausura normal de L/K.

(2) Todas las clausuras normales de L/K son L-isomorfas.

(8) Si L/K es finita y N/L es una clausura normal de L/K, entonces N/K es finita.

Demostracién. (1) Sea L una clausura algebraica de L. Como L/K es una extensién algebraica, L
también es una clausura algebraica de K. Sea

Q= {FE : E es una subextensién de L/L tal que E/K es normal}.

Como L es algebraicamente cerrado, L € Q y por tanto Q # (. De la Proposicién 3.15 se deduce que
N = NgeqF es una extensién normal de K y claramente N verifica (a) y (b).

(2) ¥y (3) Sean N1/K y N»/K dos clausuras normales de L/K. Sea B una base de L. Para cada
a € B sea p, = Ming(a) y para cada i = 1,2 sea R; o el conjunto de raices de p, en N;. Sea
F;, = K(UgepRi o) (i =1,2). Como N;/K es normal y N; contiene una raiz de p,, este polinomio es
completamente factorizable en N; y por tanto F; es el cuerpo de descomposicién sobre K de P (en una
clausura algebraica de IV;). Por tanto F;/K es normal de donde se deduce que F; = N; pues N;/K es
una clausura normal de L/K. Luego Ny y Na son dos cuerpos de descomposicién sobre K del mismo
conjunto de polinomios. Como ademas K C L C N; también N; y N son cuerpos de descomposicién de
P sobre L. Deducimos que N7 y No son L-isomorfos de la Proposicién 3.9. Esto prueba (2) y también
prueba (3) pues si L/K es finita, entonces B es finita y por tanto UyepR; o es finito, con lo que cada
N,;/K es una extensién finita. O



3.3. CUERPOS DE DESCOMPOSICION Y EXTENSIONES NORMALES 37

Problemas

3.1 Demostrar que, si K es un cuerpo, entonces K[X] tiene infinitos elementos irreducibles. Deducir
que:

(1) Todo cuerpo algebraicamente cerrado es infinito.

(2) Si K es finito, entonces en K[X] existen polinomios irreducibles de grado arbitrariamente grande
(es decir, para cada n € Z™, existe un polinomio irreducible de grado mayor o igual que n).

3.2 Demostrar que la clausura algebraica de un cuerpo numerable tiene cardinal infinito numerable.

3.3 Demostrar que si K/Q es una extensién finita y K es un clausura algebraica de K, entonces
[K : Q] = cc.

3.4 Calcular el cuerpo de escisién sobre Q contenido C de cada uno de los siguientes polinomios.
X'+1, X'—2, X'+ X?+1, X'-8X%+15, XO+1, X4+ X®+1.

3.5 Sea K un cuerpo arbitrario y a una raiz del polinomio p = X3 — 3X + 1 en una extensién de
K. Demostrar que a? — 2 también es raiz p y utilizar esto para demostrar que K(a) es un cuerpo de
escision de p sobre K.

3.6 Calcular un cuerpo de escisién L sobre K (con K tanto Zs como Zs) y el grado [L : K| para cada
uno de los siguientes polinomios:

X244 X411, X34X+1, X3+X2+X+1, X'+ X2+1.

3.7 Sea a un numero racional que no es un cubo de un niimero racional y sea K el cuerpo de descom-
posicién de X3 — a sobre Q, determinar [K : Q] y calcular una base de K sobre Q.

3.8 Dar un ejemplo de dos polinomios irreducibles sobre Q que tengan el mismo cuerpo de descompo-
sicion.

3.9 Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de dos. Demostrar que el cuerpo de descomposicién
sobre K del polinomio X* — (a + b)X? + ab, donde a,b € K, tiene grado 4 sobre K si y solo si a, b y
ab no son cuadrados en K.

3.10 Demostrar que si « es transcendente sobre K, entonces K () no es algebraicamente cerrado.

3.11 Sea p € K[X] y L un cuerpo de descomposicién de p sobre K. Demostrar que si E es una
extensiéon de K admisible con L, entonces LFE es un cuerpo de descomposicién de p sobre F.

3.12 Para cada una de los siguientes subcuerpos K de C, calcular un subcuerpo N de C que sea una
clausura normal de K/Q y calcular también [N : KJ:

Q(%% Q(\g/i \4/5)7 Q(\g/i\/g)a Q(CS)’ Q(\/i \3/§, \4/5,...).

3.13 Demostrar que si a es un niimero complejo que cumple a? = 1 + 4, entonces Q(a, v/2) es una
clausura normal de Q(a)/Q.

3.14 Sea K C L C N una torre de extensiones y supongamos que N/K es normal. Demostrar que
L/K es normal si y solo si o(L) C L para todo K-automorfismo o de N.
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3.15 Probar que si p € K[X] tiene grado n y L es un cuerpo de descomposicién de p sobre K, entonces
[L: K] divide a nl.

3.16 Demostrar que si [L: K] =n y N es la clausura normal de L/K entonces [N : K| divide a n!

3.17 Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para dos extensiones normales finitas
Nl/K y NQ/K

(1) Existe un K-homomorfismo L; — Lo.

(2) Existen polinomios p1, ps € K[X] tales que p2|p1 en K[X]y N; es la clausura normal de p; sobre
K parai=1,2.

3.18 Demostrar que toda extensién de cuerpos finitos es normal.

3.19 Sean N/K una extensién normal, p € K[X] irreducible y g, h dos divisores irreducibles de p
en N[X]. Demostrar que existe o € Gal(N/K) tal que &(g) = h. Dar un ejemplo mostrando que el
resultado no es valido si la extension no es normal.



Capitulo 4

Extensiones ciclotomicas

4.1. Raices de la unidad

Las raices del polinomio X™ — 1 se llaman raices n-ésimas de la unidad.

Obsérvese que hay un polinomio P = X" — 1 para cada posible caracteristica que puede ser 0 6
un ndmero primo. Si la caracteristica considerada es 0 o no es divisor de n, entonces la tnica raiz de
P" = nX"" 1 es 0, que no es raiz de p, con lo que en tal caso P no tiene raices miltiples y por tanto
el polinomio X™ — 1 tiene n raices distintas en cualquier clausura algebraica del cuerpo original. Sin
embargo, si la caracteristica considerada es un divisor primo p de n, entonces P’ = 0, con lo que todas
las raices son multiples. De hecho como p divide a (’Z’) paratodoi=1,2,...,p—1, si a y b son elementos
de un anillo de caracteristica p, entonces (a+b)P = a? 4+ bP. En particular si consideramos X™ — 1 como
un polinomio con coeficientes en Z,[X| y n = p*m, entonces

k

X" _1= (Xm _ l)p

con lo que, si p t m, entonces las raices de X™ —1 son simples y las raices de n tienen todas multiplicidad
p*. En resumen

Lema 4.1 Consideremos X™ — 1 como un polinomio con coeficientes en un cuerpo K.

(1) Sila caracteristica de K es 0 o un primo p que no divide a n, entonces X™ — 1 tiene n-raices
distintas en cualquier cuerpo de descomposicion de X™ — 1.

(2) Sila caracteristica de K es p yn = pFm, con pfm, entonces X™ — 1 tiene m raices en un cuerpo
de descomposicion suyo, todas con multiplicidad p*.

Obsérvese que las raices m-ésimas de la unidad son los elementos de orden finito del grupo de
unidades de un cuerpo algebraicamente cerrado. Las raices n-ésimas (en una caracteristica fijada) son
precisamente los elementos de orden divisible por n y forman un subgrupo finito del grupo de unidades
del cuerpo al que pertenecen. De hecho este grupo es ciclico.

Lema 4.2 Todo subgrupo finito del grupo de unidades de un cuerpo es ciclico.
Demostracion. Sea G un subgrupo finito del grupo de unidades K* de un cuerpo K. Del Teorema de
Estructura de los Grupos Abelianos Finitos (Teorema 7.55 de GyA) se deduce que G ~ C,,, x Cp, X

- x C,, para ciertos enteros mayores que 1 tales que ni|ng|---|nk. Si p es un divisor primo de nq,
entonces cada C),, tiene un subgrupo de orden p, con lo que G tiene un subgrupo isomorfo a Cj’,f. Por

39
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tanto la ecuacién XP = 1 tiene al menos p¥ soluciones en el cuerpo K, lo que implica que k = 1. Por
tanto G ~ C),,, es decir G es ciclico. [J

Por tanto, el grupo de la raices n-ésimas de la unidad (en una caracteristica) es un grupo ciclico
finito. Si la caracteristica es 0, entonces el orden de este grupo es n. Si por el contrario la caracteristica es
p > 0, entonces el orden de este grupo es el mayor divisor de n que no es multiplo de p. Reciprocamente,
si G es un subgrupo finito de orden n del grupo de unidades K* de un cuerpo K entonces, por el Teorema
de Lagrange, todos los elementos de G satisfacen la ecuaciéon X™ = 1, con lo que G esta formado por las
n-raices n-ésimas de la unidad, lo que implica que la caracteristica de K no divide a n. En tal caso G es
un grupo ciclico y los generadores de G se llaman raices n-ésimas primitivas de la unidad. Es decir, una
raiz n-ésima primitiva de la unidad es un elemento de orden n de K*, para algin cuerpo K. Obsérvese
que hay raices n-ésimas primitivas de la unidad en una caracteristica si y solo si n no es multiplo de
la caracteristica. Recuérdese también que si g es un elemento de orden n en un grupo y r es un entero
positivo entonces el orden de g" es W(nr) (Férmula (4.2) en GyA). Por tanto,

Lema 4.3 S5i¢ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, entonces & es una raiz ﬁ—ésima primitiva

de la unidad.

En particular las raices n-ésimas primitivas de la unidad son los elementos de la forma £", con
ged(r,n) = 1.

Por tanto, si n no es maultiplo del primo p, entonces, en un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica p, hay ¢(n) raices n-ésimas primitivas de la unidad, donde ¢(n) = |Z%|, es decir, ¢ es la
Funcion de Euler.

4.2. Extensiones ciclotomicas

Definicién 4.4 Sea K un cuerpo y n un entero positivo. Se llama n-ésima extension ciclotéomica de K
al cuerpo de descomposicion de X™—1 sobre K (que es tinico salvo isomorfismos por la Proposicidn 3.9).

Como el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad forma un grupo ciclico, la extensién n-ésima
extension ciclotémica de K es K (&) donde £ es un generador del grupo de raices n-ésimas de la unidad.

Supongamos que la caracteristica de nuestro cuerpo no divide a n y sean &1, . . ., &, las raices n-ésimas
primitivas de la unidad. Entonces el polinomio

O =(X-&) (X =&)

se llama n-ésimo polinomio ciclotémico.

Recordemos que el subcuerpo primo de un cuerpo K es el menor cuerpo contenido en él. El cuerpo
primo de K es isomorfo a Q si car(K) = 0 e isomorfo a Z, si car(K) = p. Ademsés el subanillo primo
de K es el menor subanillo primo contenido en K, que es isomorfo a Z si car(K) = 0 e igual al cuerpo
primo si la caracteristica es diferente de 0. Obsérvese que un anillo primo es o bien un cuerpo o bien
isomorfo a Z y, por tanto, es un DFU.

Proposiciéon 4.5 Sean P y K el anillo primo y el cuerpo primo en una caracteristica y sea n un entero
positivo que no es maltiplo de car(P). Entonces

(1) gr(®n) = ¢(n) = |Zy].
(2) X" =1 =TIy, ®a.

(3) ®, € P[X].
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(4) Si & es una raiz de la unidad en una extension de K, entonces Ming (€) € P[X].

Demostracion. (1) es consecuencia del Lema 4.3.

(2) Si G es el grupo de la n-rafces n-ésimas de la unidad, entonces X" —1 = [[;o(X — ). Los
ordenes de elementos de G son divisores de G y para cada divisor d de n, los elementos de orden d
de G son las raices d-ésimas primitivas de la unidad. Por tanto, si G4 denota el conjunto de las raices
d-ésimas primitivas de la unidad, entonces {Gy : d|n} es una particién de G, con lo que

X"—l:H H(X—f):HcIJd.

dln £€Gq d|n

(3) v (4) Razonamos por induccién sobre n. Sin =1, entonces (, =1y ®; = X — 1 = Minp({,) €
P[X]. Supongamos que n > 1y que (3) y (4) se verifican para todo ntimero menor que n. Entonces de
(2) se tiene que

X"—1=3, [[ @
n#d|n

y tanto X™ — 1 como q = Hnid‘n ®4 son polinomios ménicos que estan en P[X], por la hipétesis de
induccién. Si P es un cuerpo, entonces esto implica que ®,, € P[X]. En caso contrario la caracteristica
es 0, P =Z y ¥, es un polinomio ménico de Q[X]. Eso implica que existe un entero a # 0 tal que
a®,, es primitivo. Entonces a(X™ — 1) = (a®,,)q es primitivo, lo que implica que a = £1, y por tanto
o, € Z[X]. O

La Proposicién 4.5 proporciona un método recursivo para calcular ®,, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.6 ®; =1, &y = X1 = Xol = X 411 g = X =L = X1 = X2 ¥ 41, ¢y = X 51 =
X1l x2oy.

X—D(X+D)

Si ¢ es primo (diferente de la caracteristica), entonces ®, = %1’1 =1+X+X%2+..-4+ X971 Por
ejemplo &5 =1+ X + X2 + X3 + X4

Podemos continuar calculando polinomios ciclotémicos:

— X1 _ X%-1 _ v2
s = $:8:%5 ~ (X-D(XHDXFX7) — X°—-X+ 1,10 ]
b9 = X -1 _ X —1 X -1 X+1=X4—X3+X2—X—|—1.

D1P,%5  (X-D(X+DAFX+X2+X21XT) — (X°-1)(X+1) ~ X+1

Obsérvese que la expresiéon de ®,, no depende de la caracteristica, siempre que esta caracteristica
no divida a n. Sin embargo que ®,, sea irreducible o si que depende de la caracteristica.

Teorema 4.7 Los polinomios ciclotémicos en caracteristica 0 son irreducibles sobre Q.

Demostracién. Fijemos una raiz n-ésima primitiva de la unidad £ y sea f = Ming(€). Tenemos que
demostrar que ® = ®,, es irreducible y, como £ es raiz de ® y ® es mdnico eso equivale a demostrar que
f = ®, olo que es lo mismo a demostrar que toda raiz n-ésima primitiva de la unidad (es decir todo
elemento de la forma £" con med(r,n) = 1) es raiz de p.

Supondremos primero que r = p es primo. Sea g = Ming(£?). Como &P es raiz de g, € es raiz de
g(XP) y por tanto f divide a g; = g(XP) en Q[X] y como g1 € Z[X], del Lema de Gauss (Lema 3.19
de GyA), y de que tanto f como g; son moénicos deducimos que f divide a g; en Z[X]. Pongamos
g1 = fge con gy € Z[X]. Considerando el proyeccién canénica Z — Z,, que extendemos de forma
canénica a un homomorfismo de anillos Z[X] — Z,[X]. Denotamos por f a la imagen de f € Z[X] por
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este homomorfismo. Entonces utilizando el Pequenio Teorema de Fermat y el hecho de que elevar a p es
un homomorfismo en un anillo de caracteristica p deducimos

g(X)P =g(X?) =791 = fgz.

Por tanto si ¢ es un divisor irreducible de f en Zp[X], entonces g divide a g. Si £P no es raiz de f,
entonces f y g son coprimos en Z[X] y por tanto fg divide a X™ — 1 en Z[X] lo que implica que fg
divide a X™ — 1. Entonces ¢ divide a X™ — 1, en contra de que X™ — 1 no tiene raices multiples en una
extensién de Z, pues ged(p,n) = 1.

Consideremos ahora un caso arbitrario, con r = py - - - pg con p1, ..., pg Primos y argumentemos por
induccién en k. El caso en que k£ = 1 es el caso considerado en el parrafo anterior. Por hipotesis de
induccién n = P17 Pr-1 es una raiz de f, con lo que Ming(n) = f. Aplicando ahora el caso visto en el
péarrafo anterior a 7, deducimos que £" = nP* es raiz de f. O

Corolario 4.8 5i £ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad en caracteristica 0, entonces [Q(§) :

Ql = ¢(n).

Ejercicio 4.9 El Teorema 4.7 no se verifica en caracteristica positiva. Por ejemplo, en caracteristica
2 tenemos @7 =14+ X + X? + X3+ X1+ X5+ X6 = (X3 4+ X +1)(X3+ X%+ 1).

Problemas

Para cada entero positivo, &, denota una raiz n-ésima primitiva de la unidad en la clausura algebraica
del cuerpo considerado. Por tanto, implicitamente cada vez que aparezca &, estamos suponiendo que n
no es miultiplo de la caracteristica del cuerpo

4.1 Calcular ®,, para todos los ntimeros enteros entre 1 y 16.
4.2 Dar una férmula general para ®,, para p un nimero primo.

4.3 Demostrar que si n es par, entonces Q({,) tiene exactamente n raices de la unidad y en caso
contrario tiene 2n. ;Cudles son las raices de la unidad en cada caso?

4.4 Demostrar que si n < m, entonces Q(¢,) = Q((y) si y solo si n =m 6 n es impar y m = 2n.

. 7 . n—1 z Yo . .o .
4.5 Demostrar que si p es un ntimero primo y o” = ¢, entonces que « es una raiz p"-ésima primitiva

de la unidad.
4.6 Calcular las raices de la unidad que pertenecen a Q(\/ﬁ) donde d es un ntimero entero.
4.7 Demostrar las siguiente igualdades para ¢ = (,.

(1) T[S (X = ¢) = X"~ 1.

1 1, sin=1;
) @_1 i_ ) )
(2) 2iz0 ¢ {O, sin > 1

(3) H;:ll(l — (%) = n. (Por convenio, el producto vacio es 1.)

@ msaso={ ] 53k
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4.8 Sean m y n dos numeros naturales y d = mecd(m,n). Demostrar que ®,, es el producto de ¢(d)
polinomios irreducibles de Q(¢,) de grado ¢(m)/é(d).

4.9 Demostrar que F,, = Q(¢,) NR = Q(¢ + ;') = Q(cos 2). Calcular [Q(¢y) : Fp] e Ming, (¢n) en
funcién de n.

4.10 Demostrar que toda extension de cuerpos finitos es una extension ciclotémica.

4.11 Demostrar que si F/K es una extensién normal y L/E es una extensién ciclotémica entonces
L/K es normal.

4.12 Sea F = F, un cuerpo finito de cardinal ¢ y n un nimero natural coprimo con g. Demostrar
(1) [F(&,) : F] es el menor entero positivo r tal que ¢" =1 méd n.

(2) Demostrar que ®,, (el n-ésimo polinomio ciclotémico en caracteristica p) es el producto de ¢(n)/r
polinomios de grado r, donde r es como en a).

. . . _ . . .. n—2 1
(3) Sin es primo, entonces Ming(¢,,) = 1+ X + X2+ -+ X" siy solo si n no divide a [}, (¢*—1).
(Indicacién: Aplicar propiedades de los grupos ciclicos.)

4.13 Sea F =, un cuerpo con g elementos y para cada entero n sea Iy el conjunto de los polinomios
moénicos e irreducibles de grado d en F[X]. Demostrar que X9 — X = g ILer, p-

4.14 Demostrar que si n es un entero mayor o igual que 2 y p es un ndmero primo, entonces la
clausura normal de Q( /p)/Q es Q( {/p, e2™/™). ;Para que nimeros n y p se verifica que Q(/p)/Q es
una extensién normal? Calcular [Q( /P, e™/™) : Q( /p)].

4.15 Demostrar que la aplicacién Z¥ — Gal(Q(¢,)/Q) dada por i + o;, donde 0;(¢,) = ¢! es un
isomorfismo de grupos.

4.16 Sea ( = ¢, € C, con p primo y sea A un generador de Z;. Para cada i € Z,, sea ¢; = C/\i.
Demostrar

(1) €o,€1,...,€p—2 son las p — 1 raices primitivas de la unidad y forman una base de Q(¢) sobre Q.

(2) El grupo de Galois Gal(Q(¢)/Q) es ciclico generado por el automorfismo o de Q(¢) dado por
o(() = €.

(3) o7(€;) = €45, donde el subindice hay que leerlo médulo p — 1.

(4) Para cada k y cada divisor d de p — 1 se verifica 0%(wy, 4) = W4, donde
Wk,d = €k + €ktd + €k+24 + - -+ €k+(%;171)d7

pero oh (Wk,d) # wk,4, para todo divisor dy de p — 1 menor que d. Los elementos de la forma wy, 4,
se llaman periodos de Gauss.

4.17 Demostrar las siguientes propiedades de los polinomios ciclotémicos ®,,.
(1) &,(X)=14+X+X?+- -+ XP Ly D, = (I)p(Xprfl) donde p es primo y r es un ndmero natural.

r1—1 Ts— . . .
(2) D,(X) = Pp,...p, (Xp11 “Ps 1), donde n = pi* -+ p%s, p1,...,pr son primos distintos y r1,...,7s
son numeros naturales.
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(3) Sin es impar entonces ®g,(X) = @, (—X).
(4) Sip es un primo que no divide a n, entonces ®,,(X)®,(X) = &, (X?).

(5) @, (X) = Hd‘n(X”/d — 1)#(d) donde p es la funcién de Mébius definida de la siguiente férmula
sobre los nimeros naturales:

1, sin=1,
u(n) =< (—=1)", sin es el producto de r primos distintos,
0, en cualquier otro caso.

4.18 Sea p un numero primo impar. Para cada entero n, ponemos

n 0 sin=0 mdd p,
() = 1 sin=22#0 mdbd p para algin entero z,
p —1 sin# 2?0 méd p para todo entero z.

Demostrar:
(1) {n =1,...,p—1: (%) = 1} tiene % elementos.

(2) Sin=m méd p, entonces (%) = (m)
@ () =) (%)
(4) Si ¢ = (¢, es una raiz p-ésima primitiva de la unidad en C y
-2 ()
o ()
p

(5) Q(¢) contiene a Q(y/p) 6 a Q(y/—p). ;Cuando se da cada caso?
(6) Q(\/p) esta contenido en Q(Cp)-

(7) Toda extensién cuadrética de Q estd contenida en una extensién ciclotémica.

entonces



Capitulo 5

Extensiones separables

5.1. Grado de separabilidad

Definicién 5.1 Sean E/K una extension algebraica y o : K — L un homomorfismo de cuerpos con L
algebraicamente cerrado. Se llama grado de separabilidad de la extensidn E/K al cardinal del conjunto
SE de las extensiones de E a L, es decir los homomorfismos T : E — L tales que T|x = 0. Denotamos
el grado de separabilidad de la extension E/K por [E : K.

Para que la anterior sea una buena definicién el cardinal de SE no debe de depender de L ni de o.

Proposicién 5.2 Si E/K es una extension algebraica entonces el cardinal S¥ es el mismo para todos
los homomorfismos de cuerpos o : K — L, con L algebraicamente cerrado.

Demostracion. En primer lugar vamos a ver que podemos suponer que L es una clausura algebraica
de o(K). Obsérvese que si 7 € SE| entonces 7(E) es algebraico sobre 7(K) = o(K). Por tanto 7(E)
estd incluido en la clausura algebraica de o(K) en L, con lo que SZ no se ve afectado si cambiamos L
por esta clausura algebraica, que también es algebraicamente cerrada por la Proposicién 3.3. A partir
de ahora supondremos que L es una clausura algebraica de o(K).

Sea ¢/ : K — L' otro homomorfismo con L’ una clausura algebraica de ¢'(K). La aplicacién
o0(K) — o'(K) dada por x — o’oo~!(z) es un isomorfismo. Por la Proposicién 3.7, existe un isomorfismo
A: L — L' tal que A(o(k)) = o/(k) para todo k € K. La aplicacién de SE en SE dada por 7+ Ao7 es
biyectiva pues su inversa es la aplicacién en sentido contrario dada por 7/ +— A~! o 7/. En conclusién el
cardinal del conjunto S£ no depende del cuerpo algebraicamente cerrado L ni del homomorfismo o. [J

Ejemplo 5.3 Supongamos que « es algebraico sobre K y sea L una clausura algebraica de K que
contenga a «. Sea p = Ming (a). Por el Lema de Extensién (Lema 2.9) si 7 : K(a) — L es un K-
homomorfismo (es decir T € Sa (@) donde o : K — L es el homomorfismo de inclusién) entonces 7(«)
es una rafz de p y, reciprocamente para cada raiz 5 de p, existe un isomorfismo K(«) ~ K(8), que
podemos considerar como un K-homomorfismo de K («) en L. Por tanto [K(«) : K]s es igual al nimero
de raices de p.

Las raices de Ming («) (en L) son llamadas también conjugados de a sobre K y, como hemos visto
son las imagenes de a por los K-automorfismos de L. Obsérvese que con esta terminologia los conjugados
de un nimero complejo « sobre R son exactamente o y su conjugado complejo @.

En muchos aspectos el grado de separabilidad se comporta como el grado.

45
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Proposicién 5.4 (Propiedad Multiplicativa del Grado de Separabilidad) Si K C E C F es
una torre de cuerpos, entonces
[F:K|s=I[F:E|4E: K.

Demostracion. Sea ¢ : K — L un homomorfismo de cuerpos con L algebraicamente cerrado. Como
todo elemento de SE es una extensién de un elemento de SZ, a saber de su restriccién a E, se tiene que

U s

TESE

Claramente los conjuntos S son disjuntos y por otro lado de la Proposicién 5.2 se tiene que SE = [F :
E], para todo 7 € SF. Concluimos que [F : K|, =Y _«e |SE| = [F: E|;[E : K],. O

Lema 5.5 Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0 entonces la aplicacion ¢ : x — zP de K en
st mismo es un homomorfismo de cuerpos (llamado homomorfismo de Frobenius. Si ademds K es
algebraico sobre su cuerpo primo (por ejemplo, si K es finito), entonces ¢ es un automorfismo de K
(conocido con el nombre de automorfismo de Frobenius.

Por tanto, si o = BP con o, € K, entonces a = 3.

Demostracién. Claramente (1) = 1y ¢(ab) = p(a)p(b). Por otro lado, si 1 < i < p entonces (?) es
multiplo de p. Por tanto ¢(a+b) = (a+b)P =37 (P)aP~b" = a? + b7 = p(a) + ¢(b). Esto demuestra
que ¢ es un homomorfismo de cuerpos, que como todos los homomorfismos entre cuerpos serd inyectivo.

Supongamos ahora que K es algebraico sobre su cuerpo primo P y sea a € K y E = P(a).
Entonces E una extensién finita de Py P =2 Z,. Por tanto E es un cuerpo finito y ¢ se restringe a un
homomorfismo de E en si mismo, que serda un automorfismo pues ¢ es injectivo y E es finito. Por tanto,
si « esta en la imagen de ¢. O

Lema 5.6 (Uniformidad de la Multiplicidad) Sea f € K[X] irreducible.
(1) Todas las raices de f (en un cuerpo de descomposicion de f) tienen la misma multiplicidad.
(2) SicarK =0 entonces f no tiene raices miltiples.

(3) SicarK = p # 0 entonces la multiplicidad de las raices de f es una potencia de p y la multiplicidad
es p" si y solo sin es el mayor nimero no negativo tal que f = g(X?") para algin g € K[X].

Demostracion. Podemos suponer que f es mdnico.
( ) Sean ay,...,q, las raices de f y sea m; la multiplicidad de «; como raiz de f. Fijemos 1 <
1,7 < n. Por el Lema de Extensién (Lemma 2.9), existe un K-isomorfismo ¢ : K(o;) = K(a;) tal que
o(e;) = a;. Ademas o permuta los ay,. Por tanto

n n

De la unicidad de la factorizacién deducimos que m; = exponente de X — ¢, en la expresién de la
izquierda = Exponente de X — o(c;) = X — a; es la expresién de la derecha = m;. Esto termina la
demostracién de (1).

Para demostrar (2) y (3) recordemos que las raices miltiples son las raices comunes de f y f’. Como
gr(f') < gr(f), se tiene que f|f’ siy solo si f/ =0y en caso contrario med(f, f') = 1y f no tendrd
raices multiples.
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(2) Si carK # 0, entonces f’ # 0 y por tanto f no tiene raices miiltiples.

(3) Supongamos que carK = p > 0 y sea n el mayor entero no negativo de forma que f(X) = g(X?")
para algin g € K[X]. Para ver que este niimero existe, obsérvese que para n = 0, tomando g = f se
cumple la igualdad y por otro lado si se cumple la igualdad entonces grf = p"grg con lo que n esta
acotado superiormente. Eso garantiza la existencia de n. Ademds g estd univocamente determinado por
fysif=>, fiX* entonces n > 0 si y solo si f; = 0 para todo i que no sea miltiplo de p si y solo si
f/ =0siy solosi f no tiene raices multiples.

Como f es irreducible, g también lo es. Si ¢ = 0 entonces g = h(XP) para algin h € K[X] y por
tanto

f=g(X"") = h((X?"P) = h(x™™")
en contra de la eleccién de n. Por tanto g es irreducible y g’ # 0, lo que implica que g no tiene raices
multiples. Si o, ..., ay son las distintas raices de f, entonces of ,...,a¥ son raices de g y todas son
distintas, por el Lema 5.5. Vamos a ver que estas son las tinicas raices de g. En efecto si aparte de éstas,
g tuviera otras raices (1,..., 3, entonces

g=(X—al")- (X —af J(X = B1)-- (X - B)

y por tanto

F= (X o) (X ol X = B (X - )
Si 7 es una rafz de (X?" — f1)--- (XP" — 3;), entonces v es una raiz de f y por tanto v = a; para algin
i=1,...,ky~?" =pP" algin j =1,...,1. Eso implica que o = v = Bj, en contra de que los a y los
3 son diferentes. En resumen,
g=(X—at') (X —af)
y por tanto

n n n n

=0 =) (07—l = (X = an) (X - )

lo que implica que todas las raices de f tienen multiplicidad p™. O

Definicién 5.7 Si f € K[X] es irreducible, entonces se llama grado de separabilidad de f sobre K al
numero de raices distintas de f (en un cuerpo de descomposicidn de f) y grado de inseparabilidad de
f a la multiplicidad de cualquiera de las raices de f.

Los grados de separabilidad e inseparabilidad de f los denotamos por gr (f) y gr;(f), respectivamente.

Obviamente
gr(f) = gro(f)eri(f) (5.1)
Del Ejemplo 5.3 se deduce que

Proposicién 5.8 Si « es algebraico sobre K, entonces [K(«) : K]s = gr,(Ming («)).
Ademas:

Proposicién 5.9 Si E/K es una extension finita de cuerpos, entonces [E : K| es un entero positivo
que divide a [E : K].

Demostracién. Que [L : K|, es positivo quiere decir que todo homomorfismo K — L, con L alge-
braicamente cerrado se extiende a un homomorfismo E — L, lo cual ya lo vimos en el Teorema 3.6.
Para demostrar que [E : K], divide a n = [E : K] razonamos por induccién sobre n, con el caso n = 1
trivial. Supongamos que n > 1 y la hipétesis de induccién. Sea o € L'\ K. Entonces [L : K(«a)] < n vy,
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por la hipétesis induccidn, [L : K(a)]s divide a [L : K(a)]. Pongamos k = [L : K(«)]/[L : K(a)]s. Si
p = Ming («), entonces aplicando la Proposicién 5.8 y la férmula (5.1) se deduce que

[L:K] = [L:K()][K(e): K] = k[L: K(a)]sgr(p) = k[L : K(a)]sgr,(p)er;p
= (kgr;(p)IL : K(a)]s[K (o) : Kls = (kgr;(p)[L : K.

Se llama grado de inseparabilidad de una extensién finita E/K al cociente

' _ [EK]
[E.K]Z-—i[E:K]S.

5.2. Extensiones separables

Definicién 5.10 Un polinomio f € K[X] no constante se dice que es separable si no tiene raices
maltiples en una extension de K, o lo que es lo mismo si med(f, f') = 1.

Si « es un elemento de una extension L de K entonces se dice que o es separable sobre K si es
algebraico y Ming (a) es un polinomio separable.

Una extensién L/ K se dice que es separable si todo elemento de L es separable sobre K. En particular
una extension separable es algebraica.

Una extension L/K se dice que es puramente inseparable si los unicos elementos de L que son
separables sobre K son los elementos de K.

Claramente si f € K[X] es irreducible entonces f es separable si y solo si gr,(f) = gr(f) siy solo si
gr;(f) = 1. Por otro lado como consecuencia del Lema 5.6 se tiene:

Proposicién 5.11 SicarK = 0 entonces todo polinomio irreducible de K[X] es separable y por tanto
toda extension algebraica de K es separable.

Ademsds de la Proposicién 5.8 se deduce que un elemento algebraico « sobre K es separable si y sélo
si [K(a): K] =[K(«a): K]s siysolosi [K(a): K]; =1.

Teorema 5.12 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extensidon finita L/K :
(1) L/K es separable.
(2) [L: K] = [L: K),.
(3) [L: K], =1.

Demostracién. La equivalencia entre (2) y (3) es obvia.

(2) implica (1) Supongamos que [L : K] = [L : K]s y sean a € L y E = K(«). Entonces, de las
propiedades multiplicativas del grado y del grado de separabilidad (Proposicién 5.4) deducimos

[L:E|E:K|=[L:K|=[L:K|s=I[L:E|{E: K.

Como los dos factores de la derecha son menores o iguales que los de la izquierda y todos son enteros
positivos, deducimos que [L : E] = [L: E]s y [K(a) : K] = [K(a) : K] y ya sabemos que esto tltimo
es equivalente a que « sea separable sobre K.

(1) implica (2) Supongamos que L/K es separable y razonemos por induccién sobre n = [L : K],
con nada que demostrar en el caso en que n = 1. Supongamos que n > 1 y la hipétesis de induccién.
Elegimos a € L\ K. Como Ming ) (8) divide a Ming (), para todo 3 € L, tenemos que L/K ()
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es separable y como [L : K(a)] < n, deducimos que [L : K(a)] = [L : K(a)]s, por la hipétesis de
induccién. Ademds, como « es separable sobre K se tiene que [K(a) : K] = [K(«) : K];. Uniendo estas
dos igualdades obtenemos

L:K)=[L: K(a)][K(a): K] = [L: K(a)l[K(a) : K], = [L: K]..

Una consecuencia inmediata del Teorema 5.12 y de las propiedades multiplicativas de los grados es
el siguiente

Corolario 5.13 La clase de extensiones separables es multiplicativa.
Veamos més consecuencias del Teorema 5.12.

Corolario 5.14 Si L = K(A) y todos los elementos de A son separables sobre K entonces L/K es
separable.

Demostracién. Si o € L, entonces existe B C A finito tal que a € K(B), lo que implica que en
la demostracién podemos suponer que A es finito. Si A = {aq,...,a,} entonces cada «; es separable
sobre K y por tanto también sobre K (a1, ...,a;—1). Aplicando que la clase de extensiones separables
es multiplicativa, basta demostrar el corolario para el caso en que A tiene un unico elemento «. Pero
esto estd claro pues si « es separable sobre K, entonces [K(a) : K] = [K(«) : K], es decir K(«)/K es
separable. [

Una consecuencia inmediata del Corolario 5.14 es el siguiente
Corolario 5.15 Si L/K es una extension de cuerpos entonces el conjunto de los elementos de L que
son separables sobre K es un subcuerpo de L que contiene a K. Este subcuerpo se llama clausura
separable de K en L.

Dos tltimos corolarios, el primero de los cuales es obvio:

Corolario 5.16 Si L/K es una extension finita y S es la clausura separable de L/K entonces [L :
Kls=1[5:K].

Corolario 5.17 La clase de extensiones separables es cerrada para levantamientos.
Demostraciéon. Sean F/K y F/K extensiones admisibles con E/K separable. Cada elemento de E es

separable sobre K y por tanto también es separable sobre F', con lo que del Corolario 5.14 deducimos
que EF/F = F(E)/F es separable. O

5.3. Elementos primitivos

Recordemos que una extensién L/ K se dice que es simple L = K («) para algin « € L. En tal caso
se dice que « es un elemento primitivo de la extensién L/K.

Lema 5.18 Sean o y B elementos de una extension L de K y sean a y b elementos distintos de K. Si
E=K(a+aB)=K(a+0bp), entonces E = K(a, ).
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Demostracién. Supongamos que E = K(a + af) = K(a + bf). La inclusién E C K(«, 5) es obvia.
Para ver la otra inclusién observemos que (a —b)3 € E y por tanto 8 € E, lo que implica que a € E. O

Vamos a denotar con Sub(L/K) al conjunto de las subextensiones de L/K, es decir Sub(L/K) es el
conjunto de los subcuerpos de L que contienen a K.

Teorema 5.19 (Artin) Una extension finita L/ K es simple si y solo si Sub(L/K) es finito.

Demostracion. Si K es finito, entonces L es finito (jpor qué?) y por tanto Sub(L/K) es finito. Adem4s
L* es ciclico (Lema 4.2) y si o es un generador de L* entonces L = K(«). Esto muestra el Teorema
para el caso en que K es finito, por lo que a partir de ahora supondremos que K es infinito.

Supongamos primero que Sub(L/K) es finito. Como K es infinito y Sub(L/K) es finito, aplicando
el Lema 5.18, deducimos que para todo «, 3 € L existen dos elementos distintos a y b de K tales
que K(a + af) = K(a + bB), en cuyo caso del Lema 5.18 se tiene que K(a, 8) es simple. Si n es el
menor nimero de elementos de L tales que L = K(a1,...,a,) y n > 2 entonces existe 5 € L tal que
K(a1,a0) = K(B) y por tanto

L=K(ay,ag,...,a,) = K(aj,a)(as,...,an) = K(B8)(as,...,an) = K(B,as3,...,an)

en contra de la minimalidad de n. Por tanto n = 1, es decir L/K es simple.

Reciprocamente, supongamos que L/K es simple y sea « € L con L = K(«). Para cada E €
Sub(L/K) sea pp = Ming(«). Si P es el conjunto de los divisores ménicos de px en L(X) entonces
P es finito pues si (aq,...,q,) son las raices de px en una clausura algebraica de L, entonces cada
elemento de P es el producto de algunos de los polinomios X —aq,...,X —a,. Ademds F — px define
una aplicacién de Sub(L/K) a P y para acabar la demostracién basta demostrar que esta aplicacién
es inyectiva. Para ver esto vamos a demostrar que E esta generado sobre K por los coeficientes de pg.
En efecto, sean F € Sub(L/K) y F el elemento de Sub(L/K) generado sobre K por los coeficientes de
pe. Entonces pp € F[X] y pr(a) = 0 lo que implica que pp divide a pg. Luego [L : E] = [E(a) : E] =
gr(pg) > gr(pr) = [F(a) : F]=[L: F],0lo que es lo mismo [F : K| < [F: K]y F C E de donde
concluimos que E = F' como queriamos. []

Corolario 5.20 (Teorema del Elemento Primitivo) Toda extension separable finita es simple (es
decir, tiene un elemento primitivo).

Demostracién. Ya sabemos que si K es finito, entonces L/K es simple por lo que supondremos que
K es infinito.

Sea L/K una extensién separable finita y sea n el menor nimero de elementos de L necesarios
para generar L sobre K. Tenemos que demostrar que n = 1, con lo que suponemos n > 2. Pongamos

L = K(ag,...,a,). Sea o la inclusién de K en una clausura algebraica de L y sea S = gl (ena2)
{01,...,0m}. Consideremos el polinomio
p=[](oi(a1) = o5(cn) + X(04(a2) — 75(a2))).
ij

Para todo i # j, 0; # 0; y por tanto o;(a1) # 0j(a1) 6 o;(a2) # 0j(a2), con lo que los factores lineales
que aparecen en la definicién de p son diferentes de 0 y por tanto p # 0. Como K es infinito existe
a € K tal que p(a) # 0, o lo que es lo mismo, si 8 = a1 + aas, entonces o;(f8) # o;(8) para todo
i # j. Esto muestra que [K(f) : K]s > m y, como todas las subextensiones de L/K son separables,
tenemos n < [K(8) : K], = [K(8) : K] < [K(o1,a2) : K] = [K(a1,a2) : K]s < n. Concluimos que
K(aq,a9) = K(B) y por tanto

L=K(ay,ag,...,a,) = K(aj,as)(as,...,a,) = K(B8)(as,...,an) = K(B,as3,...,a,)

en contra de la minimalidad de n. (J
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Problemas

5.1 Para cada uno de los siguiente polinomios y los siguientes cuerpos decidir qué polinomios son
separables sobre qué cuerpos. Polinomios: X2 + 1, X4 42X — 1 y X3 — 21X2 4 147X — 343 sobre
Qa Z27 Z3a Z7'

5.2 Decidir sobre la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, demostrando las verdaderas y
dando un contraejemplo de las falsas.
(1) Todo polinomio irreducible de K[X] es separable.
(2) Toda extensién separable en normal.
(3) Toda extensién normal es separable.
(4) Toda extensién de cuerpos finitos es separable.
(
(

5) Toda extensién finita es separable.

)
)
)
)
)
)

6) Si la caracteristica de K no divide al grado de la extensién L/K, entonces la extensién L/K es

separable.

(7) Sip € K[X] tiene grado n, L es un cuerpo de escisién de p sobre K y la caracteristica de K no
divide a n, entonces L/K es separable.

(8) Sip € K[X] tiene grado n, L es un cuerpo de escisién de p sobre K y la caracteristica de K no
divide a n!, entonces L/K es separable.

(9) Sip e K[X] es separable sobre K entonces el cuerpo de escisién de p sobre K es normal sobre K.
5.3 Construir una extensién finita que no sea simple. (Indicacién: F,,(X,Y)/?.)

5.4 Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K y un elemento o
algebraico sobre K.

(1) [K(a) : K]s =1, es decir, la extensién K (a)/K es puramente inseparable.
(2) a?" € K para algiin n > 0.
(3) Ming(a) = XP" — a, para algin n > 0 y algin a € K.

5.5 Demostrar que una extensién algebraica de cuerpos L/K es puramente inseparable, si todo ele-
mento de L es puramente inseparable sobre K.

5.6 Demostrar que si K es un cuerpo de caracteristica p > 0 y n > 0, entonces K?" = {a?" : a € K}
es un subcuerpo de K y K/ KP" es una extensién puramente inseparable.

5.7 Demostrar que la clase de extensiones puramente inseparables es multiplicativa en torres y estable
por levantamientos.

5.8 Demostrar que si L = K(A) y los elementos de A son puramente inseparables sobre K, entonces
L/K es puramente inseparable.

5.9 Sea L/K una extension de cuerpos. Demostrar que P = {« € L : « es puramente inseparable sobre K}
es un subcuerpo de L. Este cuerpo se llama clausura puramente inseparable de L/K (o de K en L).
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5.10 Demostrar que si L/K es una extensién finita y puramente inseparable, entonces [L : K] es una
potencia de la caracteristica de K. (Se entiende que 0° = 1.)

5.11 Sea L/K una extensién algebraica. Demostrar que existen subextensiones S'y P de L/K tales
que S/K y L/P son separables y L/S y P/K son puramente inseparables. Demostrar también que si
E es una subextensién de L/K, entonces

(1) L/E es puramente inseparable si y solo si S C E.
(2) L/E es separable si y solo si P C E.
(3) SSENS=Ksiysolosi EC P.

5.12 Seap = Y% — X € K[Y], con K = F3(X), y sea a una rafz de p, en un clausura algebraica
de K. Estudiar la separabilidad de o™ sobre K, para cada n > 1 y calcular las clausuras separable y
puramente inseparable de K (a)/K.

5.13 Sea K = Fy(X), el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios Fo[X] y L = K(+v/X). Sean S y
P las clausuras separable y puramente separables de L/K. Demostrar que L # SP.

5.14 Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K.
(1) Todo polinomio irreducible en K[X] es separable.
(2) Toda extension algebraica de K es separable.
(3) carK=06carK =p#0y K = KP.
Un cuerpo que satisface estas condiciones se dice que es perfecto.
5.15 Demostrar:
(1) Todo cuerpo finito es perfecto.
(2) Si K es perfecto y L/K es una extension algebraica, entonces L es perfecto.
(3) Si L es perfecto y L/K es una extension separable, entonces K es perfecto.
(4) Si L es perfecto y L/K es una extension finita, entonces K es perfecto.

5.16 Demostrar que el cuerpo de fracciones K (X) del anillo de polinomios K[X] es perfecto si y solo
si carK = 0.

5.17 Sea K un cuerpo de caracteristica p y K una clausura algebraica de K. Sea
VK ={zeK :aP € K}.

Demostrar que

KCVYKCVYKC...

es una sucesién de subextensiones de K /K y que la unién de estos subcuerpos es la menor subextensién
de K/K que es un cuerpo perfecto. Esta unién se llama clausura perfecta de K.

5.18 Dados dos niimeros racionales a y b, encontrar un elemento primitivo de Q(v/a, \/5) sobre Q.

5.19 Encontrar un elemento primitivo de la extensién Q(v/2, v/2)/Q.
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5.20 Sea L/K una extensién separable de grado n y sea a € L. Demostrar que « es un elemento
primitivo de L/K si y solo si « tiene n conjugados.

5.21 Demostrar que si K un cuerpo de caracteristica p # 0 y X e Y son dos indeterminadas, entonces
la extensién K (X, V/Y)/K(X,Y) tiene infinitas subextensiones pero no es simple.

5.22 Sea K = Fo(T) el cuerpo de funciones racionales sobre el cuerpo con dos elementos Fo, en la
variable Ty sean F = X2 — Ty G = X? — (T?+T%) y a'y B raices de F y G en una extensién de K.
Demostrar que K(a, 8)/K es una extensién de grado 4 que no es simple.

5.23 Sea p € K[X] de grado n. Demostrar que si la caracteristica de K no divide a n! entonces p es
separable sobre K.
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Capitulo 6

Extensiones de Galois

6.1.

La correspondencia de Galois

Recordemos que si L/K es una extensién de cuerpos, entonces el grupo de Galois de L/K es el
grupo Gal(L/K) formado por los automorfismos de L/K, es decir los K-automorfismos de L.

Ejemplos 6.1 (1) Claramente Gal(K/K) = 1 pero no son éstas las inicas extensiones con grupo de

Galois trivial. Por ejemplo, si a es un nimero racional positivo que no es el cubo de un ntmero
racional, entonces p = X2 — a es irreducible en Q[X]. Las raices de p son a = {a,wa y wa,
donde w es una raiz tercera primitiva de la unidad. Como w no es un nimero real, la tinica raiz
de p que pertenece a K(«) es a y por tanto Gal(K («)/K) =1 (jpor qué?).

Si L/K es una extensién de grado 2 y carK # 2, entonces Gal(L/K) tiene dos elementos. En
efecto, si @« € L\ K, entonces L = K(a) y por tanto p = Ming(«) tiene grado 2. Pongamos
p=X>4+aX+b= (X—l—%)%—b—% ysean 3 =a+gyc= ‘%f—b. Entonces ¢ = Ming (3) = X?—c
y L = K(B8) = K(y/c). Como las raices de ¢ son +0, si 0 € Gal(L/K) entonces o(8) = £/, con
lo que efectivamente Gal(L/K) tiene dos elementos. (;Seguro de que tiene dos?).

En particular el grupo de Galois Gal(C/R) tiene orden 2 y de hecho estd formado por la identidad
y la conjugacién.

Como un automorfismo de R ha de ser una aplicacién creciente (jpor qué?), necesariamente
Gal(R/Q) = 1 y por tanto Gal(R/K) = 1 para todo subcuerpo K de R (;por qué?). De hecho el
unico automorfismo de R es la identidad (;por qué?).

Sean K = Q(v/2,v3) y 0 € Gal(K/Q). Entonces (v2) = £v2 y 0(v/3) = +v/3 y por tanto
Gal(K/Q) tiene a lo sumo 4 elementos. De hecho Gal(K/Q) tiene exactamente cuatro elementos.
En efecto, en el Ejemplo (2) hemos visto que Gal(Q(+/2)/Q) tiene 2 elementos. Por otro lado
V3 & Q(v/2) (ver Ejercicio 2.11 del Capitulo 2). Por tanto K/Q(+/2) es una extensién separable
(¢por qué?) de grado 2, con lo que cada uno de los dos elementos de Gal(Q(v/2)/Q) tiene dos
extensiones a un homomorfismo de K en una clausura algebraica de K que, como ademds K/Q
es normal (jpor qué?), estas dos extensiones son elementos de Gal(K/Q). Por tanto Gal(K/Q)
tiene cuatro elementos: o4 ,0, _,0_y,0__ dados por aab(\@) =aV2y crab(\/g) = bV/3.

Sea & una rafz n-ésima primitiva de la unidad y sea L = K (§)/K una extensién ciclotémica. Si
o € Gal(L/K), entonces o(§) = & para algtin entero i, coprimo con n y ¢ estd completamente
determinada por el resto de ¢ médulo n. Por tanto tenemos una aplicacién ¢ : Gal(L/K) — Z,
que asocia 0 € Gal(L/K) con la tnica clase Z¥ que contiene a i (con o(£) = £'). Entonces v

95
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es un homomorfismo inyectivo de grupos (comprobarlo) y por tanto Gal(L/K) es isomorfo a un
subgrupo de Z}. En particular el grupo de Galois de toda extensién ciclotémica es abeliano.

Si ademds K = Q, entonces Ming(§) = @, el n-ésimo polinomio ciclotémico (Teorema 4.7). Por
tanto para cada i coprimo con n existe un elementos o € Gal(L = Q(£)/Q) con o(¢) = &' En
otras palabras, Gal(Q(§)/Q) es isomorfo a Z? y un isomorfismo 7 : Z¥ — Gal(Q(£)/Q) viene dado
asociando i € Z con el tnico automorfismo 7; de Q(€) tal que 7;(&) = &°.

Obsérvese que si ¢ : L — L* es un K-isomorfismo, entonces la aplicacién Gal(L/K) — Gal(L*/K)
dada por ¢ — ¢o¢~! es un isomorfismo.

Si L/K es una extensién algebraica y L es una clausura algebraica de L, entonces podemos ver
cada elemento de Gal(L/K) como un elemento de S¥' = {0 : L — L : o|x = 1x}. Por tanto de la
Proposicion 5.9 deducimos:

Proposicién 6.2 Si L/K es una extension finita entonces |Gal(L/K)| < [L: K], <[L: K].

Recordemos que Sub(L/K) denota el conjunto de las subextensiones de L/K. Si G es un grupo,
entonces vamos a denotar por Sub(G) al conjunto de todos los subgrupos de G y si H es un subgrupo
de G, entonces Sub(G/H) es el conjunto de los subgrupos de G que contienen a H. En realidad esta
notacién es ambigua pues si NV es un subgrupo normal de G, entonces Sub(G/N) tiene dos significados:
El conjunto de los subgrupos de G que contienen a N y el conjunto de los subgrupos de G/N. El
Teorema de la Correspondencia (Teorema 5.4 de GyA) nos muestra que esta ambigiiedad no es muy
grave. Consideramos Sub(L/K) y Sub(G/H) como conjuntos ordenados por la inclusién. Una aplicacién
f: (4, <) = (B, <) entre conjuntos ordenados se dice que es un homomorfismo de conjuntos ordenados
si conserva el orden, es decir si para cada z,y € A tales que x < y se verifica que f(x) < f(y); y se dice
que es un anti-homomorfismo de conjuntos ordenados si f(x) > f(y) para todo x,y € A con z < y.

Si L/K es una extensién de cuerpos entonces tenemos dos aplicaciones

(=)* = Gal(L/-) : Sub(L/K) = Sub(Gal(L/K)) : (=)* = L7,
La aplicacién que va para la derecha, asocia F' € Sub(L/K) con
F*=Gal(L/F)={o € Gal(L/K) : o(x) =  para todo x € F'}
y la que va para la izquierda, asocia H € Sub(Gal(L/K)) con
H*=L" ={ac L:o(x) =z, paratodo o € H}.

El par formado por estas aplicaciones se llama correspondencia de Galois de la extensién L/K. Veamos
algunas propiedades de la correspondencia de Galois.

Recordemos que tanto la unidad de un anillo, como el neutro de un grupo como el el subgrupo trivial
del grupo lo denotamos siempre como 1. Por el contexto no deberia haber confusiéon. En la siguiente
proposicién 1 siempre denota el subgrupo trivial de Gal(L/K).

Proposicién 6.3 Sea L/K una extension de cuerpos y sea G = Gal(L/K). La correspondencia de
Galois (—)* : Sub(L/K) & Sub(G) satisface las siguientes propiedades:

(1) L* =1, K* =G y 1* = L.
(2) (=) =Gal(L/—) y (—)* = L) son antihomomorfismos.
(3) X CX** y X*=X*"*, tanto si X € Sub(L/K) como si X € Sub(G).

(4) Las dos aplicaciones que forman la correspondencia de Galois inducen un anti-isomorfismo de
conjuntos ordenados entre sus dos imdgenes.
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Demostracion. (1) y (2) y la inclusién X C X** son sencillos ejercicios. Por tanto X* C X*** C X*
lo que prueba la igualdad de (3). Finalmente (4) es consecuencia inmediata de (2) y la igualdad de (3).
(]

Los elementos de las imdgenes de las dos aplicaciones de la correspondencia de Galois se dice que
son respectivamente subextensiones cerradas en L/ K y subgrupos cerrados en L/K. Obsérvese que de
la propiedad (3) de la Proposicién 6.3 se tiene que

X es cerrado si y solo si X = X**.

y la propiedad (4) se puede reescribir como

Corolario 6.4 Las aplicaciones de la correspondencia de Galois de una extension de cuerpos L/K se
restringen a un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados entre las subextensiones cerradas en L/K y
los subgrupos cerrados en LK.

Obsérvese que L, 1 y Gal(L/K) son cerrados en L/K, pero K no tiene porque serlo. Por ejemplo,
si L# Ky Gal(L/K) =1 (ver Ejemplos 6.1) entonces K** =1* =L # K.

Proposicién 6.5 Sea L/K una extension de cuerpos.
(1) Si Ey C Ey son subextensiones de L/K con Ey/E; finita entonces [Ef : E3] < [Es : E1].

(2) Si Hy < Hy son subgrupos de Gal(L/K) con [Hy : Hy] < oo, entonces [Hf : H3] < [Hs : Hy].

Demostracién. (1) Razonamos por induccién sobre n = [E2 : E4], con el caso n = 1 obvio. Supongamos
pues que n > 1 y la hip6tesis de induccién. Sean a € F5 \ Ey, p = Ming, (@) y s = gr(p) > 1. Entonces
[Es : E1(a)] < n. Si s < n, entonces por la hipétesis de induccién tenemos

[EY : B3] = [EY : Ex()'][Er(e)” : B3] < [Er(a) : BA][Es - Ev(a)] = [Ey : Enl.

En caso contrario, By = Ej(a). Sean X = Ef/E3, R el conjunto de raices de Ming, (o) y ¢ : X = R
la aplicacién dada por ¢p(cE3) = o(«a). Es fécil ver que esta aplicacién estd bien definida y es inyectiva.
Por tanto [Ef : E3] < |R| < gr(p) = [Ea : E4].

(2) Pongamos Hy/Hy = {11 Hy,...,7,Hy} con 71 = 1y razonemos por reduccién al absurdo, es decir,
supondremos que [Hi : H3| > n. Entonces existen aj, ..., a,, apt1 € Hi, linealmente independientes
sobre Hj3. Consideremos la matriz

mi(on)  Ti(a2) 1 (0 g1)
A= Ta(on)  T2(a2) T2 (Qny1)
Ta(a1) mnlag) ... To(apt1)

y sea r el rango de A. Reordenamos los oy para que las primeras r columnas sean linealmente indepen-
dientes. Entonces la columna r+1 es combinacién lineal de las r primeras (obsérvese que r <n < n+1 <
nimero de columnas de A) y por tanto existe a = (ay, ..., a,,1,0,...,0) € L"*! tal que Aa = 0. Como
71 = 1 tenemos

ajar + -t opar +appr =0

y, como los «; son linealmente independientes sobre Hj existe 1 < i < r tal que a; ¢ Hj. Reordenando
ai,...,a, podemos suponer que a; ¢ Hj, es decir o(a1) # a1 para algin o € H,.
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La aplicacién Ho/H; — Hs/H; dada por 7H; — orH; es inyectiva pues si ooy Hy = oooHy,
entonces 05101 = (009)"Y(001) € Hy, luego o1 H; = 09H;. Por tanto existe una permutacién p € S,

tal que o7y = Toi) Para todo i =1,...,n, con lo que la matriz
0717'1(041) 0'717'1(0[2) .. 0'7171(0[”4_1)
B= 0717'2(&1) 0'717'2(0[2) 0—717—2(an+1)
ol (1) o lm(ae) ... o lm(anar)

se obtiene permutando las filas de la matriz A. Eso implica que Ba = 0 y por tanto Ao(a) = 0, donde

o(ar)

o(ar)
ola) = 1
0

Luego A(a—o0(a)) =0y

a1 —o(ay)

ar —o(ay,)
a—o(a)= 0

0

con a3 — o(ay) # 0. Eso implica que las r primeras columnas de A son linealmente dependientes en
contra de la eleccién, lo que proporciona la contradiccién deseada. [J

Corolario 6.6 Sea L/K una extension de cuerpos.

(1) Si K C By C Ey C L es una torre de cuerpos, con [Ey : E1] < oo y Ey cerrado en L/K entonces
Es es cerrado en L/K y [Ef : E5] = [E2 : E4].

(2) Si Hy < Hy < Gal(L/K) son subgrupos de Gal(L/K) con [Hy : H1] < 0o y Hy cerrado en LK
entonces Hy es cerrado en L/K y [HY : Hy| = [Ho : Hq].

Demostracién. (1) Aplicando el primer apartado de la Proposicién 6.5 a E; < E5 obtenemos que
[Ef : E3] < [Es : Fq] y aplicando el segundo apartado a E5 C Ef obtenemos [E3* : EY*| < [ET : E3).
Como E; es cerrado tenemos que [E3* : Ey| = [E5* : Ef*] < [Ey : Eq] y como Ey C E3*, concluimos
que Ey = E35*, es decir E5* es cerrado.

(2) Es completamente analoga. [J
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6.2. Extensiones de Galois
Definicién 6.7 Una extensiéon de Galois es una extension de cuerpos que es normal y separable.
La siguiente proposicién es consecuencia inmediata de las Proposiciones 3.15 y 5.17.
Proposicién 6.8 La clase de extensiones de Galois es cerrada para levantamientos.
El siguiente Teorema caracteriza las extensiones de Galois.

Teorema 6.9 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension de cuerpos L/K.
(1) L/K es una extension de Galois.
(2) L/E es una extension de Galois para todo E € Sub(L/K).
(3) L/K es algebraica y toda subextension de L/K es cerrada.
(4) L/K es algebraica y K es un subcuerpo cerrado de L/K.

(5) L/K es algebraica y para todo o € L\ K existe 0 € Gal(L/K) tal que o(a) # «. En otras palabras
L*=K.

Demostracién. (1) implica (2) es consecuencia de la Proposicién 6.8.

(2) implica (3). Supongamos que L/K satisface (2) y sea E € Sub(L/K). De la Proposicién 6.3 se
tiene que £ C E** y tenemos que demostrar que se verifica la igualdad, o lo que es lo mismo tenemos
que demostrar que si @ € L\ E entonces existe 0 € Gal(L/F) tal que o(o) # . Si a € L\ E,
entonces p = Ming(«) tiene una raiz en L y, como L/E es normal, p es completamente factorizable en
L. Como ademds L/E es separable y o € F, existe @ # € L tal que 8 también es raiz de p. De la
Proposicién 2.10 se deduce que existe un E-isomorfismo o : E(a) — E(j3). Sea L una clausura algebraica
de L. Como L/E es algebraica (y por tanto también lo es L/E(a)) o se extiende a un homomorfismo
L — L, que también denotaremos por o, y como L/E es normal, o(L) C L, con lo que o € Gal(L/E).
Deducimos que o # 8 = o(«).

(3) implica (4) y (4) implica (5) son obvios.

(5) implica (1). Supongamos que L/K verifica (5). Sea o € L y sean p = Ming(a) y n = gr(p).
Tenemos que demostrar que p factoriza completamente en L (para demostrar que L/K es normal) y
que p no tiene raices miltiples (para mostrar que L/K es separable) o lo que es lo mismo que p tiene
n rafces (distintas) en L. Sea R = {&@ = a1,...,a,} el conjunto de las (distintas) raices de p en L y sea
g=(X—-01) (X —a,). Sio € Gal(L/K), entonces o(«;) es una raiz de p en L, lo que implica que o
induce una permutacién de R y por tanto o(q) = g, es decir o(a) = a para cada uno de los coeficientes a
de ¢g. Como estamos suponiendo que L/K satisface la propiedad (5), concluimos que cada uno de estos
coeficientes pertenece a K, es decir ¢ € K[X]. Como r = gr(q) < n = gr(p) y p tiene grado minimo
entre los polinomios de K[X] que tienen a « como raiz deducimos que p = ¢, y por tanto r = n. O

La siguiente proposicién muestra criterios para decidir si una extensién es de Galois para el caso de
extensiones finitas.

Proposicién 6.10 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension finita L/ K.
(1) L/K es una extension de Galois.
(2) [L: K] = [Gal(L/K)|
(3) [L: E]=|Gal(L/E)| para todo E € Sub(L/K).
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Demostracién. (1) implica (3) Supongamos que L/K es de Galois y sea E € Sub(L/K). Entonces
L/E es de Galois (Teorema 6.10). De que L/E sea normal se deduce que si L es una clausura algebraica
de E, entonces Gal(L/FE) coincide las restricciones a L de los elementos del conjunto S¥ de extensiones
de la inclusién E — L a un homomorfismo L — L, con lo que |Gal(L/E)| = |Sf| = [L : E]; y este
nimero coincide con [L : E] por ser L/E separable.

(3) implica (2) es obvio.

(2) implica (1) Supongamos que |Gal(L/K)| = [L : K]. De la Proposicién 6.3 tenemos [L : K] =
|Gal(L/K)| = |Gal(L/K**)| < [L : K**] <[L: K] y como K C K** deducimos que K = K**, es decir
K es cerrado en L/K y por tanto L/K es de Galois (Teorema 6.10). O

Teorema 6.11 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois) Si L/K wuna extension de Ga-
lois finita entonces se verifican las siguientes propiedades:

. Gal
(1) Si E € Sub(L/K) entonces [L : E] = |Gal(L/E)| y [E: K| = %,

(2) La correspondencia de Galois es un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados entre Sub(L/K) y
Sub(Gal(L/K)).
(3) Si E € Sub(L/K) entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) E/K es de Galois.

b) E/K es normal.

¢) o(F) C FE para todo o € Gal(L/K).
d) Gal(L/E) es normal en Gal(L/K).

Ademds, si estas condiciones se satisfacen, entonces

Gal(L/K)
(E/K)~ ———=~.
Gal(B/R) = G ER)
Demostracién. Sea G = Gal(L/K).

(1) Sea E € Sub(L/K), entonces L/E es de Galois y por tanto [L : E| = |Gal(L/E)| (Teorema 6.9)
de donde se deduce que
[L: K] |Gal(L/K)]

B K= 108~ [GalL/B)|

(2) A la vista de la Proposicién 6.3 y el Teorema 6.9 para demostrar (1), sélo falta demostrar que
todo subgrupo H de G es cerrado, pero eso es consecuencia inmediata del Corolario 6.6.

(3) La equivalencia entre (a) y (b) es consecuencia inmediata de que la clase de extensiones separables
es multiplicativa (Proposicién 5.13).

(b) implica (c) Supongamos que E/K es normal y sean @ € E y 0 € Gal(L/K). Entonces p =
Ming (o) es completamente factorizable en E, pongamos p = (X —aq) -+ (X — a,) € K[X]. Entonces
o(a) es raiz de p y por tanto o(a) = o; € E, para algtn i. Esto prueba que o(F) C E.

(c) implica (d) Supongamos que se verifica (¢) y sean ¢ € Gal(L/K) y 7 € Gal(L/E). Entonces
o(E) C E y por tanto To(a) = o(a), para todo o € E. Esto prueba que o~ 170 € Gal(L/E).

(d) implica (a) Supongamos que Gal(L/FE) es normal en Gal(L/K). Queremos demostrar que E/K
es de Galois, o lo que es lo mismo que Gal(E/K)* C K. Sea o € Gal(E/K)*. Si demostramos que
o(a) = a para todo o € Gal(L/K), entonces aplicando que L/K es de Galois concluimos que oo € K
como deseamos. Por hipétesis, 07170 € Gal(L/E) para todo 7 € Gal(L/E), con lo que 7o(e) = o(e),
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para todo e € E y todo 7 € Gal(L/E). Esto muestra que o(e) € Gal(L/E)* = E** = E, es decir
o € Gal(E/K) y como « € Gal(E/K)*, deducimos que o(«) = o, como querfamos demostrar.
Supongamos ahora que las condiciones (a)-(d) se verifican. Entonces la aplicacién de restriccion

f:GalL/K) — Gal(E/K)
o +— OEf

es un homomorfismo de grupos cuyo ntcleo es Gal(L/E). Aplicando el Primer Teorema de Isomorfia y
que todas las extensiones L/K, E/K y L/FE son de Galois deducimos que
|Gal(L/K)| [L: K]

i f1 = SR = (g~ K = 16 K]

- Gal(L/K) 0

lo que implica que f es suprayectiva y Gal(E/K) ~ Gal(5/5)"

Sea K C L C F una torre de extensiones de cuerpos y supongamos que L/K es normal. Entonces
para todo o € Gal(F/K) la restriccién o|, de 0 a L pertenece a Gal(L/K) y la aplicacién

Rest : Gal(F/K) — Gal(L/K)
o = Oof

es un homomorfismo de grupos. Ademds, si F es otra subextensién de F/K, entonces Res se restringe
a un homomorfismo

Res : Gal(LE/FE) — Gal(L/LN E).

Teorema 6.12 (Teorema de las irracionalidades accesorias de Lagrange) Sean L/K y E/K dos
extensiones admisibles y supongamos que la primera es finita y de Galois. Entonces LE/E y L/LNE
son extensiones de Galois finitas y el homomorfismo de restriccion

Res : Gal(LE/E) — Gal(L/LN E)
es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. Como L/K es de Galois, del Teorema 6.9 se deduce que L/L N E también es de Galois
y de la Proposicién 6.8 que lo es LE/E. Que la primera es finita es obvio y que lo sea la segunda es
consecuencia de la Proposicién 2.18. Que Res sea inyectiva es obvio ya que un elemento del ntcleo
es un automorfismo o de LE que verifica o(z) = x para todo « € L y todo x € E. Finalmente, si
H = Im Res, entonces LN E = Gal(L/L N E)* C H*. Por otro lado, si & € H*, entonces para todo
o € Gal(LE/E) se verifica o(a) = or(a) = «, con lo que a € Gal(LE/E)* = E. Eso prueba que
H* C LNE. Enresumen LNE = H* y del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois se deduce
que Gal(L/LNE) = (LN E)* = H** = H, es decir Res es suprayectiva. [J

Problemas

6.1 Demostrar que toda extension de grado 2 es de Galois y encontrar una extension de grado 3 que
no sea de Galois.

6.2 Demostrar que toda extensién ciclotéomica es de Galois con grupo de Galois abeliano.

6.3 Sea L un cuerpo, G un subgrupo del grupo de automorfismos de Ly K = LY = {zx € L : o(z) =
x, para todo o € G}. Demostrar que L/K es una extensiéon de Galois y G = Gal(L/K).
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6.4 Sean X1i,...,X,, variables independientes sobre K y Sy, ..., S, los polinomios simétricos elemen-
tales en las variables X1,...,X,. Sea K(Xi,...,X,) el cuerpo de fracciones de K[Xy,...,X,]. Para
cada permutacién o € S, sea @ el automorfismo de K[X7, ..., X,] definido en la Seccién 1.2. Demostrar

(1) Para cada o € S, @ se extiende de forma tnica a un automorfismo de K(Xi,...,X,), que
también denotaremos por @.

(2) K(X1,...,Xn)/K(S1,...,S,) es una extensién de Galois.

(3) El homomorfismo S,, — Gal(K(X1,...,X,)/K(S1,...,Sn)) que asocia cada permutacién o € S,,,
con & es un isomorfismo.

6.5 Sea L/K una extensién finita de Galois y sean E y F subextensiones de L/K. Demostrar que
Gal(L/EF) = Gal(L/E)NGal(L/F) y Gal(L/ENF)={(Gal(L/E)UGal(L/F)).

6.6 Sea a = /5 + 2/5.

(1) Calcular Ming(a).

(2) Demostrar que V5 —2v5 € Q(a) y deducir que Q(a)/Q es una extensién de Galois.

(3) Calcular Gal(Q(a)/Q).

(4) Calcular las subextensiones de Gal(Q(a)/Q) y decir cuales de ellas son de Galois sobre Q.

6.7 Sea n un numero entero libre de cuadrados, es decir, n no es divisible por el cuadrado de un entero.
(1) Calcular el cuerpo de descomposicién L de X* — n sobre Q.

(2) Demostrar que Gal(L/Q) es isomorfo al grupo diédrico de orden 8.

(3) Calcular todas las subextensiones de L/Q y decir cuales de ellas son de Galois sobre Q.

(4) Calcular Gal(L/K) y Gal(K/Q) para cada subextension K de L/Q.
6.8 Calcular el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de X* — 2 sobre F3 y Fr.
6.9 Sean ¢ = (3 € C una raiz tercera primitiva de la unidad, p un nimero primo y L = Q(¢, \/p)/Q.
(1) Demostrar que L/Q es una extension de Galois.

(2) Calcular Gal(L/Q) y cada uno de sus subgrupos.

(3) Calcular las subextensiones de L/Q.

6.10 Calcular todas las subextensiones de Gal(Q((,)/Q), donde (,, es una raiz n-ésima primitiva de
la unidad, para n = 3,5,7,8,11 y 16.
6.11 Sea L/K una extension de cuerpos y G un subgrupo finito de Gal(L/K). Demostrar que T¢(a) =
> e ola) y Ng(a) =]],cq0o(a) pertenecen a G*.
Interpretar los Periodos de Gauss del Problema 4.16 del Capitulo 4 en términos de estos elementos.
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6.12 Utilizando el Problema 4.16 del Capitulo 4 describir todos las subextensiones de Q((,)/Q, donde
p es un nimero primo y (, es una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Demostrar que cada uno estas
subextensiones estd generada por uno de los periodos de Gauss. Utilizar esto para mostrar que las
subextensiones de Q(¢y7)/Q forman una cadena de la forma

Q= Lo C L1 = Lo(vao) C L2 = L1(v/a1) C L3 = La(v/az) C Ly = L3(y/a3) = Q(Ci7)

con a; € L;.

6.13 Sea K un cuerpo finito de caracteristica p y cardinal ¢ = p™. Demostrar

()
(6)

La aplicacién o : K — K dada por o(z) = 2P es un automorfismo de K. Este automorfismo se
llama automorfismo de Frobenius de K.

Gal(K/F,) es ciclico de orden n, generado por el automorfismo de Frobenius.

Si L/K es una extensién finita, entonces Gal(L/K) es ciclico generado por el automorfismo de L
dado por o(z) = z1.

Si « es algebraico sobre K y [K () : K] = m, entonces

m—1

Ming(a) = (X —a)(X —af)--- (X —a? ).

Describir las subextensiones de L/K donde L es una extensién de grado m de K.

Demostrar que la aplicacién x — P es un endomorfismo no inyectivo de F,,(X).

6.14 Sea K un cuerpo y X una indeterminada. Denotamos por GL2(K) el grupo de las matrices
invertibles

(2 4)

con entradas en K.

(1)

Mostrar que para cada matriz invertible A € GLo(K) existe un tnico o4 € Gal(K(X)/K) tal que

aX +b
7a(X) = cX +d

y que la aplicacién o : GLy(K) — Gal(K(X)/K), dada por 0(A) = 04 es un homomorfismo de
grupos.

Demostrar que o es suprayectiva y que su ntcleo es el conjunto de las matrices escalares al con

a # 0.

Seaa = f/g€ K(X)\K con f,g € K[X]y (f,g) = 1. Demostrar que X es algebraico sobre K («)
y que [K(X) : K(«)] = maz{0(f),0(g)}. (Indicacién. Observa que « es transcendente sobre K).

Demostrar que Q(X?) es un cuerpo intermedio cerrado de la extensién Q C Q(X) y que Q(X?)
no lo es.

Demostrar que K(X)/K es de Galois si y solo si K es infinito.

Demostrar que si K es infinito, entonces los unicos subgrupos cerrados de Gal(K (X)/K) son él
mismo y sus subgrupos finitos.
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(7) Calcular H* para cada uno de los siguientes subgrupos H de Gal(K(X)/K):

. H:<0A>d0ndeA:((1) 1)

H:<0A>d0ndeA:( 0 1).
-1 1
1

-1 1 0 1
= H={(o4,0p) donde A = 0 1)yB_<1 O)'
(Observa que (X% — X +1)3/(X%? - X)? € H*)

-1 1 -1 0
-H:<JA,UB>d0ndeA:( 0 1>yB:< 0 1).

6.15 Sea L una subextensién de una extensién ciclotémica K (¢)/K. Demostrar
(1) L/K es una extensién de Galois.

(2) Gal(L/K) es abeliano.

(3) Si¢P =1, con p primo, entonces Gal(L/K) es ciclico.

6.16 Seap € K[X] degradony L el cuerpo de descomposicién de p sobre K. Demostrar que Gal(L/K)
es isomorfo a un subgrupo G de S, el grupo simétrico en n simbolos. Demostrar que G es transitivo
si y solo si p es irreducible y separable. (Un subgrupo G de S, se dice que es transitivo si para todo
1<14,j <nexiste o € G tal que o(i) = j.)

6.17 Sea L/K es una extensiéon de Galois con Gal(L/K) es abeliano. Demostrar que F'/K es de Galois
para todo cuerpo intermedio F de la extensién L/K y Gal(F/K) también es abeliano. Demostrar
también que si F/K es una extensién admisible con L/K entonces LE/E es de Galois con grupo de
Galois abeliano.

6.18 Dos subgrupos H; y Hs de un grupo G se dice que son conjugados en G si existe g € G tal que
Hy = g~'Hyg. Dos cuerpos intermedios Fy y Fy de una extensién L/K se dice que son conjugados en
la extensién L/K si existe g € Gal(L/K) tal que g(Fy) = Fy. Sea L/F una extensién de Galois y sean
Fy y F5 dos cuerpos intermedios de L/K. Demostrar que F; y F» son conjugados en L/K siy solo si
F} y F¥ son conjugados en G.

6.19 Sea L/K una extensién de Galois finita y sean Fy y Fs cuerpos intermedios tales que Fy Fy = L.
Demostrar que si F1 /K es de Galois entonces L/ F; es de Galois y Gal(L/Fy) es isomorfo a un subgrupo
de Gal(F1/K). Deduce de aqui que si Fy N Fy = F' entonces Gal(L/F3) es isomorfo a Gal(Fy/K).

6.20 Sean L;/K y Lo/ K extensiones admisibles de Galois finitas y consideremos la aplicacién

®:CGal(LLo/K) — Gal(Li/K) x Gal(Ls/K)
o — (orn,,0L,)

Demostrar
(1) @ es un homomorfismo inyectivo de grupos.
(2) Si Ly N Ly = K, entonces @ es un isomorfismo de grupos.

(3) Calcular el grupo de Galois de L = Q(y/p1, ... ,+/Pn)/Q, donde py,...,p, son primos diferentes.
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(4) Calcular todas las subextensiones de Q(v/2,v/3,v/5).

(5) Calcular el grupo de Galois de L = Q(i, v/2, v/3)/Q(i) = K.
(6) Calcular las subextensiones de L/K.

(7)

7) Demostrar que Gal(L/Q) es isomorfo a un subgrupo de D4 x Dy, donde Dy es el grupo diédrico
de orden 8.

6.21 Dar extensiones de Galois L/Q para las que Gal(L/Q) sea isomorfo a cada uno de los siguientes
grupos: Cg, C19, C15, C2 x C3o.

6.22 Sean a un entero libre de cuadrados diferente de 1 y —1, m = py---pg con pi,...,p; primos
distintos, &, una raiz m-ésima primitiva de la unidad compleja y K el cuerpo de descomposicion de
(XPr —qa)--- (XP* — a) sobre Q. Demostrar

. _ 2m¢<m)7 si 2|m y \/6 ¢ Q(gm)v
(K Q = { meo(m), en caso contrario;

donde ¢ es la funcién de Euler.
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Capitulo 7

Construcciones con regla y compas

7.1. Construcciones con regla y compas

Definicién 7.1 Sea A un conjunto de puntos del plano euclideo R?> y P € R2. Decimos que P es
constructible con regla y compds a partir de A en un paso si se verifica una de las dos siguientes
situaciones.

(1) P estd en la interseccidn de dos lineas diferentes, cada una de las cuales pasa por dos puntos
distintos de A. (En particular, las lineas no son paralelas).

(2) P estd en la interseccion de una linea L y una circunferencia C tales que L pasa por dos puntos
diferentes de A, el centro de C estd en A y el radio de la C coincide con la distancia entre dos
puntos de A.

(8) P es uno de los puntos de interseccion de dos circunferencias cuyos centros estin en A y cuyos
radios son las distancias entre puntos de A.

Decimos que P es constructible con regla y compés a partir de A si existen
pP,P,...,P,=P
de forma que para todo i, P; es constructible con regla y compds en un paso a partir de AJ{Py,...,Pi_1}.

Para acortar nuestro discurso la expresién “constructible con regla y compas” la reduciremos a
constructible, y todas las conjugaciones del verbo construir se entenderan como construir con regla y
compaés. Obsérvese que para poder construir, a partir de los elementos de un conjunto A es necesario
que A tenga al menos dos puntos. Si partimos de exactamente dos puntos {O, P}, podemos considerar
que O es el origen de coordenadas, fijar el eje de abscisas como la recta que pasa por O y P y la distancia
unidad como la distancia entre O y P de forma que O = (0,0) y P = (1,0). Diremos que un punto es
constructible (con regla y compds) si lo es a partir de dos puntos que identificaremos con (0,0) y (1,0).

De forma algo ambigua diremos que un elemento geométrico del plano es constructible a partir de
un conjunto de puntos A (o constructible a secas si A = {(0,0),(1,0)}) si estd determinado por un
conjunto de puntos constructibles a partir de A. Por ejemplo una recta se dice que es constructible con
regla y compds a partir de A si pasa por dos puntos distintos constructibles a partir de A y se dice que
una circunferencia es constructible con regla y compds si el centro es constructible a partir de A y el
radio coincide con la distancia entre dos puntos constructibles a partir de A.

Veamos algunas construcciones elementales con regla y compas.

67
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Proposicién 7.2 (1) Si P y Q son constructibles, entonces la circunferencia con centro P que pasa
por @ es constructible.
(2) El punto medio y la mediatriz entre dos puntos constructibles son constructibles.

(3) Si un punto P y una recta L son constructibles a partir de A entonces también son constructibles
las rectas perpendicular y paralela a L que pasan por P.

(4) Las bisectrices de dos rectas constructibles son constructibles.

Demostracion. 1 es obvio (Figura 7.1).

Figura 7.1: Circunferencia con centro P que pasa por Q.

2. La mediatriz entre dos puntos (es decir el conjunto de puntos equidistantes de ambos) es la recta
que pasa por la interseccién de las dos circunferencias centradas en uno de los puntos y que pasan por
el otro y el punto medio es la interseccién de la mediatriz con la recta que pasa por los dos puntos
(Figura 7.2).

Figura 7.2: Punto medio (m) y mediatriz (M) entre dos puntos Py Q.

3. Empecemos construyendo la perpendicular a L que pasa por P (Figura 7.3). Como la recta L es
constructible, al menos contiene dos puntos constructibles y uno de ellos @ es distinto de P. Si P no
estd en L la circunferencia C centrada en P que pasa por @) corta a L en uno o dos puntos y uno de
ellos es @. Si sélo lo corta en Q) y entonces la recta que pasa por Py @ es la perpendicular buscada. En
caso contrario los dos puntos de corte, @ y @', son equidistantes de P y por tanto la mediatriz entre
estos dos es la perpendicular a L que pasa por P. Si P estd en L entonces construimos la circunferencia
centrada en P que pasa por ) y la mediatriz entre los dos puntos de interseccion de esta circunferencia
y la recta es la perpendicular buscada.

Para construir la paralela simplemente observamos que la recta que pasa por P y es perpendicular
a la perpendicular a L por P es paralela a L.

4. Ejercicio. [J
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Figura 7.3: Recta M perpendicular a una recta dada L que pasa por un punto dado P.

Corolario 7.3 Si (0,0), (1,0) € A C C entonces (a,b) es constructible con regla y compds a partir de

A si y solo si lo son a y b.
A partir de ahora es conveniente identificar el plano euclideo R? con el conjunto de los ntimeros
complejos de la forma habitual, es decir el punto de coordenadas (a,b) se identifica con el nimero

complejo a + bi. Con este convenio el Corolario 7.3 toma la siguiente forma:

Si 0,1 € A C C entonces a + bi es constructible a partir de A si y solo si lo son a y b.

Una consecuencia inmediata de la Proposicién 7.2 es el siguiente

Proposicién 7.4 Sea A un subconjunto de C = R? que contiene a 0 y 1 y K el conjunto de los puntos

constructibles con regla y compds a partir de A. Entonces

(1) K es un subcuerpo de C.
(2) Las raices de un polinomio de seqgundo grado con coeficientes en K estdn también en K.

Demostracién. Como 0 y 1 estdn en A, la recta real es constructible.
1. Para empezar mostramos que los elementos de K NR forman un subcuerpo de R. Sean a,b € KNR.

Como 0 € A, la distancia |b| de 0 a b es constructible, es decir estd en K. Entonces a +by a — b son las
intersecciones de la recta real con la circunferencia centrada en b de radio |a|, lo que muestra que a +b

y a — b pertenecen a K NR (Figura 7.4).

Figura 7.4: Suma y diferencia de dos nimeros reales.

Vamos ahora a demostrar que ab € K y si b # 0 entonces b~' € K. En vista de que los opuestos
de elementos de K N R estan en K N R, bastara considerar el caso en que a y b son positivos. Como
1 =(1,0) y b= (b,0) son constructibles, del Corolario 7.3 deducimos que i = (0,1) y bi = (0,b) son
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constructibles. Por tanto la recta que pasa por (0,1) y (a,0) es constructible y la recta paralela a esta
que pasa por (0,b) también es constructible. Aplicando el Teorema de Tales se deduce que la interseccién
de esta recta con el eje real es ab = (ab,0). Esto prueba que ab € K NR y esta misma idea sirve para
mostrar que entonces b~! € K NR (Figura 7.5).

Figura 7.5: Producto e inverso de nimeros reales.

Para demostrar que K es un cuerpo basta recordar que a + bi es constructible si y solo si a y b
son constructibles (Corolario 7.3) y que las operaciones aritméticas de nimeros complejos se obtienen
mediante operaciones aritméticas con las partes reales y complejas:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
—(a+bi) = (—a)+(=b)i
(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ be)i
(a+bi)™" = % - ﬁz

2. Las raices del polinomio aX? 4 bX + ¢ coinciden con las raices del polinomio X2 + ZX + £,
con lo que podemos suponer que a = 1. Por otro lado X2 + bX + ¢ = (X + £)2 + 2 — %, con lo
que podemos suponer que b = 0 y por tanto basta demostrar que si a € K, entonces v/a € K. De
nuevo consideramos primero el caso en que a es un nimero real positivo. En tal caso \/a + v/ai es la
interseccion de la circunferencia de radio a con la bisectriz del primer cuadrante, con lo que aplicando
la Proposicién 7.2 y el Corolario 7.3 se deduce que y/a € K. Finalmente si a = x + yi es un elemento
arbitrario de K, entonces |a| = /22 + y2 es constructible, con lo que y/]a] es constructible. Deducimos
que y/a es constructible pues pertenece a la interseccién de la circunferencia centrada en 0 de radio

v/|a| con una de las bisectrices de la recta real y la que pasa por 0 y a (Figura 7.6).

Figura 7.6: Raiz cuadrada de un niimero complejo.
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7.2. Teorema de Wantzel

Hasta ahora hemos visto resultados positivos sobre la constructibilidad con regla y compas. Es el
momento de “bajarnos los humos” y mostrar limitaciones sobre la constructibilidad de puntos con regla
y compas.

Dado un subconjunto A de R? vamos a denotar por A al conjunto de las coordenadas de los elementos
de A. La clave para caracterizar los puntos constructibles con regla y compas es el siguiente lema.

Lema 7.5 Sean A C R? yPe R2. Si P es constructible con regla y compds en un paso a partir de A
entonces [Q(AU{P}): Q(A)] < 2.

Demostracién. Pondremos K = Q(A) y tendremos que demostrar que z = a + bi es constructible en
un paso a partir de A si y solo si [K(a,b) : K] < 2.

Empezamos suponiendo que z = a + bi = (a,b) es constructible en un paso a partir de A y conside-
remos las tres construcciones posibles:

z estd en la interseccion de dos rectas distintas que pasan por dos parejas de puntos de A.

Pongamos que las rectas son Ly y Lo y las parejas de puntos respectivas son ((p11,p12), (¢11,¢12))
v ((p21, p22), (g21, q22)) respectivamente, con lo que las coordenadas de estos cuatro puntos estédn en A.
Ademis las ecuaciones de las rectas Ly y Lo son

X—pu Y—pp X —pa Y —pw

qdi1 — P11 qi2 — P12 q21 — P21 422 — P22

que se convierten en dos ecuaciones lineales

anX +apY = b
a1 X +axY = b

con a;; € K para todo 4, j. Como las rectas L; y Lo son distintas el sistema de ecuaciones lineales es
compatible determinado, es decir el determinante de la matriz de coeficientes es diferente de 0, y las
coordenadas a y b del punto z = (a, b), solucién del sistema, se expresa mediante la Regla de Cramer a
partir de los coeficientes de la ecuacién mediante operaciones suma, resta producto y cociente, con lo
que a y b estdn en K y por tanto [K(a,b) : K] = 1.

z estd en la interseccion de una recta L que pasa por dos puntos de A y una circunferencia C
centrada en un punto de A y de radio la distancia entre dos puntos de A.

Como en el caso anterior la ecuacién de la recta pX + qy = r tiene coeficientes en K. También tiene
coeficientes en K la ecuacién de la circunferencia (X — ¢1)? + (Y — ¢2)? = R, donde (c1, ca) es el centro
vy R=(p1 — q1)? + (p2 — q2)?, siendo (p1,q1) ¥ (p2,q2) dos puntos de A. Por tanto (a,b) es una de las
soluciones del sistema de ecuaciones

pX+qY = r
(X — 61)2 + (Y — 62)2 = R

y s6lo hay que mostrar que las soluciones pertenecen a una extension de grado < 2 de K. Como p # 0
6 q # 0, por simetria podemos suponer que ¢ # 0, con lo que despejando Y en la primera ecuacién y
sustituyendo en la segunda obtenemos una ecuacién de segundo grado X2+hX +k = 0 cuyas soluciones
pertenecen a £ = K (v/A) donde A = v/h? — 4k. Una de esas soluciones es a. Por tanto a € E y entonces
b= =F* € E. Concluimos que [K(a,b) : K] < [E: K] < 2.

z estd en la interseccion de dos circunferencias con centros en A y radios las distancias entre parejas
de puntos de A.

En este caso se plantea un sistema de dos ecuaciones cuadraticas con coeficientes en K:

(X — 611)2 + (Y — 612)2 = Rl
(X — 621)2 + (Y — 622)2 = R2
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que después de desarrollar se convierten en

X24+Y?2+anX +apy+b = 0
X24+Y?2+anX +any +b = 0

que a su vez se puede convertir en el siguiente sistema

X2+Y2+a11X+a12Y+b1 = 0
(@21 —a11)X + (a22 — b12)Y + (ba—b1) = 0

y razonando como en el caso anterior concluimos que [K(a,b) : K] < 2.0

Teorema 7.6 (Wantzel) Sea A un subconjunto de C que contiene 0 y 1. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes para un z = a + bi € C.

(1) z es constructible con regla y compds a partir de A.

(2) Eziste una torre de cuerpos

QA =KyCKyC---CK,
con [K; : K;—1] = 2 para todo i y a,b € K,,.
(8) Eziste una torre de cuerpos
QA =KyCcKyC---CK,
con [K; : K;_1] =2 para todo i y z € K.
Demostracion. (1) implica (2) Supongamos que z es constructible a partir de A y sean Py,..., P, =z

en C tales que P; = (p;,q;) es constructible en un paso a partir de AU {P1,...,P;_1}, para cada i.
Entonces del Lema 7.5 se deduce que si ponemos K; = Q(AU {p1,q1,.-.,Di,qi}), entonces

[Kl : Kifl] S 2

para todo i, con lo que eliminando los K; repetidos obtenemos una sucesiéon que satisface la condicién
(2).

(2) implica (3) Supongamos que la sucesiéon Ky C K; C --- C K, satisface la condicién (2) y
pongamos L; = K;(i). Entonces [L; : Lj_1] <2y [Lg : Ko] <2 (;por qué?) y de las igualdades

z+z=2a y i(z—2)=2b
se deduce que z € L,,. Por tanto eliminando términos repetidos en la torre
QA =Ky CLyCL1 C---CLy

obtenemos una torre de cuerpos que satisface la condicién 3.

(3) implica (1) Por induccién sobre n. Si n = 0, entonces z € Q(A) que es constructible a partir
de A pues el conjunto de puntos constructibles a partir de A es un subcuerpo de C que contiene a A.
Suponemos ahora que n > 1 y la hipotesis de induccién. Esta hipotesis implica que todos los elementos
de K,,_1 son constructibles a partir de A. Con lo que si z € K,,_1, entonces z es constructible. En caso
contrario z es la rafz de Ming, _, (z) que tiene grado 2 y coeficientes constructibles a partir de A. De la
Proposicién 7.4 deducimos que z es constructible a partir de A. O

Una consecuencia del Teorema de Wantzel es el siguiente
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Corolario 7.7 (Criterio de Wantzel) Si z € C es constructible con regla y compds a partir de A,
entonces [Q(AU{z}) : Q(A)] es una potencia de 2.
En particular, si z es constructible con regla y compds, entonces [Q(z) : Q] es una potencia de 2.

El Criterio de Wantzel es suficiente para resolver negativamente los tres problemas clasicos sobre
constructibilidad con regla y compas, es decir, la triseccion del angulos, la cuadratura de la circunferencia
y la duplicacion del cubo.

Triseccién del Angulos: Dado un angulo, construir con regla y compés la tercera parte
de ese angulo.

Corolario 7.8 FEl problema de Triseccion del Angulo no tiene solucion general.

Demostracion. Para ello basta ver un angulo constructible que no se pueda trisecar con regla y
compds. Obsérvese que que se pueda construir un dngulo «, equivale a que el punto (cosa,sen«) se
puede construir pues este punto es la interseccién de la circunferencia centrada en el origen con la
semirecta que parte del origen y forma un dngulo « con la parte positiva de la recta real (Figura 7.7).
Como sen v = /1 — cos(«), se tiene que el dngulo « es constructible si y solo si cos « es constructible.
Por ejemplo el angulo 7 es constructible pues cos ™ = —1 es constructible y este angulo se puede trisecar
pues cos § = % Sin embargo % no se puede trisecar con regla y compds, o lo que es lo mismo el dngulo
us

5 no es constructible. Para ver esto calculamos el polinomio minimo de o = cos (g) De las féormulas
s

del coseno y seno de la suma de dngulos deducimos que si a = cos (9) entonces

) cos (21) — sen (%) sen (2%)

= COS ( 9

1 = cos (%4—2%) =cos (Z

= cos (g (0052 (g) — sen? (g)) — 2sen? (%) cos (%) = cos® (g) — 3cos (%) sen? (%)

= cos® (g) — 3 cos (%) (1 — cos? (g)) =4 cos? (%) — 3 cos (g) =403 — 3a
Por tanto a es una raiz del polinomio 8X2 — 6X — 1 que es irreducible sobre Q pues no tiene raices en
Q. Eso implica que [Q(«) : Q] = 3, y deducimos que « no es constructible con regla y compés por el
Criterio de Wantzel (Corolario 7.7). O

LCOS r + 1 sen o
N

Figura 7.7:

Cuadratura del Circulo: Construir con regla y compas un cuadrado que tenga el mismo
area que un circulo dado.

Corolario 7.9 Es imposible cuadrar un circulo con regla y compds.
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Demostracion. Para cuadrar un circulo de radio 1, necesitariamos poder construir con regla y compaés
un numero cuyo cuadrado fuera el drea del circulo, es decir . Si esto fuera posible, el nimero 7w seria
constructible con regla y compds, en particular [Q(7) : Q] serfa finito, es decir 7 serfa algebraico. Sin
embargo 7 es transcendente como demostré Lindeman en 1882. [J

Duplicacién del Cubo: Construir un cubo que tenga el doble del volumen de un cubo
dado.

Corolario 7.10 FEs imposible duplicar un cubo arbitrario.

Demostracion. Duplicar el cubo de lado 1, equivaldria a construir el lado a de un cubo cuyo volumen
fuera 2, es decir eso equivaldria a construir /2, que no es constructible con regla y compés pues
[Q(v/2) : Q] = 3 no es una potencia de 2. O

7.3. Construccion de poligonos regulares

En esta seccién vamos a tratar el problema de la constructibilidad de poligonos regulares con regla
y compas. Se entiende que los datos dados son el centro y uno de los vértices y podemos fijar el sistema
de coordenadas de forma que el centro sea 0 = (0,0) y uno de los vértices sea 1 = (1,0). Entonces los
vértices de un poligono regular de n lados centrado en el origen y uno de cuyos vértices sea 1, son las
n-raices n-ésimas de la unidad. Como estas raices son las potencias de una raiz n-ésima primitiva de la

unidad, por ejemplo
i 2 2
Co = 2™/ = (cos —W,sen W) ,
n n

el poligono regular de n lados es constructible con regla y compas si y solo si (;, es constructible con
regla y compas, lo que equivale a que cos %’T sea constructible. Por ejemplo, es facil construir con regla
y compds los poligonos regulares de tres, cuatro, cinco y seis lados. El de cuatro lados es el mas facil
pues (4 = ¢. También podemos utilizar que cos %TW = 0. Para construir el de tres lados observamos que

(3 = _1%‘/?3 0 que cos 27“ = —%. Para el de seis observamos que —(3 y —(2 son dos raices sextas
primitiva de la unidad de orden 6 con lo que una de ellas es (5. De hecho (s = —(? (Figura 7.8).
G=G G = —C3
= 1
G=¢ =
Figura 7.8:
Para construir el de 5 lados observamos que (5 no es ndmero real y que [Q(¢5) : Q] = 4. Sea

a = 2cos (%ﬂ) = (5+¢; . Utilizando que 14-C5+C2+C2+¢2 = 0 obtenemos que o = (2+2+(; 2 = 1—a,
con lo que « es raiz del polinomio X2 + X — 1 y por tanto

—1+5
(XZT.
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Luego tenemos la torre de extensiones de grado 2

Q C Q(a) € Q(¢s),

y aplicando el Teorema de Wantzel (Teorema 7.6) deducimos que (5 es constructible con regla y compds
y por tanto también lo es el poligono regular de cinco lados. Es un ejercicio educativo y divertido hacer
la construccién de este poligono siguiendo las indicaciones de la Proposicién 7.4.

Para caracterizar los poligonos regulares que son constructibles con regla y compéas necesitaremos la
siguiente proposicién cuya demostracién utiliza la Proposicién 5.15 de GyA que nos asegura que todo
grupo de orden potencia de un primo tiene centro no trivial.

Proposiciéon 7.11 Si G es un grupo cuyo orden es una potencia de un primo p, entonces existe una
sucesion de subgrupos de G
1=Go<Gi1 < <G, =G

tal que [G; : G;—1] = p para todo i.

Demostracién. Supongamos que |G| = p" y razonemos por induccién sobre n. No hay nada que
demostrar si n = 0, es decir, si G = 1, por lo que supongamos que n > 0 y la hipdtesis de induccién
para n menor. De la Proposicién 5.15 de GyA deducimos que Z(G) # 1. Sea a € Z(G) \ {1}. Entonces
(a) tiene un subgrupo G de orden p (;por qué?), y como G C Z(G), se tiene que G; IG. Por hipdtesis
de induccién G/G; tiene una cadena de subgrupos

1=G1 <G <+ <G, =G/Gy

tales que [G; : G;_1] = p. Por el Teorema de la Correspondencia, para cada i, se tiene que G; = G; /G,
para algun G; < G; < G. Entonces

1=Gy<G < <Gy=G

satisface la propiedad deseada pues [G; : G;_1] =[G : Gi—1] =p. O

Recordemos que ¢ : N — N denota la funcién de Euler, es decir ¢(n) es el cardinal de Z7, o sea el
nimero de enteros entre 1 y n que son coprimos con n. Recordemos también que si n = p{* ---pi* es
la factorizaciéon de un nimero natural n, es decir pi,...,pr son primos distintos y ey, e, son enteros
positivos, entonces

pr—1  pp—1
/)’I/ .« ..

n) = ~1)--- —)pert.per—l —
¢(n) = (p1 —1)-- (px — 1)p} Py o o

Teorema 7.12 (Gauss) Las siguientes condiciones son equivalentes para un un entero positivo n.
(1) El poligono regular de n lados es constructible con regla y compds.
(2) ¢ = €™/ es constructible con regla y compds.
(3) cos 27” es constructible con regla y compds.
(4) ¢(n) es una potencia de 2.

(5) n=2%p1py---pp para k > 0 y cada p; un primo tal que p; — 1 es una potencia de 2 3y todos los
pi son distintos dos a dos.
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Demostracién. Ya hemos visto al principio de la seccién que (1), (2) y (3) son equivalentes.

(2) implica (4) Si ¢, es constructible con regla y compés entonces [Q(¢,,) : Q] es una potencia de 2,
por el Criterio de Wantzel (Corolario 7.7). Aplicando el Corolario 4.8 deducimos que ¢(n) = [Q(¢,) : Q]
es una potencia de 2.

(4) implica (2) Supongamos que ¢(n) = [Q((,) : Q] es una potencia de 2. Como Q((,) es el cuerpo
de descomposicién de X™ — 1 sobre Q, la extensién Q({,)/Q es normal, y por tanto es de Galois (¢ por
qué?). Eso implica que |Gal(Q((,)/Q)| = [Q(¢n) : Q] es una potencia de 2. De la Proposicién 7.11
deducimos que existe una sucesién

1=Gop<Gi1 <-- <Gy = Gal(Q(Cn)/@)

de subgrupos de Gal(Q(¢,,)/Q) tales que [G; : G;—1] = 2, para todo 4. Aplicando el Teorema Funda-
mental de la Teoria de Galois deducimos que

Q:K():G;LCK1:G;L,1C"'CanlzGECKn:GE):Q(Cn)

es una torre de cuerpo con [K; : K;_1] = 2, para todo i. Aplicando el Teorema de Wantzel (Teorema 7.6)
deducimos que (,, es constructible con regla y compas.

Finalmente demostramos que (4) y (5) son equivalentes. En efecto, sea n = 2kp{* ... p%m con
2,p1,...,Pm primos distintos, £ > 0, y o; > 1. Entonces

o(n) = zméx{o,k—l}p?rl cep2m Ty — 1) (P — 1)
con lo que ¢(n) es una potencia de 2 si y solo si o; = 1, para todo i y p; — 1 es una potencia de 2. [J

En realidad se puede decir algo mas de un primo p tal que p — 1 sea potencia de 2. En concreto
p=2%+ 11y a ha de ser una potencia de 2. En efecto, en caso contrario a es divisible por un ntmero
impar ¢ > 1. Consideremos la igualdad

Xpl=(X+)XI'-XT2 4. .+ X2 - X +1)
en la que sustituimos X por 2%/7 para obtener
p=2°+1= (ga/q + 1)(2a(q71)/q —xoe=2)/q ... 4 x2a/a _ xa/q 4 1)

Como 1 < 29/941 < 2241, deducimos que p no es primo en contra de la hipétesis. Por tanto los primos
p; que aparecen en la condicién 5 del Teorema 7.12 son de la forma F,, = 22" + 1 para algin m > 0.
El nimero F,, se llama m-ésimo nimero de Fermat pues Fermat conjeturé que F, es primo para todo
m. Fermat habia comprobado que los primeros nimeros de Fermat

Fo=3, Fi =5 Fy,=17, F3=257, F,=65537,
son en efecto primos. Sin embargo, Euler mostré que el siguiente no lo es al mostrar que
F5 = 92" 4 1 = 4294967297 = 641 - 6700417.

De hecho todavia no se conoce ningiin nimero de Fermat que sea primo a anadir a los cinco primeros.

Problemas

7.1 Dado un tridngulo mostrar cémo construir con regla y compds el incentro (centro de una cir-
cunferencia inscrita), circuncentro (centro de una circunferencia circunscrita) y el baricentro (punto de
interseccién de las alturas).
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7.2 Explicar cémo construir con regla y compés los poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8 y 10 lados.

7.3 Demostrar, sin utilizar el Teorema 7.12, que si se pueden construir un poligono regular de n lados
y otro de m lados, entonces también se puede construir otro de mem(n, m) lados. jSe podria construir
otro de nm lados? Mostrar como construir con regla y compés un poligono regular de 15 lados.

7.4 ;Se puede trisecar con regla y compds el dngulo 27/57?
7.5 ;Se puede trisecar con regla y compds un segmento de longitud 77

7.6 Determinar el conjunto de puntos del plano constructibles con regla y compés a partir de los
puntos del eje de abscisas.

7.7 ;Son constructibles con regla y compas los angulos de 1 y 3 grados?

7.8 Vamos a explicar cémo trisecar con regla y compds un angulo dado « siguiendo los siguientes
pasos:

(1) Supongamos que el dngulo « es el formado por dos semirectas S; y Se que parten del punto O.
(2) Construimos una circunferencia centrada en O de radio r arbitrario.

(3) Sean A; y A, las intersecciones de esta circunferencia con las semirectas Sy y Sa y sea L; la recta
que pasa por Oy A; (es decir Ly es la prolongacién de Sy).

(4) Colocamos la regla de forma que pase por A, y la distancia entre los puntos B y C de corte de
la regla con la recta Ly y la circunferencia (diferente de Ay) estén a distancia r y dibujamos la
recta L que marca la regla. Es decir, la recta L pasa por As, By C.

Entonces el dngulo formado por L y L; es /3 pues (Figura 7.9)

a = 404, =7 — A,0B =0BAy +O0AB = OBC + 0A;,C = OBC + OCA,
OBC + 1 —OCB = OBC + BOC + OBC = 3-0BC

L,

Figura 7.9:

. Te imaginas qué pide el problema? ; Cuél es tu solucién?
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Figura 7.10:

7.9 Coge una regla y un compas, dibuja un segmento de longitud 1, construye un heptigono de lado
3/5 = 0,6, como el de la Figura 7.10 y explica que estd pasando aqui.

7.10 Demostrar que un angulo « se puede trisecar con regla con regla y compas si y solo si el polinomio
4X3 — 3X — cos(a) es reducible sobre Q(cos(a)).

7.11 Demostrar que un ntimero complejo o # 0 es constructible con regla y compdés si y solo si a4-a !
lo es.

7.12 Demostrar que si v es una raiz del polinomio 8 X3 +4X? —4X — 1, entonces « no es constructible
con regla y compaés.

7.13 Demostrar que las raices de un polinomio del tipo aX*+bX?2+c, con a, b, ¢ € Q son constructibles
con regla y compaés.

7.14 Sea p un polinomio de grado 3, cuyos coeficientes son nimeros complejos constructibles con regla
y compas. Demostrar que si una de las raices de p es constructible con regla y compas, entonces lo son
todas las raices de p.

7.15 Demostrar que las raices del polinomio X 4+ X + 1 no son constructibles con regla y compds.
(Indicacién: Calcular Ming(a@ + 83), donde « y 8 son dos raices no conjugadas del polinomio.)

7.16 Desde la antigiiedad se sabian construir con regla y compas poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8,
12, 15 y 16 lados y ya sabemos que esto es imposible para los poligonos de 7, 9, 10, 11, 13 y 14 grados
(;por qué?). El 30 de marzo de 1796, Gauss escribié su primer descubrimiento en un cuaderno que le
acompanaria el resto de su vida y en el que consignaria sus més importantes resultados matematicos. El
descubrimiento era un método para construir con regla y compéas un poligono heptadecagono regular, o
sea un poligono regular de 17 lados. Gauss contaba con 19 anos y debid ser uno de sus descubrimientos
favoritos pues por un lado fue el que le decidié a dedicarse a las mateméticas (hasta entonces dudaba
entre matemdticas o lengua) y por otro pidié que en su tumba se esculpiera un poligono regular de 17
lados. El deseo de Gauss no se cumplié por que el cantero que tenia que esculpir la ldpida argumento
que el resultado no se distinguiria de una circunferencia.

El problema consiste en construir un heptadecigono regular con regla y compas, para lo cual habra
que mezclar los siguientes pasos algebraicos con los métodos geométricos explicados en el capitulo.

(1) Calcular las 16 primeras potencias de 3 médulo 17, es decir completar la siguiente tabla:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
3 9 10 13

m‘O
3m |1
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(2) Sean 6 = 27/17, ( = (17 = €%. Observa que 3 es un generador de Z17 y por tanto Gal(Q(¢)/Q) =
(o), donde o(¢) = ¢3. Pongamos ¢; = ¢3'.

Utilizar la tabla anterior para construir los periodos de Gauss (ver Ejercicio 4.16 del Capitulo 4)

T1 = W2 =€+ €2+ -+ €14,
Ta Wi = €1 + €3+ + €15,

Y1 = Wo4q = €0 1+ €4 1+ €8 + €12,

Yo = Wig = €1+ €5+ €9+ €13,

Y3 = W4 = €2+ €6+ €10 T €14,

Y4 = W3zg = €3+ €7+ €11+ €15,

Demostrar:

1 = 2(cosf + cos 86 + cos 46 + cos 20),
x2 = 2(cos30 + cos 76 + cos 50 + cos 60),
1= = 2(cos@ + cos4d),
y2 = 2(cos86 + cos26),
ys = 2(cos30 + cosbb),
ys = 2(cosT6 + cos60).

(3) Demostrar que z1 y x2 son las rafces del polinomio X? + X — 4 y construir z; y x5 con regla y
compas. Observa que x1 > 0 > o

(4) Demostrar que y; e yo son las raices del polinomio X2 — 21X — 1 e y3 e y4 son las raices del
polinomio X2 — 2, X — 1 y construir ¥1,%2,%3 € y4 con regla y compés. Observa que y; > ys €
Y3 > Ya.

(5) Demostrar que z; = 2cosf y 2o = 2cos 46 son las raices del polinomio T? — y; T — y3 y construir
z1 'y 22 con regla y compas.

(6) Construir ¢ = cosf + isenf con regla y compés.

(7) Demostrar la siguiente igualdad

1 / / /
cos@—16<—1+\/17—|— 34—2\/17+\/68+12\/17—16 34+ 2V17 - 2(1 — V17) 34—2\/17).
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Capitulo 8

Extensiones ciclicas

8.1. Polinomio caracteristico, norma y traza
En esta seccién L/K va a ser una extensién finita y vamos a definir tres aplicaciones

kL — K[X]
N L - K
TL: L - K

de la siguiente forma: Para cada a € L consideramos la aplicacién

oL — L
T = ax

como un endomorfismo del espacios vectorial Lz . (Obsérvese que también podemos considerar pZ co-
mo endomorfismo de Lj, 6 como endomorfismo de Lg para cualquier subcuerpo de E, pero nosotros lo
consideramos como endomorfismo de Ly .) Entonces x% (a), N& () y TE (a) son respectivamente el po-
linomio caracteristico, la norma y la traza de este endomorfismo y se llaman respectivamente polinomio
caracteristico, norma y traza de « en la extension L/K. (Recuérdese que el polinomio caracteristico,
el determinante y la norma de un endomorfismo f del espacio vectorial de dimensién finita V' son res-
pectivamente el polinomio caracteristico, el determinante y la traza de A, donde A es cualquiera de
las matrices asociadas a f en una base de V', y que el resultado de este calculo no depende de la base
elegida.)

Obsérvese que la norma y la traza coinciden con dos de los coeficientes del polinomio caracteristico,
salvo en el signo. Mas concretamente

NE(a) = (=1 Término independiente de x% (a)

TL(a) = - Coeficiente de XFKI=1 en x& (a). (8.1)

La siguiente proposicién retine las propiedades principales del polinomio caracteristico, la norma y
la traza.

Proposicién 8.1 Sea L/K una extension de cuerpos finita y o € L.
(1) TL . L — K es una aplicacion K-lineal y T% (a) = [L : K]a, para todo a € K.

(2) NE(afB) = NE()NE(B) y TE(a) = alX%), para todo a € K.

81
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(3) Si o € E € Sub(L/K), entonces

Xk (@) = xR ()P Ni(a) = NE(@)FP gy Th(a) =[L: E] TR ().
(4) Sioi,...,0n son los K-homomorfismos de L en una clausura algebraica de K, entonces
n [LK],, n [LK]I
Xi (@) = (H(X - ffz'(oz))> ., Ni(a)= (H Ui(a)> y Tx(a)=[L:K]; th ).
i=1 i=1

En particular, si L/K es separable, entonces

n

Xk (@) = [I(X = ai(a)), N%(@)ZHW(O&) y Tx(a Zm

=1

(5) x%(a) = Ming ()l K@ En particular o es una raiz de x%(a) y a es un elemento primitivo de
L si y solo si x% = Ming ().

(6) Sio:L— L' es un K-isomorfismo de cuerpos, entonces
X () = xk (0(a)), Ni(a) =N[(o(a)) y Tk(a)=Tg (o(a).
(7) (Transitividad de la norma y la traza) Si E € Sub(L/K), entonces

Ni(a) =NE(NE(@) y  Tk(a) = TE(TE(a).

Demostracion. (1) y (2) son consecuencias inmediatas de las propiedades del determinante y la traza
de una matriz.

En las demostraciones de (3) y (4) basta comprobar las propiedades sobre el polinomio caracteristico
pues las propiedades sobre la norma y la traza son consecuencias inmediatas de las del polinomio
caracteristico y de la relacién (8.1).

(3) Si By = {b1,...,by} es una base de Fx y By = {c1,...,¢n} es una base de Lg, entonces
B = {bic; :i=1,...,n,j =1,...,m} es una base de L/K. Si A = (a;;) es la matriz asociada a
pE : E — E en la base B entonces

ab; = pa Z ;i ibs,

111

Por tanto

pL(bic;) = abic; = Z @i ibi €

7,11

con lo que la matriz asociada a pl en la base B tiene siguiente la forma en m x m bloques de matrices
cuadradas de tamano n,

A
A

|
|

A

donde la matriz A aparece m = [L : E] veces en la diagonal y se entiende que donde no se escribe nada
es por que hay ceros. Por tanto x% (o) = det(XI — A) = [[;~, det(XI — A) = xE(a)™.
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(4) Si aq,...,q, son las diferentes rafces de p = Ming () en una clausura algebraica K de K
entonces, por la Uniformidad de las Raices (Lema 5.6), se tiene que p = [[/_, (X — a;)E(®):Kl: Ademds
el ntimero de K-homomorfismos de K () en K es r = [K(«) : K]; y estos r homomorfismos 71, ..., 7,
vienen dados por 7;(a) = ;. Cada uno de estos 7; tiene s = [L : K ()]s extensiones a homomorfismos
pij: L — K, conloque {o1,...,0,}={pij:i=1,...,r,j=1,...,s} y cada o; aparece s veces en la
lista o1 (a),...,on (). Por tanto, aplicando (3) tenemos

Xf((oé) _ pLK(a) (H (X—a )[ (o )-K]»)[L:K(a)]

K(a):K)i[L:K (a)];[L:K
= (I_,(x ))[() [L:K (o)) [L:K ()]s

(
= ([Ty (X — ay)s)= "
(I (X az< ) A

(5) En vista del apartado (3), s6lo hay que demostrar que X K )( ) = Ming («). Pongamos p =
Ming(a) = po + p1X + -+ + pp1 X" 1 + X" Entonces 1,a,0a?,...,a,_1 es una base de K(a)x y la

. . K(a
matriz asociada a pa( ) es

—Po
1 —p1
A= 1 —P2

1 —Pn-1
Esta matriz se llama matriz de compania del polinomio p y vamos a ver que su polinomio caracteristico
es p por induccién sobre el grado. Esto es obvio para grados pequenos por lo que podemos suponer que
n > 1 y la hipdtesis de inducciéon. Entonces

X Po
—1 X P1
(@) = det(XI—A) = -1 X P2
-1 X""pnfl
X P1 1 X
- X -1 X p3 + (1) pg .
: 1
-1 X+p7L—1
X p1
-1 X P2
= X -1 X P3 +p0
-1 X‘f'pnfl

Obsérvese que el determinante que aparece multiplicada por X es el de la matriz de compania del
polinomio ¢ = p; + poX + -+ + pp_1 X" 2 + X"~ 1. Aplicando la hipétesis de induccién tenemos que

K(a
Xk =po+Xq=p

(6) Es consecuencia inmediata de (4).
(7) Sea K una clausura algebraica de K y sean
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T, ..., 7 E — K los K-homomorfismos definidos en E;
T1,...,7r : L = K extensiones de los anteriores a L.
01,...,05: L = K, los E-homomorfismos definidos en L.
Entonces los elementos de X = {70, :i=1,...,r,j=1,...,} son K-homomorfismos y de hecho es el

conjunto de los diferentes K-homomorfismos de L en K ya que si p : L — K es un K-homomorfismo,
entonces p|g = 74, para algin ¢, con lo que p?i_l es un F-homomorfismo y por tanto p?i_l = 0j, para
algin j. Entonces

L — = (VLK) T = Ll [E:K];
NK(a) HZ,] TZUJ (CY) Hl T; (H] O-_] (Oé) )

Esto muestra la transitividad de la norma y la transitividad de la traza se demuestra de forma similar.
O

8.2. Teorema 90 de Hilbert

En esta seccién veremos un teorema fundamental de Hilbert cuya demostracién depende del siguiente
lema.

Lema 8.2 (Artin) Si K y L son dos cuerpos, entonces el conjunto de los homomorfismos no nulos
K — L es linealmente independiente sobre L.

Demostracién. Sean o1,...,0, : K — L homomorfismos distintos (y diferentes de 0). Tenemos que
demostrar que la dimensiéon d de V' = Lo; + --- + Lo, coincide con n. Razonemos por reduccién al
absurdo, suponiendo que d < n y reordenemos los ¢; para que los d primeros formen una base de V.
Entonces 0 = o, es distinto de 0 y de o; parai=1,...,d y existen aq,...,aq € L tales que

o=a01+ -+ aq04.

Como o # 0, algun a; # 0 y reordenando los o1, ...,04, podemos suponer que a; # 0. Sea a € K tal
que o(a) # o1(«). Entonces para todo § € K tenemos

o(a)(a101(B) + -+ + aqoa(B)) = o(a)o(B)
=o(aB) = ay01(af) + - - - + agoa(af)
=ay01(a)o1(B) + -+ + agoa(a)oq(B)

y por tanto
[(o(@) = o1(a))aror + - -+ + (0(a) = oa(a))aqoq](B) = 0
para todo 8 € K, es decir
(0(a) — o1(a))aror + -+ + (o(a) — o4(a))aqoq =0

y como el primer coeficiente de la anterior combinacién lineal es diferente de 0, esto contradice la
independencia lineal de {1, ...,04} sobre L. O

Corolario 8.3 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension finita L/K :

(1) TE(a) # 0 para algin « € L.
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(2) Tk (a) =1 para algin o € L.
(3) L/K es separable.

Demostracién. (2) implica (1) es obvio.
(1) implica (2) Si TL («) # 0, entonces TL (%) =1

(3) siy solosi (1) Si elegimos una clausura algebraica L de L, y o1, ..., 0, son los K-homomorfismos
de L en L, entonces o1, ...,0, son linealmente independientes por el Lema 8.2 y T% = [L : K];(01 +
-+« + 0,), por la propiedad 4 de la Proposicién 8.1. Si pensamos [L : K]; como un elemento ¢t de K, y
recordando que si [L : K]; # 1, entonces [L : K]; es una potencia de la caracteristica de K, resulta que
L/K es separable si y solo si [L : K]; # 1, si y solo si t # 0 si y solo si T% 2 0 si y solo si existe o € L
tal que T% (o) # 0. O

Definicién 8.4 Una extension ciclica es una extension de Galois cuyo grupo de Galois es ciclico.

Ejemplos 8.5 (1) Toda extensién de Galois de grado primo es ciclica pues todo grupo de orden
primo es ciclico.

(2) Si p es un nimero primo y {, es una raiz compleja p-ésima primitiva de la unidad, entonces
Q(¢p)/Q es una extension de Galois y su grupo de Galois es isomorfo al grupo de unidades Z;, del
cuerpo Z,. Del Lema 4.2 se deduce que Q((,)/Q es ciclico. De hecho si K es cualquier cuerpo y ¢,
es una raiz p-ésima primitiva de la unidad en una extensién de K entonces K((,)/K es también
una extension ciclica pues su grupo de Galois es isomorfo a un subgrupo de Z;.

Supongamos que L/K es una extension ciclica de grado n con grupo de Galois G y sea o un generador

de G. Entonces para cada divisor d de n, G4 = (0?) es el tinico subgrupo de G de orden 5y, del Teorema

Principal de la Teorfa de Galois, Ly = L% = {x € L : 0%(x) = '} es el tinico elemento de Sub(L/K)
tal que [Ly: L] = d.

Teorema 8.6 (Teorema 90 de Hilbert) Sea L/K una extension ciclica finita con Gal(L/K) = (o)
y sea o € L. Entonces

(1) T (o) =0 si y solo si a = 3 — o(B) para algin B € L.
(2) NE(a) =1 siy solo si o = Bo(B)~! para algin B € L*.

Demostracién. Para simplificar la notacién pondremos N = N% y T' = TL.. La condicién suficiente
es obvia en ambos casos pues T(8) = T(o(8)) y N(B) = N(a(B)).

(1) Supongamos que T'(«) = 0 y consideremos un elemento 6 € L tal que T(#) = 1 cuya existencia
estd garantizada por el Corolario 8.3. Vamos a ver que, si n = [L : K], entonces

B=710(0) +720%(0) + - + 10" (0)
cumple la propiedad deseada (o sea o = 8 — o(8)) donde los 7; son la siguientes trazas parciales:
vi=a+to(@)+--+o 7 Ha)

Obsérvese que la traza total seria v, = T'(a) = 0 y la primera es 3 = a.. Teniendo en cuenta que, para

i=1,...,n—1, se tiene que o(v;0*(#)) = yig10" "1 () — a1 (#) deducimos que
B - U(ﬂ) = ’}/10(9) + 7202(9) 4+ 'Yn—lUn_l(H)
_720'2(9) — .= %—10"’1(0) _ ’YnU"(o)

+a(a?(0) + -+ 0™(h))
a(d(0) + -+ 0" 1(0) + o™(0)) = a T(6) = a.
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(2) Supongamos ahora que N(«a) = 1y consideremos ahora normas parciales
% = ao(a) -+ o' (a)

de forma que
Y=1Lvm=a...,7m=N(a)=1.

Por el Lema de Artin (Lema 8.2) el siguiente endomorfismo de Lk es diferente de 0
f=rl+mo+v+0>+ - +yp_10""
y por tanto existe § € K tal que
B=f(0) =0+m0(0) +720°(0) + - + 710" (6) # 0.
Como ao(7y;) = 7i+1 tenemos
ao(B) = 110(0) +720%(0) + - + Y107 (0) + 70" (0) = B

pues o™ =1. 01

8.3. Caracterizacion de las extensiones ciclicas

Proposicién 8.7 Sean n un entero positivo, K un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de
la unidad y a € K. Si L es el cuerpo de descomposicion de X™ — a sobre K, entonces L/K es una
extension ciclica.

Demostracion. Si a = 0 entonces L = K y no hay nada que demostrar. Por tanto supongamos que
a # 0. Como K tiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad, n no es multiplo de la caracteristica de
K y por tanto el polinomio X™ — a es separable, lo que implica que L/K es una extensién de Galois.
Sea o una raiz de X" — a. Entonces las raices de X" — a son a,(a,...,(" 'a, donde ( € K es una
rafz n-ésima primitiva de la unidad. Por tanto L = K(a) y o(a) = (", para un i, € Z,. Esto implica
que la aplicacién o — i, es un homomorfismo de grupos inyectivo de Gal(L/K) al grupo aditivo de Z,.
Como este tltimo es ciclico, también Gal(L/K) es ciclico. O

Teorema 8.8 Sean n un entero positivo y K un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de la
unidad. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension L/K de grado n.

(1) L/K es ciclica.

(2) Existe a € K tal que p = X™ — a es irreducible en K[X] y tiene una raiz en L.
(3) Existe a € L tal que L = K(a) y a™ € K.

(4) L es un cuerpo de descomposicion de X™ — a sobre K para algin a € K.

Demostracion. Fijemos una raiz n-ésima primitiva de la unidad ¢ € K.

(1) implica (2) Supongamos que L/K es ciclica y o es un generador de Gal(L/K). Como ¢ € K, se
tiene que N(¢) = (™ = 1 y del Teorema 90 de Hilbert se deduce que existe o € L tal que o(a) = Ca. Si
p = Ming («), entonces

a,0(a) = Ca,0?(a) = Ca,...,0" a) =" a
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son raices de p, y todas son distintas. Como gr(p) = [K(«) : K] < n, estas son las n raices de p y por
tanto
p=(X—-a)(X - (a)(X - Ca)- (X = (")

Aplicando la Férmula de Cardano-Vieta deducimos que el coeficiente de X% (i = 1,2,...,n) de p es
Pn—i = Cﬁl)niiéh(aacaac203"'7<n71a):::aiék(lvcaczv"'acnil)

donde S; es el i-ésimo polinomio simétrico elemental en n variables. Como 1, ¢, (2, ("1 son las raices de
X™—1, aplicando de nuevo la Férmula de Cardano-Vieta obtenemos que p,—; =0,sii #ny p, = —a”

)

con lo que p = X™ — ™. Por tanto, a = " € K, p = X" — a es irreducible en K[X] y tiene una raiz
en L.

(2) implica (3) Supongamos que p = X" — q es irreducible en K[X] y « es una rafz de p en L.
Entonces " =a€ Kyn=[L: K| > [K(a): K]=grp=n, conlo que L = K(a).

(3) implica (4) Si a = o™, entonces las rafces de X™ — a son «, a, (2a,...,("ta y por tanto L es
es cuerpo de descomposicién de X™ — a sobre K.

(4) implica (1) Es consecuencia de la Proposicién 8.7. O

Problemas
8.1 Demostrar que la traza de la extensién K (v X)/K = Fy(X) es idénticamente nula.

8.2 Sea ¢ = (, € C con p primo. Demostrar que si ag,as,...,a,—2 € Q, entonces

p—2 p—2
Tg“) (Z ai@) =(p—Dao - Zai-
=0 =1

8.3 Decir cuéles de las siguientes extensiones son ciclicas.
(1) L/K, donde L es el cuerpo de descomposicién de X? — 1 sobre K para un primo p.
(2) Una extensién de cuerpos finitos.

(3) Q(¢n)/Q, para cada uno de los nimeros n < 25.
(4) Q(v2,v3).

(5) Q(v2,V72)

(6)

6) El cuerpo de descomposicién de X3 — 2 sobre Q, F3 y Fs.

8.4 Sea L/K una extensién ciclica de cuerpos de caracteristica p # 0 y sea o un generador de L/K.
Demostrar que para todo elemento 3 € L tal que T%(8) = 0 existe a € L tal que o(a) —a = 8P — B.

8.5 Sea K un cuerpo de caracteristica p# 0y f = XP — X — a con a € K. Demostrar:
(1) Si v es una raiz de f, entonces o + 1 también es raiz de f.
(2) f es o irreducible o completamente indescomponible sobre K.

(3) Si f es irreducible sobre K y « es una raiz de f en una extensién de K, entonces K(«a)/K es una
extensién ciclica.
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(4) (Teorema de Artin-Schreier) Si L/K es una extension ciclica de grado p, entonces existen a € Ky
una raiz a de f = X? — X —a tal que L = K(«). En tal caso L/K es el cuerpo de descomposicién
de f sobre K.

8.6 Sea K un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad y L/K una extensién ciclica
de grado n. Demostrar que si L = K(81) = K(f2) con 8" € K, entonces existe un entero m, coprimo
con n tal que B287" € K.

8.7 Sea L/K una extensién ciclica de grado p de cuerpos de caracteristica p. Demostrar que si L =
K(B1) = K(B2) con B — B; € K , entonces existe un entero 0 < m < p tal que S — mp; € K.

8.8 Demostrar que si L/K es una extension ciclica de grado p™ con p primo y E//K es una subextensién
de grado p"~! de L/K entonces L = K(«) para todo o € L \ E.

8.9 Sea L/K una extension ciclica de grado p™ de cuerpos de caracteristica p, sea o un generador de
Gal(L/K) y sea E/K una subextensién de grado p de L/K. Demostrar que existena € Ey f € L\ E
tales que:

(1) pr—B=a

(2) L=K(B).

(3) o (B) =B+ 1.

(4) a? —a=o(a) — a, para a = o(f8) — B.

8.10 Sea L/K una extensién finita. Para cada «, 8 € L sea

(o, B) = TX (aB).

Para cada lista aq, ..., a, de elementos de L ponemos
(a1,01) (a1, a2) ... («a1,an)
Ab(ay, ... an) = Alay, ..., a,) = (a'zf.al) (a?j ?2) o (042',.('%”)
(an,a1) (ap,a2) ... (an,on)
Demostrar
(1) (=, —) es una forma bilineal simétrica del espacio vectorial Lk, es decir, satisface las siguientes
condiciones.

a) Para todo a € L, la aplicacién («, —) : L — K, dada por (o, —)(5) = (a, ), es K-lineal.
b) (o, 8) = (B,a) € K, para todo «, 8 € L.

(2) Si A(aq,...,an) # 0 entonces {aq,...,q,} es una base de L.

(3) Si{ai,...,an}y{B1,...,0n} son dos bases de L, entonces existe A € K* tal que A(ay,...,a,) =
N2A(By,- -, Bn).

(4) Sis=[L: K]sy {o1,...,05} son los K-homomorfismos de L en una clausura algebraica de K
entonces
o1(ar) o1(as) o1(an)
Alay a,) = [L: K| o2(a1)  oa(az) o2(an)
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(5) Sean p € K[X] un polinomio irreducible separable de grado n, a una rafz de p y L = K(«).

Demostrar que A(1, a,...,a" 1) = (=1 )( 2N L L(a).

(6) Las siguientes condiciones son equivalentes, donde ¢ : L — Hompg (L, K) es la aplicacién que
asocia « € L con la forma lineal («, 0).

a) (—,—) es no degenerada, es decir ¢ es inyectiva.
b) ¢ suprayectiva.
¢) ¢ biyectiva.
d) A(ay,...,a,) # 0, para alguna base {ai,...,a,} de Lg.
e) Alag,...,ap) # 0, para toda base {aq,...,a,} de Lk.
f) TE(a) # 0, para algiin « € L.

)

g) L/K es separable.

8.11 Sea L/K una extension finita. Una base normal de L/K es una base de L de la forma {o(«) :
o € Gal(L/K)}, para un « € L. En tal caso se dice que a genera una base normal de L/K.

(1) Demostrar que si L/K tiene una base normal, entonces es de Galois.

(2) Decir cuéles de los siguientes elementos generan bases normales de las extensiones que se indican.
a) va de K(y/a)/K paraa € K\ K2.
b) 1+ /a de K(y/a)/K paraa € K \ K.
¢) Gn para Q(Cn)/Q.

(3) Sea Gal(L/K) = {o1,...,0n} y a € L. Demostrar que « genera una base normal de L/K siy
solo si el determinante de la siguiente matriz es diferente de cero.

o toi(a) oitoa(a) ... oplton(a)

oytoi(a) oytoa(a) ... oy lon(a)
o o S

o tor(a) o tos(a) ... o ton(a)

(4) Demostrar que toda extensién de Galois tiene una base normal.

(5) Supongamos que « € L genera una base normal de L/K y sean G = Gal(L/K), H un subgrupo
de Gy F=L" ={z € L:o(zx)=ux, para todo 0 € H}. Recordemos que T (z) =Y . 0(2),
para cada x € L. Supongamos que o1,...,0,, es un conjunto de representantes de las clases
laterales por la derecha de H en G, es decir cada elemento de H\G contiene exactamente un o;.
Para cada i =1,...,m ponemos H; = oleai. Demostrar

a) TE(a) es un elemento primitivo de F sobre K.
b) {o1(try, (a)),...,om(tra,, ()} es una base de F'.

¢) Si H es normal en G, entonces try(«) genera una base normal de F/K.

8.12 Sea P € K|[X] irreducible de grado primo p # car(K) y « una raiz de P. Demostrar que si K («)
contiene una raiz de P diferente de «, entonces K(«) es el cuerpo de descomposicién de P sobre K y
Gal(K(a)/K) es ciclico.
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Capitulo 9

Grupos resolubles

9.1. El subgrupo derivado y la serie derivada
Definicién 9.1 Sea G un grupo. Si x,y € G, entonces el conjugado de x por y es
¥ =2 lyz

y el conmutador de x e y es

1 1

(x,y)=a a¥ = zly ey,

Se llama subgrupo derivado o subgrupo conmutador de G al subgrupo G’ de G generado por los con-
mutadores de los elementos de G. O sea

G ={(z,y): z,y € G).
Ejemplo 9.2 Si (a; as ... ag) es un k-ciclo en S,, y o € S, entonces
(a1 ag ... ap) = (0" a1) o Yag) ... o7 (ar)). (9.1
Si a,by ¢ son tres elementos distintos de {1,2,...,n} entonces
(a b}, (a ¢)) = (a b)(a )9 = (b c)ac) = (abo).

Eso implica que todos los tres ciclos de S, estdn en A,, y como A, estd generado por los 3-ciclos
tenemos que A,, C S . De hecho se verifica la igualdad pues si 0,7 € S,, entonces o7 tiene la misma
paridad que o y 071, lo que implica que (o,7) = 010" € A,.

El siguiente lema recopila las propiedades fundamentales de los conmutadores y el subgrupo derivado.
La demostracién es un sencillo ejercicio.

Lema 9.3 Dados un grupo G y elementos a,b € G, entonces
(1) (a,b) =1 siy solo si ab = ba.
(2) G es abeliano si y solo si G' = 1.
(3) (a,b)~! = (b,a).

(4) G' consiste en los productos finitos de conmutadores.

91
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(5) Si f: G — H es un homomorfismo de grupos entonces f((a,b)) = (f(a), f(b)).
(6) En particular, si N es normal en G, entonces (a,b)N = (aN,bN) en G/N.
(7) (a,b)* = (a®,b") para cada x € G.

Teorema 9.4 Dado un grupo G, su subgrupo derivado G’ es el menor subgrupo normal de G que da
un cociente abeliano; es decir, se verifican:

(1) G' es un subgrupo normal de G.
(2) El cociente G/G' es abeliano.

(3) Si N es un subgrupo normal de G tal que el cociente G/N es abeliano, entonces G' C N.

Demostracién. 1. Vemos que, si g € G’ y x € G, entonces g* € G'. En efecto, por el Lema 9.3, se
tiene g = (a1,b1) - - - (an, by) para ciertos elementos aq,...,an,b1,...,b, de G, y por tanto

g° = (alv bl)w T (anv bn)w = (azlva bglp) T (ai, bﬁ) ed.

2. Es una consecuencia inmediata de los apartados 2 y 6 del Lema 9.3.
3. Si N es como en el enunciado y a,b € G, entonces (a,b)N = (aN,bN) = N, luego (a,b) € N. Es
decir, N contiene a cada conmutador de Gy en consecuencia contiene a G'. [J

El Teorema 9.4 nos dice que, en cierto sentido, G’ convierte a G en un grupo abeliano perdiendo la
menor informacién posible (si entendemos que al hacer el cociente por un subgrupo normal N se pierde
la informacién sobre N, pues sus elementos representan al neutro en el cociente). En consecuencia,
cuanto més pequeno es G, més cerca estd G de ser abeliano. En la préxima seccién consideraremos una
manera mas precisa de medir lo lejos que estd G de ser abeliano. Concluimos ésta con un ejemplo.

Ejemplo 9.5 FEl subgrupo derivado del grupo diédrico D,,.

Si ponemos D,, = {1,a,a?,...,a" b,ab,...,a" b}, entonces A = (a) es un subgrupo de fndice 2 de
D,,, con lo que A es normal en D,, y D,,/A es abeliano. Por tanto D!, C A. Adem4s (b,a) = (a,b)~! =
(a=ta®)~! = a?, con lo que B = (a?) C D!, C A. Si n es impar, entonces B = A, con lo que en tal caso
D! = A. En caso contrario, es decir si n es par, entonces B = (a?) es un subgrupo normal de orden
n/2 (¢por qué?) y por tanto D, /B es también abeliano (;por qué?). Por tanto, si n es par entonces

D!, C B. En resumen
;f {a) si2tn
Dy, = { (a?) si2n

9.2. Grupos resolubles

Recordemos que N < G (6 G > N) significa que N es un subgrupo normal de GG, mientras que
N <G (6 G > N) significa que N es un subgrupo normal propio de G.

Definicién 9.6 Sea G un grupo. Se define por recurrencia el t-ésimo derivado del grupo G, denotado
G® (donde t € ZF) del modo siguiente:

» G =&, el derivado de G.

» GUHD = (GWY | el derivado de G®).
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La cadena de subgrupos
G>G' >G> ...

se conoce como la serie derivada de G, y se dice que G es resoluble si su serie derivada alcanza al grupo

trivial; es decir, si existe t > 1 tal que G®) = 1.

Es evidente que todo grupo abeliano G es resoluble pues G’ = 1. Un ejemplo de grupo resoluble
no abeliano es el grupo diédrico D,,, con n > 3, pues D!, es abeliano como vimos en el Ejemplo 9.5
y por tanto D]/ = 1. En los siguientes ejemplos veremos otros grupos resolubles, y también otros que
no lo son. Usaremos el hecho obvio de que, en cuanto un término se repite en la serie derivada, ésta se
estabiliza en ese término; es decir, si G = G+ entonces G = GUHF) para cualquier k > 1.

Ejemplos 9.7 Resolubilidad de los grupos simétricos

(1) Por el Ejemplo 9.2, tenemos que S/, = A,,. Cuando n < 3 tenemos A,, es abeliano. Por tanto, si
n < 3 entonces S/ =1, con lo que S,, es resoluble.

(2) A4 tiene orden 12 y aplicando (9.1) es facil ver que el siguiente es un subgrupo normal de Ay:
V= {1, 129G 4, 131, 149 3)).

Como A4 no es abeliano y A4/V si lo es (tiene orden 3), del Teorema 9.4 se deduce que V = A} =

Sf). Como V' es abeliano, deducimos que 54(13) = 1. En consecuencia, Sy es resoluble con serie
derivada Sy > Ay > V > 1.

(3) Sin > 5, por el Teorema de Abel (Teorema 6.24 de GyA) A, es simple, es decir no tiene ningin
subgrupo normal propio no trivial. Por tanto A/, =1 6 A/, = A,,. Pero como A,, no es abeliano,
necesariamente A/ = A,,. Es decir, la serie derivada de S, se estabiliza en A,, y nunca alcanza al
grupo trivial. En consecuencia, ni S,, ni A,, son resolubles cuando n > 5.

Vamos a estudiar las propiedades basicas de los grupos resolubles, y comenzamos con un lema.

Lema 9.8 Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. Entonces:

(1) fF(G®)YC H® para cada t > 1.

(2) Si f es suprayectiva entonces f(G) = H® para cada t > 1.
Demostracién. 1. Razonamos por induccién en t. Como f((a,b)) = (f(a), f(b)) para cualesquiera
a,b € G, se tiene f(G') C H'. El caso general lo vemos por induccién en ¢, con el caso ¢ = 1 resuelto por
lo anterior. Si el resultado vale para cierto entero positivo ¢ entonces f se restringe a un homomorfismo
f:GY — H® v aplicando a éste el caso t = 1 deducimos que f(G*TY) = f((GM)) C (HDY =
H®*1 1o que completa la demostracion.

2. Supongamos ahora que f es suprayectiva, y sea (u, v) un conmutador en H. Tomando a,b € G con

fla) =uy f(b) =wv se tiene f((a,b)) = (u,v), lo que prueba que (u,v) € f(G’); es decir, H C f(G"),
y el apartado anterior nos da la igualdad. El caso general se demuestra por induccién como antes. [

Proposicién 9.9 Sea G un grupo con un subgrupo H y un subgrupo normal N. Se verifican:
(1) Si G es resoluble entonces H es resoluble (los subgrupos de resolubles son resolubles).
(2) Si G es resoluble entonces G/N es resoluble (los cocientes de resolubles son resolubles).

(8) Si N y G/N son resolubles entonces G es resoluble.
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Demostracion. 1. Aplicando el Lema 9.8 a la inclusién H < G, tenemos H® cGg® para cada t > 1.
Si G es resoluble entonces existe un ¢ tal que G® =1y por tanto H® = 1, por lo que H es resoluble.

2. El Lema 9.8 aplicado a la proyeccién canénica p : G — G/N nos dice que p(G®)) = (G/N)®
para cada t > 1. Si G es resoluble entonces existe un t tal que G(*) es trivial, y por tanto (G/N)®) =
p(GW) = p(1) = 1 también es trivial, por lo que G/N es resoluble.

3. Supongamos que N y G'//N son resolubles. Como G /N es resoluble, existe ¢ > 1 tal que (G/N)®) =
1. Aplicando como antes el Lema 9.8 deducimos que p(G*) es trivial, lo que significa que G*) C Ker p =
N. Como N es resoluble, por el apartado 1, G() es resoluble; es decir, existe s > 1 tal que (G(t))(s) =1.
Como es claro que (G")) = G(+9) | deducimos que G es resoluble. [J

Esto nos permite encontrar otros ejemplos de grupos resolubles:
Proposiciéon 9.10 Todo p-grupo finito G es resoluble.

Demostracién. Razonamos por induccién sobre el orden de G. No hay nada que demostrar si |G| = 1,
con lo que supongamos que G no es trivial y la hipdtesis de induccién. De la Proposicién 5.15 de GyA,
se deduce que Z(G) # 1 y de la hipétesis de induccién que G/Z(G) es resoluble. Como Z(G) también
es resoluble, del tercer apartado de la Proposicién 9.9 deducimos que G es resoluble. [

La serie derivada de un grupo resoluble sugiere la siguiente definicion més general:

Definicién 9.11 Sea G un grupo arbitrario. Una serie subnormal de G es una cadena de subgrupos de
G de la forma
G=G GGG, 126G, =1

(es decir, es una cadena finita que empieza en G y termina en 1 (o viceversa) y en la que cada subgrupo
es normal en el anterior). Los grupos G; se llaman términos de la serie, el nimero n es la longitud de
la serie, y cada grupo cociente G;_1/G; (parai=0,1,...,n) se llama un factor de la serie.

Obsérvese que la longitud n mide el nimero de factores, y no el de términos (que esn+ 1).

Si cada G; es normal en G entonces se dice que se trata de una serie normal.

Una serie abeliana es una serie subnormal cuyos factores son abelianos y una serie ciclica es una
serie subnormal con factores ciclicos.

Obsérvese que la serie derivada es una serie normal abeliana (tal vez infinita). Por definicién un
grupo es resoluble si su serie derivada es una serie subnormal de G, que resulta ser abeliana. De hecho
esta propiedad caracteriza los grupos resolubles.

Teorema 9.12 Un grupo G es resoluble si y solo si admite una serie subnormal abeliana.

Demostracién. Si G es resoluble entonces su serie derivada es una serie normal con factores abelianos,
lo que nos da el “sélo si”. Reciprocamente, supongamos que G tiene una serie subnormal como la de
la Definicién 9.11 con todos los factores abelianos, y veamos que G es resoluble por induccién en la
longitud n de la serie. Si n = 1 entonces G es el tnico factor de la serie, por lo que es abeliano y en
consecuencia resoluble. En el caso general, la hipétesis de induccion aplicada a G nos dice que éste es
resoluble (tiene una serie de longitud n — 1 con factores abelianos), y como G/G; también es resoluble
(de hecho es abeliano, por ser un factor de la serie inicial), la Proposicién 9.9 nos dice que G es resoluble,
como querfamos ver. []

Teorema 9.13 Las siguientes condiciones son equivalentes para un grupo finito G.

(1) G es resoluble.
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(2) G admite una serie abeliana.
(8) G admite una ciclica.

(4) G admite una serie normal con todos sus factores de orden primo.

Demostracion. Ya sabemos que 1 y 2 son equivalentes. 3 implica 2 es evidente y 4 implica 3 es
consecuencia de que todo grupo de orden primo es ciclico. Sélo falta demostrar 1 implica 4.

Supongamos pues que G es resoluble y razonamos por induccién sobre el orden de G, con el caso
en que este orden es 1 trivial. Supongamos pues que G # 1 y la hipétesis de induccién. Distinguiremos
dos casos.

Supongamos primero que G es simple. Eso implica que G’ = 1 y por tanto G = 1 o G es abeliano
simple lo que implica que G tiene orden primo.

En caso contrario G tiene un subgrupo normal propio no trivial N. De la Proposicién 9.9 deducimos
que N y G/N son resolubles y por tanto admiten series normales con factores de orden primo:

N=NgBNBNy>---B>N, =1

G/N = Go/N> G /N> Go/NB - > Gy /N = 1.

Entonces
G=G G IBGB---G,=N=NgB>NB>Ny>--- BN, =1

es una serie normal con factores de orden primo. [J

Problemas

9.1 Obtener una expresién para los conmutadores (a,bc) y (ab,c) en términos de los conmutadores
(a,b),(a,c) y (b,c), donde a,b y ¢ son elementos de un grupo

9.2 Recuérdese que un subgroup H de un grupo G se dice que es caracteristico si «(H) = H para todo
automorfismo de G. Demostrar que el subgrupo derivado de un grupo G es un subgrupo caracteristico
de G. Deducir que todos los términos de la serie derivada de G son caracteristicos, y por tanto normales,
en G.

9.3 Probar que si G es resoluble y no trivial entonces G’ # G.
9.4 Probar que si G es simple y resoluble entonces G es ciclico de orden
primo.
9.5 Formar todas las series con factores de orden primo para un grupo ciclico de orden 20.

9.6 Probar que, si H y K son dos subgrupos normales de G, entonces (H, K) = ((h,k): h € H, k € K)
es un subgrupo normal de G que esta contenido en H N K.

9.7 Dados un grupo finito G y un entero positivo primo p, demostrar la equivalencia de las siguientes
condiciones:

(1) El orden de G es una potencia de p.

(2) El orden de cada elemento de G es una potencia de p.
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9.8 Sea n > 5 un entero. Encontrar o, 7 € A, tales que (0,7) = (1,2,3), y usar esto para demostrar
que A, no es resoluble sin utilizar el Teorema de Abel.

9.9 Demostrar que G X H es resoluble precisamente si G y H lo son.

9.10 Demostrar que para cada n € N existe un grupo resoluble G tal que G # {1}. Utilizar esto
para mostrar que el producto directo infinito de grupos resolubles puede no ser resoluble. (Indicacién:
En la primera parte, usar el isomorfismo Sz ~ Aut(S3)).

9.11 Probar que si un grupo G es resoluble y G/Z(G) es simple entonces G es abeliano.

9.12 Probar que si G es un grupo no abeliano de orden p® (con p primo), entonces G’ = Z(G) y
G/G ~ C, x C,.

9.13 Demostrar que un grupo finito abeliano tiene una unica serie con factores de orden primo si y
solo si es un p-grupo ciclico, para algin primo p. ;Es cierto esto si el grupo no es abeliano?

9.14 Sean H y K dos subgrupos normales de un grupo G. Demostrar que si G/H y G /K son resolubles,
entonces G/H N K es resoluble.

9.15 Demostrar que si G es un grupo cuyo orden es una potencia de un primo, entonces G es resoluble.

9.16 Sea G un grupo. Para cada n € N definimos el n-ésimo centro Z,(G) de G por recurrencia de
la siguiente forma: Zo(G) = {1}. Supongamos que hemos definido Z,(G) que resulta ser un subgrupo
normal de G. Entonces Z,41(G) es el unico subgrupo (normal) de G que verifica

Zn11(G)/2n(G) = Z(G/Zn(@)).
En particular, Z1(G) es el centro de G. La cadena de subgrupos
{1} = Z0(G) < Z1(G) 4 Z5(G) < -+

se conoce como la serie central (ascendente) de G. Se dice que G es nilpotente si Z,(G) = G para algin
n; es decir, si la serie central alcanza al grupo G en algin paso. Demostrar:

) Todo grupo abeliano es nilpotente.
) Zn(G) ={z € G: (z,y) € Z,—1(G) para todo y € G}.
3) Todo p-grupo finito (p primo) es nilpotente.
) Un grupo G es nilpotente precisamente si tiene una serie normal
{1}=Gy< G < <Gp1 <G, =G
tal que G;/G;—1 C Z(G/G,—;) para todo i = 1,2,...,n.
Todo grupo nilpotente es resoluble.
Dar un ejemplo de un grupo resoluble que no sea nilpotente.
Si G es nilpotente y H es un subgrupo de G, entonces H es nilpotente.

Si G es nilpotente y N es un subgrupo normal de G, entonces G/N es nilpotente.
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(9) Dar un ejemplo de un grupo G con un subgrupo normal N tales que N y G/N sean nilpotentes
y G no lo sea.

(10) Demostrar que si G y H son dos grupos nilpotentes, entonces G X H es un grupo nilpotente.

9.17 Sea n un entero positivo. En lugar de la habitual interpretacion del grupo simétrico S, como
el grupo de las permutaciones de {1,2,...,n} lo vamos a ver como el grupo de las permutaciones del
anillo Z,, = {0,1,...,n — 1} de restos médulo n.

(1) Demostrar que A,, = Z; X Z,, es un grupo con el siguiente producto.
(a1,b1)(az,b2) = (araz,aiby + by).

(2) Demostrar que si n = p es primo y (a,b) € A, tiene orden p, entonces a = 1.
(3) Demostrar que para cada (a,b) € A, la aplicacién o4 : Z,, — Z,, dada por
Oap(z) =azx +b
es un elemento de S,,. (Las operaciones suma y producto son las operaciones en el anillo Z,.

(4) Demostrar que si o € S, y b € Z,, verifican 01,10 = 0013, entonces o(z) + 1 = o(x + b). Utilizar
esto para demostrar que si n = p es primo, entonces b € Z; y 0 = 0p-1 5(0)-

(5) Mostrar que la aplicacién (a,b) — 0,4, es un homomorfismo inyectivo A, — S,,.

(6) Consideramos el grupo GL2(Z,,) de matrices invertibles cuadradas de tamano 2 con entradas en

L, es decir:

GLQ(Zn)—{< “ Z > ca,b,e,d € o, ad — be # 0}

(a,b)—><g I{)

es un homomorfismo inyectivo de A,, en GLo(Z,,).

Demostrar que la aplicacion

En el resto del ejercicio vamos a identificar A, con las imdgenes de los dos homomorfismos
inyectivos A, — S, v A, — GL3(Z,). Este grupo (visto de cualquiera de las tres formas) lo
llamamos n-ésimo grupo afin. Un subgrupo de S, se dice que es un grupo afin si es conjugado
en S, de un subgrupo de A, es decir, un subgrupo afin de S,, es un grupo de la forma ¢~ ' Ho,
donde o € S, y H es un subgrupo de A,.

(7) Demostrar que si o es un n-ciclo, entonces (o) es un subgrupo afin de S,.

(8) Demostrar que todo grupo afin es resoluble.

9.18 Sea G un subgrupo de S, que seguimos viendo como el grupo de las biyecciones de Z, y lo
consideramos actuando en N,, de la forma habitual o-n = o(n). Las drbitas de esta accién las llamamos
G-6rbitas y forman una particion de Z,,.

Decimos que G es transitivo si para todo z,y € Z,, existe o € G tal que o(x) = y.
Demostrar:

(1) G es transitivo si y solo si hay una tnica G-6rbita.

(2) Si G es transitivo, entonces n es un divisor de |G|.
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(3) Si G es transitivo y N es un subgrupo normal de G, entonces cada N-6rbita tiene un cardinal
divisor de n.

(4) Supongamos que p es primo y
G=Gy>G1>G>...G, =1

es una serie normal con factores primos para todo i = 1,2, ...,n. Demostrar que si G es transitivo,
entonces Gy, ..., Gy,—1 son transitivos y G,,_1 tiene orden p. (Indicacién: Razonar por induccién
sobre i, para demostrar que G; es transitivo, si ¢ < n.)

(5) Demostrar que si p es primo y G es un subgrupo transitivo de Sy, entonces G es resoluble si y
solo si G es afin.



Capitulo 10

Extensiones radicales

En este capitulo sentamos las bases para poder resolver el problema que nos planteamos desde
el principio o sea jes posible obtener una expresion de las raices de un polinomio en términos de
los coeficientes utilizando solamente las cuatro operaciones aritméticas elementales, suma, producto,
division y resta, ademds de la extraccién de raices n-ésimas? Si llamamos K a un cuerpo que contenga
los coeficientes del polinomio las raices buscadas estarian en un cuerpo L de forma que se podria pasar
desde K hasta L en un ntumero finito de pasos de forma que en cada paso pasamos de un cuerpo mas
pequenio E a otro de la forma F(a) con o™ € E para algin entero positivo n. Esto es la base del
siguiente tipo de extensiones que vamos a estudiar.

10.1. Extensiones radicales

Comenzamos recordando la definicién de torre radical y polinomio resoluble.
Definicién 10.1 Una torre radical es una torre de cuerpos
EcCELC---CE,

tal que para cada i =1,...,n, existenn; >0 y o; € E; tal que E; = E;_1(o;) y o™ € E;_1.
Una extension de cuerpos L/ K se dice que es radical si existe una torre radical

K=Fy,CE C---CE, =L. (10.1)

Una ecuacion polindmica P(X) =0, con P € K[X], se dice que es resoluble por radicales sobre K
si existe una extension radical L/ K tal que P es completamente factorizable en L. En tal caso también
se dice que el polinomio P es resoluble por radicales sobre K.

Veamos algunas propiedades elementales de las extensiones radicales.
Lema 10.2 Sea L/K una extension de cuerpos y sean E, F € Sub(L/K).
(1) Si E/K y L/E son radicales entonces L/ K es radical.

(2) Si E/K es radical, entonces EF/F es radical, es decir, la clase de extensiones radicales es cerrada
para levantamientos.

(8) Si L/K es radical, entonces L/E es radical.
(4) St E/K y F/K son radicales, entonces EF/K es radical.

99
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(5) Si L/K es radical y N es la clausura normal de L sobre K, entonces N/K es radical.

Demostracion. (1) es obvio.
(2) Si L/K admite una torre radical como en (10.1) entonces

F=FEFCEFC.---CE,F=EF

es una torre radical, pues si E; = F;_1(a;) y ;' € E;_1, entonces E;F = E;_1F (o).

(3) es consecuencia de (2), pues L = LE.

(4) es consecuencia de (1) y (2).

(5) Supongamos que L/K es radical con torre radical como en (10.1). Para cada ¢ = 1,...,n sean
Bits - -, Pik, las raices de Min(cy, K') en una clausura algebraica de L. Entonces N = K(f5;; : 1 <i <
n,1 < j < k;) es una clausura normal de L/K. Entonces E;_1(0;;) es E;_1-isomorfo a E,_1(a;) = E;
y Bif = ;" € E;j—1 para todo j y por tanto la torre

K =Fy C Fi1 = Fy(B11) € Fia = F11(B12) € ... Fip, = Fie,—1)(Bir,) €
Fy1 = Fij,(f21) €+ € Fyp,, = N

es una torre radical. Luego N/K es una extensién radical. OJ

10.2. Caracterizacion de extensiones radicales

Lema 10.3 Si L = K(a) con « separable sobre K y o € K, entonces existe un entero positivo s tal
que a® € K y s no es maltiplo de car(K).

Demostracién. Si car(K) = 0 no hay nada que demostrar, con lo que podemos suponer que car(K) =
p # 0. Pongamos r = p's, con p{sy 8 = a®. Entonces a = o = ﬂpt, es decir 3 es raiz del polinomio
f = X?" —a. De hecho J es la tinica raiz de f pues f = X?' —P" = (X—)". Si g = Min(8, K), entonces
g divide a f, con lo que g sélo tiene una raiz. Sin embargo, como « es separable sobre K, K(«)/K es
separable (Corolario 5.14), con lo que 3 es separable sobre K y por tanto [K(3) : K| = [K(8) : K] =1,
esdecir®* =€ K. O

Teorema 10.4 Si L/K es una extension radical, entonces Gal(E/K) es resoluble para todo E €
Sub(L/K).

Demostracién. Supongamos que L/K es una extensién radical y sea E € Sub(L/K). Vamos a consi-
derar varios casos cada vez maés generales y utilizaremos repetidamente las propiedades de los grupos
resolubles que vimos en la Proposicion 9.9.
Caso 1. E=L y L/K es de Galois.
Sea
K=FECFE,C---CFE, =1L

una torre radical con E,, C L y pongamos E; = F;_1(«;) con a® € E;_;. Por el Lema 10.3, podemos
suponer que s; no es multiplo de la caracteristica de K. Entonces n = s1---s, no es multiplo de la
caracteristica de K y por tanto existe una raiz n-ésima primitiva de la unidad & en una extensién de L.
Entonces L(§)/K (&) es una extensién radical de Galois (Lema 10.2) y de hecho

K=K =Ey=E(§) CEi=E1(§) C--CE.=E.() =L =L
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es una torre radical. Como L/K es de Galois, del Problema 4.11 del Capitulo 4 y el Corolario 5.13
deducimos que L/K es de Galois. Por otro lado, E; es el cuerpo de descomposicién de X — o sobre
E;_1 y de la Proposicién 8.7 deducimos que F;/E;_1 es una extensién ciclica para todo i. Por tanto la
dltima torre de cuerpos da lugar, por el Teorema Principal de la Teoria de Galois, a una sucesién de

subgrupos de Gal(L/K):

Gal(L/K) = Gal(L/E,) > Gal(L/Ey) > --- > Gal(L/E,) = 1.
Como E;/E;_1, es de Galois Gal(L/E;) < Gal(L/E;_1). Adem4s
Gal(L/E;_1)/Gal(L/E;) ~ Gal(E;/E;_)

es ciclico. Esto demuestra que Gal(L/K) es resoluble. Como Gal(L/K)/Gal(L/K) ~ Gal(K/K) y
K/K = K(§)/K es de Galois, con grupo de Galois abeliano, deducimos que Gal(L/K) es resoluble.
Por otro lado L/K es de Galois, por hipétesis, y por tanto Gal(L/L) < Gal(L/K) y Gal(L/K) ~
Gal(L/K)/Gal(L/L), que es resoluble por serlo Gal(L/K).

Caso 2. E = L.

Sea FF={x € L:o(x) ==z, para todo o € Gal(L/K)}. Entonces L/F es de Galois y radical, por el
Lema 10.2. Por el Caso 1, Gal(L/K) = Gal(L/F) es resoluble.

Caso 8. E/K es de Galois.

Sea N la clausura normal de L sobre K. Del Lema 10.2 deducimos que N/K es radical, con lo que
del Caso 2, deducimos que Gal(IN/K) es resoluble. Por otro lado, como E/K es normal, para todo
o € Gal(N/K) se verifica que la restriccién o|g de o a E es un elemento de Gal(E/K) (Teorema 3.11)
y la aplicacion

¢: Gal(N/K) — Gal(E/K)
o — ol

es un homomorfismo de grupos. Ademds, como N/K es normal, todo elemento de Gal(E/K) extiende
a un elemento de Gal(N/K), o lo que es lo mismo ¢ es suprayectiva. Esto muestra que Gal(E/K) es
isomorfo a un cociente de Gal(N/K) y como este iltimo es resoluble, aquel también es resoluble.

Caso General. De forma similar a como lo hicimos en el Caso 2, ponemos F = {z € FE : o(x) =
x, para todo o € Gal(E/K)}. Entonces E/F es de Galois y L/F es radical. Por el Caso 3 deducimos
que Gal(E/K) = Gal(E/F) es resoluble. O

El siguiente teorema es una especie de reciproco del Teorema 10.4.

Teorema 10.5 Si L/K es una extension finita de Galois con grupo de Galois resoluble y [L : K] no es
maltiplo de la caracteristica de K, entonces existe una extension R de L tal que R/K es radical.

Demostracién. Vamos a razonar por induccién sobre n = [L : K], con el caso n = 1 trivial. Suponga-
mos pues que L/K satisface las hipStesis del teorema con n = [L : K] > 1 y la hip6tesis de induccién.
Pongamos G = Gal(L/K). Como G es resoluble, del Teorema 9.13 se deduce que G tiene un subgrupo
normal N de indice primo p. Como n no es multiplo de la caracteristica de K, p es diferente de esta
caracteristica, y por tanto una extension de L contiene una raiz p-ésima primitiva de la unidad £. Como
L/K es de Galois, también lo es L(£)/K(§) (jpor qué?). Ademds, la restriccién o — o|r induce un
homomorfismo de grupos
®:G = Gal(L(§)/K(¢)) —» G = Gal(L/K)

que es inyectivo, pues si 0,7 € G satisface |, = 7|1, entonces o(£) = 7(£) y por tanto o = 7.

Si ® no fuera suprayectiva tendriamos [L(£) : K(§)] = |G| < |G| = [L : K] y, por la hipétesis
de induccién deducimos que L(§)/K (&) es radical. Como K (£)/K también es radical, deducimos que
L(§)/K es radical y en este caso ya hemos acabado.



102 CAPITULO 10. EXTENSIONES RADICALES

En caso contrario, ® es un isomorfismo de grupos, con lo que N = ®~1(N) es un subgrupo normal
de fndice p de G. Por tanto F = L(¢)N = {x € L(§) : o(z) = =, para todo ¢ € N} es un subcuerpo de
L(¢) tal que Gal(L(£)/F) = N. Por tanto L(£)/F es de Galois y Gal(L(¢)/F) = N es resoluble y tiene
orden n/p. Por hipdtesis de induccién L(€) tiene una extensién R tal que R/F es radical. Por otro lado,
como N es normal en G, F/K(£) es de Galois y como su grupo de Galois tiene orden primo, F/K(€)
es una extensién ciclica, de donde se deduce que F = K (£)(«) para algin « € F tal que a? € K(£)
(Teorema 8.8). Por tanto F//K () es radical. Como K (§)/K también es radical, deducimos que R/K es
radical. O

10.3. El Teorema de Galois

Esta seccién culmina los resultados principales de Evariste Galois que caracterizan las ecuaciones
resolubles por radicales. Aunque se pueden obtener resultados algo méas generales sin suponer que la
caracteristica del cuerpo es 0, nos vamos a restringir a est caso que simplificara algunos argumentos e
hipétesis.

Definicién 10.6 Si P € K[X], entonces se llama grupo de Galois de P sobre K al grupo de Galois de
L/K, donde L es un cuerpo de descomposicion de P sobre K.

Obsérvese que el grupo de Galois de P sobre K, en principio depende del cuerpo de des-composicion
de P elegido, sin embargo, como todos los cuerpos de descomposiciéon de P sobre K son K-isomorfos
(Proposicién 3.9), el grupo de Galois de P sobre K, estd bien definido salvo isomorfismos y lo denota-
remos por Galg (P).

Teorema 10.7 (Galois) Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y P € K|[X]|. Entonces P es resoluble
por radicales sobre K si y solo si Galg (P) es resoluble.

Demostracion. Supongamos que P es resoluble por radicales sobre K. Entonces P es completamente
factorizable en una extensién radical L de K. Por tanto, L contiene un cuerpo de descomposicién E de
Py Galg(P) = Gal(E/K) es resoluble por el Teorema 10.4.

Reciprocamente, supongamos que Galg (P) es resoluble y sea E un cuerpo de descomposicién de P
sobre K. Entonces Gal(E/K) = Gali (P) es resoluble y, del Teorema 10.5, se deduce que E tiene una
extensién R tal que R/K es radical. Entonces P factoriza completamente en R, lo que muestra que P
es resoluble por radicales. [J

Problemas
Salvo que se diga lo contrario, todos los cuerpos tienen caracteristica 0.

10.1 Demostrar el Teorema 10.7 cambiando la hipétesis de que K tenga caracteristica 0 por la de que
la caracteristica de K no divide a n!

10.2 Sea L/K una extensién de Galois finita tal que para cada dos subcuerpos intermedios E, F €
Sub(L/K) se verifica que E C F' 6 FF C E. Demostrar que L estd contenido en una extension radical
de K.

10.3 Demostrar que si L/K es una extensiéon de Galois finita cuyo grado es potencia de un primo,
entonces L estd contenido en una extensién radical de K.
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10.4 Sea P € Q[X] irreducible de grado 3 y L el cuerpo de descomposicién de P sobre Q.

1) Demostrar que Gal(L/K) es ciclico de orden 3 o isomorfo a Ss.

2) Demostrar que L estd contenido en una extension radical R de K.

(1)
(2)
(3) Demostrar que si R C R, entonces R/K no es normal.
(4) Demostrar que si L C R, entonces L/K no es radical.
()

5) Dar un ejemplo de una extensién L/K que no sea radical pero que esté contenida en una extensién
radical de K.



104 CAPITULO 10. EXTENSIONES RADICALES



Capitulo 11

Resolubilidad de ecuaciones por
radicales

El Teorema 10.7 resuelve de forma tedrica el problema planteado inicialmente sobre la resolubilidad
por radicales de las ecuaciones polinémicas pero en la practica no proporciona las soluciones en los
casos en los que sea posible ni una forma efectiva de decidir sobre la resolubilidad. Eso es lo que vamos
a ver en este capitulo en el que para simplificar argumentos vamos a suponer que la caracteristica
de todos los cuerpos es 0. De esta forma garantizamos que todas las extensiones son separables. En
realidad podriamos no utilizar esta hipdtesis, pero eso nos obligaria a imponer la condicién de que
la caracteristica no dividiera al grado de ninguna de las extensiones consideradas. En la practica las
extensiones que consideramos en este capitulo son subextensiones de L/K donde L es el cuerpo de
descomposicién de un polinomio p € K[X]. Si n es el grado de p, entonces [L : K] es un divisor de n!,
con lo que para garantizar la separabilidad de las extensiones consideradas a partir de un polinomio de
grado n, bastarfa exigir que la caracteristica no dividiera a n!. La razén de imponer como hipétesis que la
caracteristica sea siempre 0 es evitar resultados sobrecargados de hipdtesis. El estudiante deberia hacer
el ejercicio de comprobar en cada caso que se puede cambiar la hipdtesis de que K tiene caracteristica
0, por la de que la caracteristica de K no divide a n!.

Por otro lado supondremos que K tiene “suficientes” raices de la unidad, que en la préctica significa
que contiene una raiz n!-ésima primitiva de la unidad.

11.1. La ecuacién general de grado n

Si Xi,...,X, son variables independientes, entonces el cuerpo de fracciones de K[X7,...,X,] se
llama cuerpo de funciones racionales de K en n indeterminadas y se denota K(X1,...,X,). Si L/K es
una extension de cuerpos y «q,...,a, € L. Se dice que oy, ..., q, son algebraicamente independientes
sobre K si el homomorfismo de sustitucién

St Sanant KXq,...,X,] — L
f — f(alv"'aan)

es inyectivo. En tal caso S se puede extender de forma tinica a un homomorfismo de cuerpos
S:K(Xy,...,X,)— L.
;Por qué?

105
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Definicién 11.1 Sean X,C4,...,Cy, n+ 1 variables independientes. El polinomio general de grado n
es el siguiente polinomio en la variable X con coeficientes en E = K(Cy,...,Cy)

Gn - X" — Can—l 4 C2Xn—2 N (_1)’”_207172)(2 + (—1)”_ICTL,1X + (_1)nCn
y la ecuacién general de grado n es la ecuacion G,, = 0.

Obsérvese que hay un polinomio general de grado n, para cada caracteristica y que los coeficientes
de G,, estan en Ky[C,...,C,], donde K es el cuerpo primo de la caracteristica dada. Pongamos
E=K(C,...,Cy), Th,...,T, las raices de G,, en una clausura algebraica de F, es decir

Gpn=(X-T1)...(X —T})

y F=KT,...,T,) = E(T,...,T,). Es decir, F es el cuerpo de descomposicién de G,, sobre E.
En principio pudiera darse que dos de los T; fueran iguales, pero de hecho eso no se da, lo cual es
consecuencia de la siguiente proposiciéon que dice todavia mas.

Teorema 11.2 EI polinomio general G, = X" — C1 X" 1 + CoX" 2 + ... + (=1)" 20, _2X? +
(=1)""1Ch_1 X + (=1)"C,, de grado n es separable y Gal(Gy, K(C1,...,Cy)) =~ Sp.

Demostracion. Consideremos variables independientes arbitrarias Xy, ..., X, sobre K, sean S1,...,S,
los polinomios simétricos en estas variables y sea

SOZSSI,‘..,S,L: K[C’h...,Cn] — FZK(X1,...,Xn)

f > f(S1,...,80)
el homomorfismo de sustitucion. Como Sy, ..., S, son variables independientes sobre K, ¢ es inyectiva
y su imagen es claramente K[Si,...,S,]. Por tanto K[C,...,C,] ~ K[S1,...,Sy], con lo que ¢ se
extiende a un isomorfismo entre sus cuerpos de fracciones ¢ : E = K(C4,...,C,) ~ E' = K(51,...,5n),

por la Propiedad Universal del Cuerpo de Fracciones. Aplicando la Proposicién 3.9 deducimos que ¢
se extiende a un isomorfismo entre los cuerpos de descomposicién de G,, sobre E y de ¢(G,) sobre
E'. Como Ti,...,T, son las raices de G,, y Xi,..., X, son las raices de ¢(G,), estos cuerpos de
descomposicién son F = K(Th,...,T,) y F' = K(X1,...,X,). Por tanto Gal(F/E) ~ Gal(F'/E'). Por
el Ejercicio 6.4 del Capitulo 6, la extensién F'/E’ es de Galois y su grupo de Galois es isomorfo a S,,.
Por tanto F'/E es una extensién de Galois (en particular G,, es separable) y Gal(E/F) ~ S,. O

Sea
P=Pn+PnaX +0n 2 X2+ A p X" X" = (X —a) - (X —ay) € K[X]
con a4, ..., q, en una extensién L de K. Consideremos el homomorfismo de sustituciéon
S=8u1, 0, KT,...,T] — L
f(Ty,....Tn) —  flag,...,an)
Entonces la restriccién de S a K(C4,...,Cy) es el homomorfismo de sustitucién

S=Sp. i K[C1,....Cil — K
f(clv'-'7cn) = f(ph?pn)

y por tanto p = S(G,,). Eso implica que si T; se puede poner como una expresién radical de elementos de
E, entonces S(T;) se podrd obtener como una expresién radical de elementos de K. Por tanto resolver
por radicales sobre K todas ecuaciones de grado n equivale a resolver sobre K la ecuaciéon general de
grado n. Por desgracia la conclusién del Teorema 11.2 es que esto sélo es posible en pocos casos.
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Corolario 11.3 Si K tiene caracteristica 0, entonces el polinomio general de grado n sobre K es
resoluble por radicales si y sélo sin < 4.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de los Teoremas 10.7 y 11.2 y de que S,, es resoluble
siy solo si n < 4 (Ejemplos 9.7). O

Corolario 11.4 Si K tiene caracteristica 0, entonces todo polinomio de K[X] de grado < 4 es resoluble
por radicales sobre K. De hecho todo polinomio que sea producto de polinomios de grado < 4 de K[X]
es resoluble por radicales sobre K.

El Teorema 11.3 proporciona un ejemplo de ecuacién que no es resoluble por radicales: La ecuacién
general de grado n > 5. Sin embargo este ejemplo es algo artificial, pues se trata de ecuaciones con
coeficientes en el cuerpo de fracciones racionales en n variables. Cuando Lagrange, Ruffini, Abel 6 Galois
consideraban el problema de resolver ecuaciones por radicales, las ecuaciones solian tener coeficientes
racionales y éstas son las ecuaciones que se pretendia resolver por radicales sobre Q. Por tanto, esta
introduccién artificial de variables, no resuelve el problema que interesaba a los cldsicos de resolver por
radicales las ecuaciones algebraicas con coeficientes racionales y, por tanto, todavia cabria la esperanza
de que esto fuera posible. Sin embargo vamos a ver que esto no es asi.

SiPe KX|]yA={a,...,an} es el conjunto de las raices de P, entonces o(A) = A para todo
o € Galg (P). Ademés cada o € Galk (P) estd completamente determinado por la restriccién de o a A.
Por tanto Galk (P) es isomorfo a un subgrupo de S4 y a partir de ahora vamos a identificar Galg (P)
con este subgrupo de S4, que a menudo identificaremos con S,,.

Sea G un subgrupo del grupo de permutaciones S4 de un conjunto finito A (por ejemplo, G puede
ser el grupo de Galois de un polinomio sobre K y A el conjunto de raices de este polinomio en una
clausura algebraica). Se dice que G es transitivo si para todo a,b € A, existe o € G tal que o(a) = b.

Lema 11.5 Sip es primo y G es un subgrupo transitivo de S, que contiene una trasposicion, entonces
G=25p.

Demostracién. Definimos en N, = {1,...,n} la relacién de equivalencia siguiente:
i~ j < la trasposicién (i,j) pertenece a G.

(Aqui entendemos que (i,7) = 1, para simplificar la notacién). Vamos a ver que es efectivamente una
relacién de equivalencia. Sii ~ jy j ~ k, entonces (4, 5), (7, k) € Gy, por tanto, (i, k) = (4,k)(i,5)(4, k) €
G. Esto prueba que la relacién es transitiva y que es reflexiva y simétrica es obvio.

Vamos ahora a ver que todas las clases de equivalencia tienen el mismo nimero de elementos. En
efecto, si A y B son dos clases de equivalencia con a € A y b € B, entonces de la transitividad de
G se tiene que b = o(a) para algin o € G. Si a; € A, entonces (a,a1) € G y por tanto (b,0(a1)) =
o(a,a;)ot € G. Esto muestra que o se restringe a una aplicacién de A en By, claramente o1 (B) C A.
Luego o(A) = B y concluimos que |A| = |B].

Por tanto, si n es el cardinal de cada una de las clases de equivalencia, entonces n|p y n # 1, pues,
como (G contiene una transposicién, al menos una de las clase de equivalencia tiene mas de un elemento.
Luego n = p, es decir, para todo i,j € N, se tiene que (i,7) € G. Esto muestra que G contiene todas
las trasposiciones y por tanto G = S, (Proposicién 6.12 de GyA). O

Lema 11.6 Si P € K[X] es separable, entonces Galg (P) es transitivo si y solo si P es irreducible
sobre K.



108 CAPITULO 11. RESOLUBILIDAD DE ECUACIONES POR RADICALES

Demostracién. Si P no es irreducible y P = fg, entonces ninguna de las raices de f puede ser raiz de
g, con lo que si « es raiz de f y S es raiz de g, entonces o(«) # 3, para todo o € Galg (Galg (p)). Esto
muestra que Galg (Galg (p)) no es resoluble.

Por otro lado, si Galk (p) es irreducible y a y 8 son dos raices de Galg (p), entonces, por la Propo-
sicién 2.10, existe un K-isomorfismo K («) — K(8) que, como L/K es normal, donde L es el cuerpo de
escision de Galg (p) sobre K, se puede extender a un elemento o de Gal(L/K) = Galg (Galg(p)). Por
tanto o(a) = B y esto prueba que Gal(L/K) es resoluble. O

Proposicién 11.7 Sean K un subcuerpo de los nimeros reales y P € K[X]| un polinomio irreducible
de grado primo p. Si P tiene p — 2 raices reales y 2 no reales, entonces Galg (P) =~ S,.

Demostracién. Identificamos G = Galg (P) con un subgrupo del grupo S4 de permutaciones de las
p raices de P en C (que forman el conjunto A). Como G es transitivo, para demostrar que G = S4 (y
por tanto isomorfo a Sp,) basta ver que tiene una trasposicién y aplicar el Lema 11.5. Pero esto esta
claro pues la conjugacién compleja es un elemento o de Galg(p), ya que K C R y este elemento deja
invariantes exactamente p — 2 elementos de A, es decir es una transposicién. [

40 +

20 1

—90 4+

—40 +

Figura 11.1: Gréfica de la funcién f(z) = 22° — 10X + 5.

Ejemplo 11.8 La Figura 11.1 representa la grafica de y = P(z) con P(X) = 2X° — 10X + 5, un
polinomio irreducible sobre Q (Eisentein). La derivada de p es p’ = 10X* — 10, que tiene dos raices
reales: 1 y -1, que son respectivamente un méaximo y minimo relativo de p. Por otro lado f(1) = -3 y
f(=1) = 13. Eso implica que la gréfica de la curva y = p(x) corta al eje real en al menos tres puntos,
uno en cada uno de los tres intervalos (—oo, —1), (—=1,1) y (1, 00). Como ninguna de las raices de P es
rafz de P’, entre cada dos raices de P hay un extremo relativo con lo que si hubiera mds de tres raices al
menos P’ tendria tres raices reales que no es el caso. Por tanto, P tiene exactamente tres raices reales.
De la Proposicién 11.7 se deduce que Galg(p) =~ S5 y por tanto P no es resoluble por radicales sobre Q.
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11.2. Resolucion efectiva

El Teorema 10.7 transfiere el problema de la resolubilidad de ecuaciones por radicales a un problema
de Teoria de Grupos e indica el camino para resolver una ecuacién por radicales si es que esto es posible.
Los pasos serfan los siguientes para un polinomio P € K[X]| con K un cuerpo de caracteristica 0.
Recordemos que estamos suponiendo que K tiene tantas raices de la unidad como sea necesario.

(1) Calcular G = Galg (P) y decidir si G es resoluble o no. Si la respuesta es negativa concluimos que
el polinomio no es resoluble por radicales sobre K, por el Teorema 10.7.

(2) En caso contrario calculamos una serie ciclica (tal vez con factores de orden primo)

G=Gy>G1 >G> ---> G =1.

(3) Aplicando la correspondencia de Galois a esta serie obtenemos una torre de extensiones ciclicas
K=Ly=L=L%CLi =L CLy=LC---CL,=L%=L"=1L
donde L es el cuerpo de escisiéon de P sobre K.

(4) Si[L;: Li—1] = n;, entonces, como estamos suponiendo que K contiene tantas raices de la unidad
como sea necesario, tendremos que L; = L;_1( %/a;), para algin a; € L;_1 (Teorema 8.8).

(5) Los elementos de L, y en particular las raices de P, se pueden expresar en la forma

bo + b1 "/ax + be "W2 +o by 1 nwnkfl’

con bg,b1,...,bn,—1 € Ly_1. Entonces ag, bg, b1, ...,b,,_1 son expresables de una forma similar
a partir de nx-y/ax_1, y repitiendo el proceso se podrd obtener las raices de P mediante una
expresiéon radical de elementos de K.

Obsérvese también que los radicales {/a no estdn univocamente determinadas pues ya sabemos que
una ecuacién del tipo X™ — a tiene n raices: a,&,q, ..., " ta. Por tanto, las expresiones radicales
tienen un cierto grado de ambigiiedad y serd necesario a menudo indicar en una expresién radical cual
de las raices n-ésimas es la que estamos eligiendo. Por ejemplo, en la férmula escolar =bEvb—dac V;j_‘l‘” de
la resolucién de la ecuacién de segundo grado, la expresién /b2 — ac toma los dos valores posibles y
la expresiéon + que aparece en la férmula, implica que podemos elegir cualquiera de los dos posibles
valores. Sin embargo en las expresiones radicales, que al final obtendremos, para resolver las ecuaciones
de tercer y cuarto grado apareceran raices terceras, que supondran una ambigiiedad de eleccion entre
tres raices terceras que habrd que precisar porque, a diferencia de la solucién de la ecuacién de segundo
grado, no serd cierto que las tres raices terceras sean validas.

Parece obvio que, a pesar de que tedricamente el proceso estd claro, no tiene porque resultar facil
obtener la expresion radical de las raices de p. Esta seccién se dedica a resolver ecuaciones por radicales
de forma efectiva. En la seccién anterior vimos que las ecuaciones de grado < 4 son resolubles por
radicales y que para resolver todas las ecuaciones de un cierto grado n < 4 basta con obtener una
expresion radical de las raices del polinomio general de grado n. Por supuesto que para n = 1 el
problema es trivial. A pesar de qué sabemos perfectamente cémo resolver ecuaciones de grado 2 y
también vimos en la Introduccién cémo resolver ecuaciones de grado 3, es ilustrativo volver a estas
ecuaciones desde el punto de vista del programa planteado en el parrafo anterior.
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Ecuaciones cuadraticas

Consideremos un polinomio de grado 2, P = X? + aX + b € K[X] y recordemos que estamos
considerando Galg (P) como un grupo de permutaciones de las raices de P. Entonces Galg(P) es
isomorfo a un subgrupo de Ss, con lo que G = Galg (P) es isomorfo a Sy 0 es un grupo trivial. En el
segundo caso el cuerpo de descomposiciéon de P es K y por tanto P es completamente descomponible
en K. Para evitar casos triviales supondremos que G ~ S5 y de hecho identificamos G y Ss. La tnica
serie ciclica de Sy es

So>1

con lo que si el cuerpo de descomposicién de P sobre K es L, entonces L/K es una torre ciclica y
KcCL

es la torre de subextensiones ciclicas de L/K que andamos buscando. Luego L = K(y/c) para algin
¢ € K. Con la férmula que aprendimos en la escuela sabemos que L = K (v/a? — 4b), es decir ¢ puede ser
tomado como a? —4b. Sin embargo para que este ejemplo sea de verdad ilustrativo debemos olvidarnos de
lo que aprendimos en la escuela y obtener esto de forma directa. Supongamos que P = (X —a;)(X —as),
es decir a; y as son las raices de P. Vamos a poner

A:al—ag.

Recuérdese que si P es el polinomio general de grado 2, entonces a y b son dos variables independientes
sobre K y entonces o y ag también son variables independientes sobre K, de forma que a = —(aq + )
y b = ajas. Por otro lado A? es un polinomio simétrico en las variables a1, as, con lo que A? es un
polinomio en los coeficientes de P. De hecho A? = (a1 —|—a2)2 —4ai0p = a? —4b, con lo que efectivamente
L =K(A) = K(vVa? — 4b), pues a1 y s son las soluciones del siguiente sistema lineal de ecuaciones

a1 + @y = —a

a1 — 9 = A (111)
Por tanto
—a+ A —a—A
o= oy = —
1 2 y 2 2 )

que proporciona la férmula escolar de la resolucién de la ecuacion de segundo grado.
Vamos a analizar este ejemplo con calma pues tiene dos elementos importantes que nos serviran
para ecuaciones de grado mayor.

Resolventes de Galois

La primera ensenanza de la forma como hemos resuelto la ecuaciones cuadraticas es que hemos
introducido un término A = a1 — @y del cuerpo de descomposicién sobre K del polinomio p. En
principio A es un elemento desconocido. Vamos a hacer algo similar para un polinomio arbitrario

P=X"—p X" 4 po X" 2 4o (1) 2pp o X2 4 (=1)" 'pp1 X + (=1)"p, € K[X],

cuyas desconocidas raices llamamos «;,...,a,. Es decir L = K(aq,...,q;,) es el cuerpo de descom-
posicién de P sobre K. Como estamos suponiendo que la caracteristica es 0 L/K es una extensién
de Galois. Vamos a considerar G = Galg (P) como un subgrupo de S,,, identificando la restriccién de
cada o a {aq,...,a,} con una permutacién de los subindices, es decir de N,, = {1,2,...,n}. Para cada
o € Sy, consideramos el K-automorfismo & de K[X1,...,X,] dado por 0(X;) = X,(;). Obsérvese que
siceGy feK[Xy,...,X,], entonces

J(f(ala cee 705n)) = E(f)(alﬂ ) an) - f(Xo(l)a BERE) X(T(n)) (112)



11.2. RESOLUCION EFECTIVA 111

Si fijamos 6 € L, entonces 6 = f(ay,...,q,) para algin f € K[X,...,X,] y vamos a poner

Estabg, (f) = {oc€S,:a(f)=f}
Estabg(f) = {oceG:a(f)=f}.

Como consecuencia de (11.2) se tiene que si 8 = f(aq,...,a,), entonces
Estabg(f) = GNEstabg, (f) C {oc € G:0(0) =0} = Gal(L/K(9)). (11.3)
Sea E = Estabg, (f), con f € K[X1,...,X,] y sea Sp(f) = {&(f) : 0 € S, }. Es facil ver que la
aplicacion
Sn/E = Su(f)
ocE — &(f)

estd bien definida y es una biyeccion. Se llama resolvente de Galois de fy P a

Rpp= [ (X-glon,....on)).

9ESA(f)

Lema 11.9 Si P es un polinomio ménico de gradon y f € K[X1,...,X,], entonces Ry p € K[X].

Demostracion. Para cada o € S, la aplicacién 7 — o7 es una biyeccién de S,, en si mismo y por
tanto

a(Sn(f) ={o7(f) : 7 € Su} ={7(f) : 7 € Su} = Su (/)

En particular, si o € G, entonces

o{q(ar,...,an) 1 q€S(f)}) = {olg(ar,...,an)):q€ S,(f)}
= {a(9)(a1,...,an) : g € Su(f)}
= {q aq, . 7an) :qesn(f)}v

es decir, o permuta las raices de Ry, p, lo que implica que o(Rf p) = Ry, p y como L/K es una extensién
de Galois tenemos que Ry p € K[X]. O

Teorema 11.10 Sea P € K[X] un polinomio separable de grado n con raices ay,...,q, en una exten-
sion de K, y sean G = Galg(P), f € K[X1,...,X,], E = Estabg, (f), 0 € S, y 0 = f(ag,...,a,).
Entonces

(1) o(0) es una raiz de Ry p.
(2) Sio1Go C E, entonces o(f) € K.
(3) Sia(f) € K y es raiz simple de Ry p, entonces 0~ *Go C E.

Demostracién. (1) es consecuencia de la propia definicién de Ry, p.

(2) Supongamos que 0~ 'Go C E. Entonces G C 0 Eo~! = Estabg, (5(f)). Aplicando esto y (11.3)
tenemos G = G N Estabg, (7(f)) C Gal(L/K(0(0))) C G. Luego Gal(L/K(c(9))) = G = Gal(L/K) y
aplicando el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois tenemos que K = K (o (6)).

(3) Supongamos ahora que o(f) € K y que su multiplicidad en Ry, es 1. Como o(f) € K, se tiene
que 70(0) = o(0), para todo 7 € G. Si 7o(f) # o(f), entonces

Ry = ngs f)(X glo, ..., an))
(X —o(0))(X — 7"7(9)) ngsn(f)\{g(e),m(e)}(X —g(a1,...,an))
(X = 0(0)* yes, )\ (o), o0y (X —glar, ... an))

en contra de que o(#) es una raiz simple de Ry ,. Por tanto 7o(f) = o(f), para todo 7 € G, o lo que es
lo mismo o~ '70 € E, para todo 7 € G, es decir 0 " !Go C E. [
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Ejemplo 11.11 (Discriminante) Sea A = [],.; ;. (X; — Xj). Claramente Estabg, (A) = Ay, el
grupo alternado y se tiene que S, (A) = {A, —A}. Por tanto, si P(X) = (X —a3) -+, (X —a,) € K[X],
entonces

Rap=(X—Aar,...,an)) (X +Aag,...,an)) = X2 - Aag,...,a,)* =X%-D.

Si K tiene caracteristica diferente de 2, entonces Ra ;, no tiene raices miltiples. Aplicando el Teorema
de Factorizaciéon de Resolventes (Teorema 11.10) deducimos que si P es separable y G = Galg(P),
entonces G C A, siy solo si 07'Go C A,, siysolosi G C A, siy solosi Ra, tiene una raiz en K siy
solo si D es un cuadrado en K.

El elemento D = A(ay,...,q,)? = [Ticicjcn(ai — a;)? se llama discriminante de P. Obsérvese
que D # 0 si y solo si P es separable. En tal caso, la extensién L = K(aq,...,a,)/K es de Galois y,
si G = Galg (L) = Gal(L/K), entonces LE"4» = K (+/D), es decir, la correspondencia de Galois asocia
G N A, con K(vD).

Ejemplo 11.12 (Resolvente ctibica) Consideremos ahora el polinomio
f1= X1 X+ X3Xy € K[Xy, Xo, X3, Xy].

Entonces
Estabg, (f1) = ((12),(34),(13)(24))

que es un subgrupo de orden 8 de Sy y
Si(f) ={f1, fo = Xu X3 + X2 Xy, f3 = X1 Xy + X2 X3}.
Si ¥4, X9, X3, 24 son los polinomios simétricos elementales en X1, X, X3, X4, entonces

R=(T—fi)(T—f)(T—f3)=T>-PT* + P, X — P

donde
P = fitfot+fs = Sy(X1X>) = 2
Py, = fifo+ fifs+ fofs = Si(X7PXyX3) = XXz —4%,
Py = fifofs — Sy(X2X2X2) 45y Sy(X2) = X24 %25, - 45,5,

En resumen
R=T3—YT? + (,83 — 4%,)T + (485 — £3)%y — X3

y, por tanto, si P = X* —aX? + bX? — cX + d, entonces
Ry p =T~ bT?+ (ac — 4d)T + (4b — a*)d — 2.

Este polinomio se llama resolvente cibica de la cudrtica P. Si P = (X —a1)(X —a9)(X —a3)(X —ay),
entonces las raices de S = Ry, son

01 = o + azoy, 01 = ooz + azay, 03 = ajoy + anas.

Es fécil ver que si P es separable, entonces S también es separable. En tal caso la extension L =
K(aq, a9, as,a4)/F = K(601,02,03) es de Galois pues L es el cuerpo de descomposicién de P sobre K
(y sobre F). Por tanto, si G = Galp(P), entonces o(6;) € F, para todo o € Sy. Aplicando el Teorema
de Factorizacién de Resolventes (Teorema 11.10) deducimos que

o0 'Go C Estabg, (f1) N Estabg, (f2) N Estabg, (f3) =V = ((1 2)(3 4), (1 3)(2 4)).

y, como V <1 tenemos que G C V' y, de hecho G = V N Gal(L/K) (;por qué?), o en otras palabras,
la correspondencia de Galois entre las subextensiones de L/K y los subgrupos de Gal(L/K) asocia F'
con VNGal(L/K).
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Resolventes de Lagrange

La segunda ensenanza que podemos sacar de la resolucién por radicales de la ecuacién de segundo
grado es la relacién entre las raices aq,as de un polinomio de segundo grado y la raiz cuadrada del
discriminante, A = v/D = a1 —aw, que en este caso resulta ser el generador del cuerpo de descomposicién
sobre K. Obsérvese que esta relacion estd regida por el sistema lineal de ecuaciones (11.1) cuya matriz

de coeficientes es
1 1 5040 51-0
(1 1>:<£0~1 51-1)3

donde £ = £ = —1 es una raiz segunda primitiva de la unidad.

Supongamos que L es una extensién ciclica de grado n con Gal(L/K) = (o). Suponemos que K
tiene una raiz m-ésima primitiva de la unidad £ = &,, y queremos obtener una expresion radical de un
elemento o € L en términos de K. Se llaman resolventes de Lagrange de « a los elementos de L de la
forma

(€0) = 3 €009 (a).
1=0

Dados A1,...,An, vamos a denotar por V(Aq,...,\,) a la matriz de Vandermonde definida por
A1, ..., A\n, es decir
1 1 1
A1 Ao ...
VA, .oy An) = A2 A3 A2
AP oA L At
Recuérdese que el determinante de V(Aq,...,\,) es invertible si y solo si los A; son diferentes dos a
dos, ya que su determinante es [],_;(A; — Aj).

Proposicién 11.13 Sea L/K es una extension ciclica de grado n, con Gal(L/K) = (o) y supongamos
que K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad € =&, € K. Sean o € L y

ro=(L,a), m=(Ea), ..., T1=(E""10)
las resolventes de Lagrange de o. Entonces
(1) v € K para todo i y
(2) (a,0(a),...,0" (a)) es la solucion (inica) del siguiente sistema de ecuaciones de Cramer

X1 0

V(17§7€27 A )En_l)

Xn Tn—1

Demostracién. Como 1,£,£2,...," ! son distintos dos a dos, el sistema es un sistema de Cramer y
por la propia definicién de las resolventes de Lagrange, se tiene que (a, (), ..., 0" (a)) es la solucién
del sistema de ecuaciones dado. Por tanto, sélo falta demostrar que r* € K. Cémo L/K es una extensién
de Galois y Gal(L/K) = (o) demostrar que 7" € K es equivalente a demostrar que o(r}*) = r?. Pero

or) = ola+€io(a) +€40%(a) + - + € Vi )
7(0) + £'0%(@) + §%0%(a) 4+ + £ Vo™ ().
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Como ¢" =1y =D = ¢~ pasando el dltimo sumando al principio tenemos

o(ri) = &lato(a)+E0(a) 4o+ Mg a
— gfi(a + §i0(a) +§2i02(a) N g(nfl)io_nfl(a)) _ gﬂ»m .
Por tanto, | |
o(r})=o(r)" = (" 'r)" =& =01l
O

11.3. La ecuacion cubica

Consideremos el polinomio general de grado 3: Gz = X3 — C1 X2 4+ C, X — C3 € K[X] (donde K =
F(Cy,Cq,C3) para algin cuerpo), sus raices Ty, Ts, T3, L = K(T1,T»,T3), €l cuerpo de descomposicién
de G3 sobre K, G = Gal(G3/K) = Gal(L/K) ~ Ss. La raiz cuadrada del discriminante es

A= (T —T)(Th —T3)(Te — Ts).
Sabemos que la serie normal S5 > A3 > 1 se corresponde mediante la correspondencia de Galois con
KCKA)CL

y que D = A? € K. Suponemos que K contiene una raiz tercera primitiva de la unidad & = &3, v por
tanto L/K(A) es una extensién ciclica de grado 1 6 3.

Vamos a obtener una expresion para D. Para ello expresamos D en términos de los polinomios
simétricos elementales en T7,T5 y T3 que son precisamente Cy,Cs y Cs:

D = (Ty - T)*(Ty — T3)X(Ty — T3)?
= T3 + T2 + T3 + T3T2 + T2T + T3T5
—2(TPT3 + TPTS + T3T3)
2T Ts + Th T T3 + Th T T3)
F2ATPTETs + TETSTs + TPToT2 + TV TSTZ + TP TS + ThTETS)
—6T2T3T?
= S3(TVT3) — 2S3(TPT3) — 2C353(T7) + 2C3.53(TT2) — 6C3.

Aplicando el algoritmo explicado en la Seccién 1.2 tenemos

S3(T14T22) = 012022 — 205’ — 20{)03 +4C1C5C5 — 303%,
Sy(TSTS) = €3 —3C1CaCsy + 302,

So(T3) = O3 —3C,Cy+ 3Cs,
Sy(T?Ty) = C1Ch—3Cs.

con lo que
D = 012022 — 205’ — 20?03 +4C1CyC5 — 303%
72(05’ —3C1C5C5 + 303?) — 203(0:13 —3C1Cy + 303)
+204(C1C — 3Cy) — 6C2
—  C2C2 - 4C3 — 4C3Cy + 18C1CaCy — 27C2.

Sustituyendo C;,Cy y C3 por —a,b y —c, para un polinomio p = X2 + aX? + bX + c obtenemos el
siguiente lema.
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Lema 11.14 Si A es el discriminante del polinomio p = X3 + aX? + bX + ¢, entonces
D = A% = a?b? + 18abc — (4b° + 4a®c 4 27¢2).
En consecuencia, si P es separable e irreducible sobre K, entonces

Galg (P) ~ As ~ C3, sia?b?® —4b3 — 4a®c + 18abc — 27¢? es un cuadrado en K;
HK | Ss, en caso contrario

y Galg(a)(P) es ciclico de orden 3.

El grupo Gal(G3/K(A)) estd generado por el 3-ciclo o = (11,75, T3), con lo que las resolventes de
Lagrange de T' = T} son

ro = (1,T) = Ti+To+T3=—a
o= (&T) = T+ +ETs (11.4)
ro = (7)) = Ti+&Tr+ETs

Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos

To 1 1
1 g 'S
ry §%€ ro + 11+ T2
T, — — _ 11.5
! 1 1 1 3 (11.5)
1 ¢ ¢
1 &%

Ahora observamos que
(Ty +ETo + E2T3) = TP+ T3 + T35 + 6T\ ToTs + 3E(THTy + Ty T3 + 36T Ty ) + 362 (Th Ty + TP T3 + ToTh).
Escribiendo T3¢ + T3 + T5 + 6111273 en términos de los polinomios simétricos elementales obtenemos
TP+ T3+ T3 + 6T\ ToT3 = C3 — 3C,Cy + 9Cs.

con lo que

(T) + €Ty + E2T3) = O} —3C1Cy + 9Cs + 3E(TPTy + T3Ts + 3ETVT3) + 363(Th T3 + TETs + ToT3).
Andlogamente

(Ty + €T3 + £T3)° = CF — 301Co + 9C; + 3E2(TE T + T3 Ts + 3TN T3) + 3E(TV T3 + TP Ts + ToTy).
Sumando las dos expresiones tenemos

(Ty + €Ty + E2T3)3 + (Ty + 3T + €T3)% = 2C7 — 60,Cy + 18C3 + 3(€ + £2) S5 (TETy)

Teniendo en cuenta que & + &2 = —1y S3(T2T,) = C1Cy — 3C5 obtenemos
(T + €Ty 4 €2T3)% + (Ty + 2T + £T3)3 = 2C3 — 6C,Co 4+ 18C3 — 3(C1Co — 3C3) = 203 —9C,Cy + 27C5.
Por otro lado

(TETy + T3 + TiTs) — (A T3 4 T3 + ToT?) = (Ty — To)(Ty — T3)(Tz — T3),
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y por tanto

(Ty + ETp + €°T3)° — (Th + E°Ty + £T3)° = 3(¢ — &)(Th — To)(Th — T3)(To — T3) = 3V/=3A.

Luego
7‘:1)’ + Tg’ = 20{’ — 90102 + 27037
ro— 3 = 3/=3A

y resolviendo el sistema tenemos

1

\3/%(205 —9C,Cy — 27C5 + 3y/=3A),
ry = g/%(ch —9C1Cy — 27C5 — 3y/=3A).

Sustituyendo en (11.5) los valores obtenidos para rg, 71 y 72 obtenemos

T = % (—01 + \/ %(20% —9C1Cy — 27C5 + 3v/—3A) + \/ %(20% —9C,Cy — 27Cs — 3\/—3A)> .

Esto proporciona una de las raices de GG3, excepto que ya sabemos que tenemos tres posibilidades para
elegir las raices ctbicas, con lo que tenemos tres posibilidades para 1 y r2, lo que podria dar lugar a
seis raices distintas de (G3 que sabemos que es imposible. Es realidad r; y 72 se determinan una a la
otra por la siguiente férmula:

riry = (T + Ty + ET3) (T + 2T + £T3)

= (T2+To+T2)+ (E+E(NT + T + ToTs)
(T) + Tz + T3)? — 3(T\Ts + i Ts + ToTy)
C2 — 3G,

Por tanto las tres raices cubicas que se pueden elegir como valores para r; determinan el valor de ry y
esto proporciona tres posibles valores para T;. Obsérvese que en realidad estos son los tres valores de
Ty, T, y T3 pues los tres valors posibles para r; son de la forma o, o, &2 v si elegimos r; = «, para
calcular T}, entonces al cambiar « por £ y €2 obtenemos los valores de Ts v T3 tal como aparecen en
(11.4).

En resumen, cambiando de nuevo C1,C5 y C3 por —a,b y —c obtenemos:

Teorema 11.15 Las raices de X3 + aX? + bX + ¢ son los tres elementos de la forma

1 el 51
3 (a + </2(2a3 +9ab—27c+3v—-3D) + {/2(2a3 + 9ab — 27¢ — 3V 3D)>

donde
D = a*b* 4 18abc — (4b® + 4a’c + 27c%).

y las dos raices cibicas hay que elegirlas de forma que el producto sea a® — 3b.

11.4. La cuartica
Consideremos ahora el polinomio general de grado 4,

Gi=X*—O1 X4+ CoX? —C3X +Cy = (X —T1)(X — To)(X —T3)(X — Ty) € K[X].
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con K = F(Cy,Cs,C5,Cy) y L = K(T1,T5,T3,T4). Recordemos que Sy ~ Gal(G4/K) = Gal(L/K) y
este isomorfismo viene dado por la aplicaciéon o — @ que asocia cada o € S4 con el K-automorfismo de
L dado por &(T;) = T, ;). Recordemos también que la serie derivada de Sy es

Sa>As>Vi1
donde V = ((12)(34),(13)(24)). Pongamos
=TT+ 15Ty, fo=TT3+ToTy, [f3=T1T4+TT5.
Del Ejemplo 11.12 tenemos que FV = K(C1,Cs,Cs, f1, f2, f3) v f1, f2, f3 son las raices de la resolvente
cubica
R=(X—f1)(X — fo)(X — f3) = X3 — CuX? + (0103 — 4C4) X + (4Cy — C?)Cy — C2.

La clave de la resolucién de la ecuacién de grado 4 por radicales consiste en que podemos calcular
f1, f2, f3 utilizando el Teorema 11.15 y es facil expresar las raices 11,75, T35, T, en términos f1, fa, f3.
Veamos esto tltimo. Si ponemos

B = Ti+To—T3-T4y=2(T1 +T3) + Cy,
Bo = T —To+T3—-Ty=2(T1 +T3) + Cy,
B3 = Tl—TQ—T3+T4=2(T1+T4)+Cl
concluimos que (71,75, T3, Ty) es la solucién del siguiente sistema lineal de ecuaciones
1 1 1 1 Ty Cq
1 1 -1 -1 | | &
1 -1 1 -1 5 | | B
1 -1 -1 1 Ty B3

que nos proporciona

T = 3(Bi+pBe+f3+C)
Ty = $(B1—P2—Ps+Ch)
Ty = (=fi+p2—Bs+Ch)
T, = 5(B1—B2+ps+Ch)

y sélo falta calcular los ;. Para ello observamos que o(8;) = +8; para todo ¢ € V, con lo que los
cuadrados de los 3; pertenecen a FV = K(Cy,Cs,Cs, f1, fa, f3). Mas concretamente

B = C7—4Cy+4f,
% = 012 —4C5 4+ 4fs,
g = C12 —4C5 + 4f;5.

Esto determina los §; salvo el signo. Para determinar el signo observamos que & (81082083) = (15203 para
todo o € Sy, con lo que 515203 € K(Cq,Co,C3,Cy). Aplicando una vez mds el método de escribir un
polinomio en términos de los polinomios simétricos elementales obtenemos

B1BaBs = C} —AC1Co + 8C5

lo que muestra que el signo de dos de los §; determina el del tercero. La eleccién de dos de los signos
de los B;, no afecta al resultado pues sélo produce una permutacién en las soluciones T;.

Si ahora partimos de un polinomio de cuarto grado p = X* +aX?+bX2+cX +d € K[X], podemos
encontrar sus raices cambiando en las cuentas anteriores los coeficientes de la ecuacion general de grado
cuatro por los de este polinomio y obtenemos el siguiente teorema.
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Teorema 11.16 Las raices de p= X* + aX? +bX? + cX +d € K[X] son

o = 1(B1+ P2+ Bs—a),
oy = 1(B1—P2— B3 —a),
a3 = (=P +PB—PB3—a),

s = (=B —Bo+Bs—a);

51:\/02741)4*491, [32:\/a274b+492 Yy 63:\/a2—4b+493

donde 01, 05,05 son las raices de la resolvente cibica

para

X3 —bX? + (ac — 4d)X + (4b — a®)d — 2.
con una eleccion de los signos de B; de forma que se cumpla

B18233 = 4ab — a® — 8¢

Obsérvese que en la resolucion de la ecuacién de cuarto grado proporcionada por el Teorema 11.16
tenemos dos elecciones posibles para los signos de cada uno de los ;. Combinando estas tres parejas
de elecciones tenemos ocho elecciones posibles de los signos de los §;, de las cuales cuatro satisfacen la
tltima condicién (13233 = 4ab—a® —8c y las otras cuatro no. Cualquiera de las cuatro que satisfacen la
condicion es valida pues al cambiar de una a otra lo inico que cambia es el orden en el que se obtienen
las raices aq, ag, a3, ay del polinomio original.

11.5. Resolubilidad de las ecuaciones de grado primo

Sea n un ntmero natural. En esta seccién vamos a identificar .S,, con el conjunto de las permutaciones
del conjunto Z, de clases de restos médulo n.
Para cada (a,b) € Z} x Z,, sea 04 : Ln, — Zy, la aplicacién dada por o, (z) = ax + by sea

Afy ={0ap:a €Z},be Zy,}.

Obsérvese que Af, es un subgrupo de .S,,. En efecto, por un lado o es la aplicacién identidad, con lo
que 1 € Af,,. Por otro, si a1,as € Z;, y by,by € Z,,, entonces ajas € Z., y

Oay,b10asz,bs (aj) = al(a’Qx + b2) +b1 = a1ax +arby + b1 = Oajias,a1ba+by (-T)
con lo que

Oay,b10az,by = Oajaz,arba+b; € Af"

Finalmente, si (a,b) € Z7 x Z,,, entonces existe a; € Z7, tal que aa; = 1, con lo que
0a,b0ay,—a1b = Oaa;,—aa b—b = 01,0 = 1

y
Oay,—a1b0a,b = Oaja,a1b—ab = 01,0 = 1.

Es decir U;(l) = 0qy,—arb € Afn.
Un subgrupo de S, se dice que es afin en S, si es conjugado en S, de un subgrupo de Af,,. En otras
palabras los subgrupos afines de S,, son los de la forma c~!Go para G un subgrupo de Af, y o € S,,.
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Ejemplo 11.17 Todo subgrupo de S, generado por un n-ciclo es afin. En efecto, si o es un n-ciclo,
entonces ¢ es conjugado en S, de 011 = (0,1,2,...,n — 1) (Teorema 6.9 de GyA). Por tanto (o) es
conjugado de (01,1) en S,,.

Proposicién 11.18 Todo subgrupo afin de S, es resoluble.

Demostracion. Como dos grupos conjugados son isomorfos y un subgrupo de uno resoluble es reso-
luble, para demostrar que todo grupo afin de S,, es resoluble basta demostrar que Af, es resoluble.
Consideremos el subgrupo N = {0y 1) de Af,. Obsérvese que 011’71 = 01,4, para todo b € Z,, y por tanto
N ={o1p:b€Z,}. Ademas N es normal en Af, pues

—1
Ua’bo'l,laa,b =04=1,—a=10a,b+1 = Oa—la,a=1(b+1)—a—1b = Ol,a—1 eEN

Por otro lado H = {040 : a € Z}} es un subgrupo abeliano de Af,, pues es isomorfo a Z!. Ademds
la aplicacién @ : Af, — H dada por ®(0,4) = 04,0 es un homomorfismo suprayectivo cuyo nicleo es
precisamente N. Por tanto Af,, /N = H y por tanto Af, /N es abeliano. Como N también es abeliano,
de la Proposicién 9.9 deducimos que Af, es resoluble. (I

Recordemos que el grupo de Galois de un polinomio irreducible separable es transitivo (Lema 11.6).
Nuestro siguiente objetivo es caracterizar los subgrupos transitivos resolubles de S, para p primo. Pero
antes necesitamos alguna notacién y un lema.

Si o € S, entonces

Flo)={z€Z,:0(x)=2} y M(o)=12Z,\ F(0).

Sea G un subgrupo de S,,. Consideramos G actuando en Z,, de la forma obvia, es decir o - x = o(x).
Entonces
G-z={o(x):0€G} y Estabg(z) ={c € G:0o(x) =1z}

Llamaremos G-érbitas a las érbitas G - de esta accién que forman una particién de Z,, y para todo
r € Z, tenemos
|G - x| = [G : Estabg(z)].

Obsérvese que G es transitivo si y solo si G - x = Z,, para todo x € Z, si y solo si G - ¢ = Z,, para
algin z € Z,.

Lema 11.19 Sea G un subgrupo de S,, y o € S,,.

(1) Sio7'Go = G y x € Zy, entonces Estabg(o(z)) = oEstabg(z)o~1, y en particular, |G - x| =
|G- o(@)].

(2) SiG es un subgrupo transitivo de Sy, y N es un subgrupo normal de G, entonces todas las N-érbitas
tienen el mismo cardinal.

(8) Si G es un subgrupo afin de Sp, con p primo y 1 # o € G, entonces |F(o)| < 1.
(4) Sio~toi110 € Af,, con p primo, entonces o € Af,.

Demostracion. (1) se deja como ejercicio.

(2) Si x,y € Zy,, entonces existe o € G tal que y = o(z). Como N I G, 0~'No = N y por tanto
N 2| = [N - a(x)| = [N -y, por (1),

(3) Sea 0 € G con G un subgrupo afin de S, y supongamos que F(o) tiene al menos dos elementos
distintos. Tenemos que demostrar que o = 1. Como G es afin, 7~ o1 = 0, para algiin (a,b) € Loy X Ly
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y T € Sp. Luego 0 y 043 son permutaciones del mismo tipo (Teorema 6.9 de GyA) y por tanto
|F(04)| = |F(co)| por tanto Fy, , tiene dos elementos distintos = e y. Entonces

ar+b=z y ay+b=y.
Luego (a — 1)(x —y) = 0, lo que implica que a = 1 y por tanto b = 0. Es decir 77!
concluimos que ¢ = 1.
(4) Sea (a,b) € Ly, X Ly tal que 0_101’10 = 04. Como 01,1 tiene orden p, o, también tiene
orden p. Del Pequenio Teorema de Fermat tenemos que a” = a y, como o, tiene orden p deducimos
1 =0", =04, = 04, para algin ¢ € Z,. Eso implica que a = 1, y por tanto b # 0. En resumen

01,10 = 001, para b € Zy. Si x € Z, entonces

or=o010=1y

o(z+0b) =oc01(z) =01,10(x) = o(x) + 1.
Por tanto, para todo k € Z, tenemos que o(kb) = o((k — 1)) + 1 y para k = zb~' tenemos que
ol@)=0o(kb)=c((k—1)b)+1=0((k—2)b)+2=---=0(0)+ k= b le + o(0) = op-1,5(0y ()

es decir 0 = 0p-1 5(0) € Afp. O

Teorema 11.20 Las siguientes condiciones son equivalentes para un subgrupo transitivo G de Sy, con
P un numero primo.

(1) G es resoluble.

(2) G es afin.

(3) |F(o)] <1 para todo 1 £ 0 € G.

(4) G tiene un subgrupo normal de orden p.
(5) |G| < plp—1).

(6) p divide a |G| y |G| < p*.

Demostracién. (2) implica (1) es consecuencia de la Proposicién 11.18.
(1) implica (2). Sea G un subgrupo resoluble de S, y sea

G=Gy>G1>Gyp>--->G,=1

una serie normal con factores de orden primo.

Empezamos demostrando por induccién sobre i, que G es transitivo en S, para todo i < n. Esto es
cierto para ¢ = 0 por hipétesis. Supongamos que 0 < ¢ < n'y G;_1 es transitivo. Aplicando el Lema 11.19
a N = G, un subgrupo normal de G;_1, se deduce que los conjuntos de la forma G; - z, tienen todos el
mismo cardinal y forman una particién de Z,, con lo que el cardinal de estos conjuntos es un divisor de
p. Como G; # 1, |G; - z| > 1 para algin z (y por tanto para todos), de donde se deduce que G; -z = Z,,
es decir G; es transitivo.

Luego G—1 = (o) es ciclico y transitivo y por tanto o es un p-ciclo (;por qué?). Como oy ;1 es otro
p-ciclo, 771oT = 011 para algtin 7 € S,. Sea H = 77'G7 ~ G. Como G es resoluble, H también es
resoluble y

H=Hy>H,>Hs>--->H,=1

es una serie normal con factores de orden primo, donde H; = 7~ 'G;7 para cada 1.
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Vamos ahora a demostrar que H,,—; C Af, por induccién sobre i. Esto es obvio si i = 0 y también
se verifica para i = 1, pues H,_; = 7 (o)1 = (7 'o7) = (611) C Af,. Supongamos que 1 < i <n
y que H, ;1 C Af,. Sea o € H,,_;. Como 011 € H,,—1 € Hy,_(;—1) < H,_;, tenemos que 0_101710 €
Hy,_i—1 € Afp. Del Lema 11.19 deducimos que o € Af, y esto demuestra que H,_; C Af,.

(2) implica (3) es consecuencia del Lema 11.19.

(3) implica (4). Supongamos que |F'(o)| < 1, para todo 1 # o € G, 0 lo que es lo mismo |Estabg (z)N
Estabg(y)| = 1, para cada dos elementos distintos x,y de Z,. Como G es transitivo, p = |G - z| = [G :
Estabg(x)], es decir |Estabg(x)| = |G|/p para todo x € Z,. Pongamos

n=|G, Q= ] Estabe(x)\{1}) vy N=G\Q

TELp

Entonces (2 es la unién de p subconjuntos disjuntos de G, cada uno de cardinal 7 — 1. Luego |N| =

n—p (% — 1) = p. Por tanto existe 1 # o € N, es decir G tiene un elemento o tal que F, = (.
Supongamos que o es de tipo [k1,..., k], 0sea 2 < k; < ky < ...k, 0 =7 -7, cOn 7,...,7; ciclos
disjuntos y 7; de longitud k,.. Entonces p = k1+. .. k- con lo que o bien ¢ es un p-ciclo o no todos los k; son
iguales. En el segundo caso F(c*1) > 2y 0¥t # 1, en contra de la hipétesis. Por tanto o es un p-ciclo y
N = (o) tiene orden p. Del Lema 11.19 deducimos que si g € G entonces g~ 'Estabg(z)g = Estabg(g- )
y como G es transitivo g~ 'Sg = Uyez, (Estabg(g - 2) \ {1}) = Naez, (Estaba(g - ) \ {1}) = X y por
tanto N es un subgrupo normal.

(4) implica (2). Si G tiene un subgrupo normal N de orden p y 1 # o € N, entonces del Le-
ma 11.19.(2) se deduce que o es un p-ciclo. Por tanto existe 7 € S, tal que 77 toT = 011 € Af,. Si
Gy = 77'Gr, entonces N1 = (07 1) es un subgrupo normal de G; y del Lema 11.19.(4) deducimos que
G, C Afp.

(2) implica (5) es obvio pues |Af,| = p(p —1).

(5) implica (6). Supongamos que |G| < p(p — 1). Entonces |G| < p?. Por otro lado aplicando el
Lema 11.19 y que G es transitivo deducimos que p = |G - z| = [G : Estabg(x)] un divisor de |G|.

(6) implica (4). Esta parte de la demostracién utiliza los Teoremas de Sylow.

Supongamos que n = pm < p?. Entonces p{ m y, por el Tercer Teorema de Sylow (Teorema A.10),
el nimero n, de p-subgrupos de G de orden p (p-subgrupos de Sylow) satisface ny|m y n, =1 méd p.
O sea n, = 1+ kplm < p para algin entero k, de donde se deduce que n, = 1. Por tanto, G tiene un
Gnico subgrupo de orden p, que ha de ser normal en G. U

Corolario 11.21 (Galois) Si f € K[X] es irreducible de grado primo entonces f es resoluble por
radicales sobre K siy solo si K(«, ) es un cuerpo de descomposicion de f para cada dos raices distintas
de o, B de f en una extension de f.

Demostraciéon. Sea L el cuerpo de descomposicién de f sobre K. Obsérvese que G = Gal(f/K) =
Gal(L/K) es un subgrupo transitivo de S4, donde A es el conjunto de las raices de f. De los Teo-
remas 10.7 y 11.20 se deduce que f es resoluble por radicales sobre K si y solo si G es resoluble por
radicales siy sélo |F(0)| < 1, paratodo 1 # o € G, siy solosi Gal(L/K (a, 8)) = 1, para cada elementos
diferentes a, f € A siy solosi L = K(a, 8). O

11.6. Calculo efectivo del grupo de Galois

Si intentamos enfrentarnos al problema de si un polinomio p es resoluble por radicales sobre un
cuerpo K de caracteristica 0 nos encontraremos con que la solucién proporcionada por el Teorema 10.7
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no termina de ser satisfactoria pues necesitamos calcular Galg (p) = Gal(L/K), donde L es el cuerpo de
descomposicién de p sobre K, y a primera vista puede parecer que esto requiere calcular L, lo que nos
lleva a calcular las raices de L, que es el problema inicial. Por tanto, tenemos la impresién de encontrarnos
en un circulo vicioso. En esta seccién vamos a ver un algoritmo que teéricamente proporciona un método
para calcular el grupo de Galois de un polinomio irreducible separable arbitrario.

Sea P= X" —p1 X" 1+ pp X" 24 4 (=1)" " 'pp_1 + (—=1)"p, € K[X], un polinomio irreducible
y separable sobre K. Supongamos que aj,...,a, son las raices de Py L = K(a1,...,q,), el cuerpo
de descomposicién de P sobre K. Vamos a considerar

B="Tias+ -+ Thay,

donde T1,...,T, son variables independientes y, para cada o € S,,, ponemos

or(B) = Toyar+ -+ Tomyan

Ja(ﬂ) = Tlaa(l) + e+ Tnaa(n).
Obsérvese que hemos vuelto a la versién clasica en la que los elementos de S,, son permutaciones de
N, ={1,2,...,n}. Por otro lado para cada o € S,,, or denota el inico automorfismo de L[T1, ..., T}, X]
que actia como la identidad en L[X] y or(T;) = T,(;) para todo i = 1,...,n. Esto define una accién
de S, en L[Ty,...,T,,X]. O sea or(f) no es més que la aplicacién de este automorfismo a S. Sin
embargo, no es verdad que o — o, se pueda considerar como una accién de S, en L[Ty,...,T,, X]

pues no es verdad que tenga por qué existir un automorfismo de L que permute los a; como o. Pero
si 0 € Gal(L/K) entonces o permuta los «; con lo que consideramos G como un subgrupo de S,, y
cada o € G se extiende a un automorfismo de L[T7,...,T,, X] que denotaremos como o, de forma que
0a(T)) =Ty 0a(X) = X.

Obsérvese que o7 () = o, 1(B) con lo que el siguiente polinomio podemos calcularlo de las dos
siguientes formas alternativas que se indican

Q= H —or(fB)) = H (X —0a(B))-

gES, o€ESy
Si desarrollamos la segunda forma y lo ponemos como un polinomio en X, 71, ..., T,, observamos que
cada uno de sus coeficientes se obtiene al sustituir aq, ..., a, en un polinomio simétrico en n variables y

por tanto dichos coeficientes estan en K. Vemos esto primero con un ejemplo y mas adelante en general.
Ejemplo 11.22 Si n = 2, entonces
Q = (X — (Tloq + TQO[Q))(X — (T1a2 + Tgal))
= X2 - (041 + Oég)(Tl + TQ)X + 041(12(T12 + T22) + (Oé% + a%)TITQ
= X? = pi(Th + To)X + po(T7 + T3) + (97 — 2p2) i Too.
Para ver la afirmacién anterior en general observamos que cada factor X — o,(8) es un polinomio

homogéneo de grado 1 en las variables X, T}, ...,T,, deducimos que @ es un polinomio homogéneo de
grado n!. Por tanto, cada monomio de @ en dichas variables tiene la forma ayT7" ... T Xn=2i e

con 0 < e; para todo i y >.i ; e; < nl. Para describir a(.) denotamos por Q(e) el conjunto de las
aplicaciones f : S, — N,, U{oo} donde |f~1(i)| = e; para todo i. Entonces

Qe) = Z H Qo (f(3))-
feQ(e) cef—1(N,)
Por tanto a(y = A)(a,...,an) donde

Ao= > I Xegay € KolXi,.... X,
FEQ(e) g f1(Nn)
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donde K es el anillo primo de K. Sea p € S, y f € Q(e) y sea f* : S, — N, U{oo} dada por
f?(o) = f(p~to). Entonces (f?)~1(i) = {0 € S, : p~to € f71(i)} y por tanto o — p~lo define
biyeccién de (f?)~1(i) a f~1(i). Eso implica que f* € Q(e). Como ademds f*™ = (f°)" y f' = f,
deducimos que f +— f* define una biyeccién de (e) en si mismo. Entonces

pPAw) = > I Xeewan= . I Xuw

feQ(e) oef~1(Nn) feqQ(e) pmtoef~1(Nn)

> II Xvo=> I Xeve =40

feQ(e) oe(fr)=1(Nn) feQ(e) oef~1(Ny)

Es decir A es un polinomio simétrico en las variables X1, ..., X,,. Luego A(.) es un polinomio simétrico
en los polinomios simétricos elementales en dichas variables, o sea A) = f(¢)(S1,...,5,) con P €
Ko[X4,...,X,]. Entonces

aey = Ay (ar, ... an) = fey(Si(an, .. an), ..., Sn(aa, ... an)) = P(p1,. .., pn)-
En resumen
n!
QZZ Z f(e)(pl,...’pn)Tlel...Tgn Xj,

i=0 \(©).d+ 50, ej=n!

donde cada fe)(p1,...,pn) es calculable en términos de los coeficientes de P. Esta expresion es tedri-
camente calculable, utilizando el método de expresion de un polinomio simétrico en términos de los
polinomios simétricos elementales, por tanto tedricamente podemos calcular @ sin necesidad de conocer

las raices ay,...,a, de P, como lo hemos hecho en el Ejemplo 11.22.
El siguiente paso consiste en factorizar @ en el anillo K[X, T}, ...,T,]:
Q=0Q1...Q.

Como el conjunto de las raices de @, como polinomio en X, es A = {o7(f) : 0 € S,,}, hay una particién
S, = A1 U---U Ay de forma que

Qi =[] (x — ox(8)

oEA;

Supondremos que 1 € A;. Si consideramos S,, actuando en las variables 71, . . ., T}, se tiene que o7 (Q) =
Q@ y por tanto cada o € S, produce una permutacién de los @;. El siguiente teorema proporciona la
clave para calcular el grupo de Galois de P sobre K.

Teorema 11.23 Si P € K[X] es irreducible y separable sobre K, entonces Galg (P) ~ Estabgn(Ql),
donde Q1 es como antes y Estabgn (Q1) corresponde a la accidn de S, en las variables T;.

Demostracién. Obsérvese que

Ay = {o0€8,: X —op(p) dividea @1} ={0c €S, : X — [ divide a U;l(Ql)}
= {0€8,:Q1=07"(Q1)} =Estaby (Q1).

Sean G = Galg (P) y
Qe = [[(X —0a(8) = [T (X = or(8)).
oceG oeG

Entonces Q¢ divide a @, con lo que Q¢ es el producto de algunos de los Q;. Ademads 8 es una raiz de
Qg, con lo que uno de los divisores irreducibles de Q¢ es (1. Por tanto @1 divide a Q. Esto prueba
que A1 CG.



124 CAPITULO 11. RESOLUBILIDAD DE ECUACIONES POR RADICALES

Reciprocamente, si 7 € G, entonces 7-1(Q1) = Q1 pues Q; € K[X]. Luego

r(Q1) = Tloea,(X —1007(B) = [Iyes, X =75 or(8) = 75" ([1yea, (X — o7 (B)))
71 Q1) = Q1,

es decir 7 € Estabg (Q1). O

Esté claro que el método proporcionado a pesar de ser algoritmico es poco satisfactorio ya que re-
quiere unos calculos enormes. Sin embargo, para el caso en que P sea un polinomio irreducible separable
de grado primo el Teorema 11.20, junto con el Teorema de Factorizacién de Resolvente proporciona un
método alternativo para estudiar si P es resoluble.

Proposicion 11.24 Sean P sea un polinomio irreducible de grado primo p sobre un cuerpo K de
caracteristica 0, f € K[X1,..., X,] un polinomio tal que Estabgs, (f) = Af, y R = Ry p.

(1) Si K no contiene ninguna raiz de R, entonces P no es resoluble por radicales sobre K.

(2) Si K tiene una raiz simple de R, entonces P es resoluble por radicales sobre K.

Demostracién. Sean a,. .., q, las raices de P en un cuerpo de descomposicién de P sobre K y sea
0= f(oq,...,ap).

1. Si P es resoluble por radicales sobre K, entonces G = Galg (P) es resoluble (Teorema 10.7) y por
tanto G es afin (Teorema 11.20), es decir existe o € G tal que 0~ 'Go C Af, = Estabg, (f). Aplicando
el Teorema de Factorizacién de Resolventes (Teorema 11.10) deducimos que o () es una raiz de R que
pertenece a K.

2. Si f € K es una raiz simple de R entonces § = o(f) para algin o € S,. Del Teorema de
Factorizacién de Resolventes deducimos que 0~ 'Go C Af,, con lo que G es un subgrupo afin de S),.
Del Teorema 11.20 deducimos que G es resoluble y, del Teorema 10.7, concluimos que P es resoluble
por radicales sobre K. [

Para fijar ideas supongamos que P tiene grado 5 y sea

o= deAf5 7(zfades)
= LC:;’(E%ZLB + xlxgxg + x%x%m + x%x%m + xi{’xgxi + xlx%xi + x%xgxi—i—
1'237%.27?1 + x%x%% + x?x%mg) + m%xixs + .’L'%(Eil‘{) + x%a?gxg + mgxga:g—l—
x?mx% + xlxixg + m%xgxg + xlxgxg + x%ux%’ + xgximg

Entonces Estabg, (f) = Afs. Podemos ahora calcular Ry p, que es un polinomio de grado 6 cuyos coefi-
cientes son polinomios en los coeficientes de P, observando que los coeficientes de Ry p son polinomios
simétricos en las raices de P. Por tanto Ry p es un polinomio de grado 6 cuyos coeficientes se pueden
expresar en términos de los coeficientes de P. Mds concretamente, si

P=X°4+a1 X 4+ axX?+ a3 X? + as X + as

entonces Ry p es igual a un polinomio de grado 6 en X cuyos coeficientes dependen de los de P. Por
desgracia este polinomio que se puede ver en el Apéndice ocupa varfas paginas. Puede parecer que esto
es bastante inttil por dos razones. En primer lugar por la longitud del polinomio y en segundo lugar
porque reducimos el problema de decidir sobre la resolubilidad de una ecuacion de grado 5 a la bisqueda
de una raiz de un polinomio de grado 6. Sin embargo, el polinomio proporciona un método rapido para
descubrir si un polinomio de grado 5 es resoluble por radicales en algunos casos. Por supuesto sera
necesario utilizar un ordenador para calcular la resolvente. Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplos 11.25 Si P = X®+4 X2 —1, entonces aplicando la expresién en el apéndice podemos obtener
que Ry p =1+ 6T + 1572 + 2073 + 15T* + 61° + T°. Como este polinomio no tiene ninguna raiz en
@, de la Proposicién 11.24 deducimos que P no es resoluble por radicales sobre Q.

Sin embargo si ponemos P = —1+5X +10X2 4+ 10X3 +5X* + X5, entonces Ry p = —256000000 —
608000007 — 560000072 — 2400007 — 40007 + 2075 + T = (T — 80)(T + 20)°. Como Ry p tiene una
raiz simple en Q, de la Proposicién 11.24 deducimos que P es resoluble por radicales sobre Q.

Problemas

11.1 Demostrar el Corolario 11.4 y los Teoremas 11.15 y 11.16, cambiando la hipdtesis de que K tenga
caracteristica 0 por la de que K tenga caracteristica diferente de 2 y 3; y el Corolario 11.21, cambiando
la hipétesis de que K tenga caracteristica O por la de que la caracteristica de K sea mayor que el grado

de f.

11.2 Sean K un subcuerpo de los nimeros reales, p € K[X] irreducible de grado 3. Demostrar que el
discriminante de p es negativo si y solo si p tiene una tnica raiz real y que en caso contrario p tiene 3
raices reales.

11.3 Demostrar que para todo cuerpo K el polinomio X2 — 3X + 1 es irreducible o se descompone
completamente sobre K.

11.4 Sean K un cuerpo de caracteristica diferente de 2 y p € K[X] un polinomio separable irreducible
con discriminante D tal que Gal(f/K) es ciclico. Demostrar que VD € K si y solo si |Galg(p)| es
impar.

11.5 Sea L el cuerpo de descomposicién de X2 — X + 1 sobre Q. Hacer un diagrama de los subcuerpos
de L y describir el grupo de Galois de L sobre cada uno de estos cuerpos.

11.6 Sea L el cuerpo de descomposicién de un polinomio irreducible de grado 3 sobre un cuerpo K de
caracteristica 0. Demostrar que L/K tiene tres o ninguna subextensién de grado 2.

11.7 Sean K un cuerpo de caracteristica 0, f € K[X] irreducible de grado 4, L el cuerpo de descompo-
sicién de f sobre K, F el cuerpo de descomposicién de la resolvente ctibica de f sobre K, m = [F : K]
y G = Gal(L/K). Demostrar

(1) m=1,2,366.

2) Sim = 6, entonces G ~ S,.

5

)
)
3) Si m = 3, entonces G ~ Ay.
)
) Sim =2y f esirreducible sobre F', entonces G ~ Dy, el grupo diédrico de orden 8.
)

(
(
(4) Sim =1, entonces G ~ Cy x C5 (el producto directo de dos grupos ciclicos de orden 2).
(
(

6) Sim =2y f esreducible sobre F', entonces G es ciclico de orden 4.

11.8 Sea P un polinomio irreducible de grado 4 sobre un cuerpo K de caracteristica 0 y sea o una
raiz de K en una extensién de K. Demostrar que K y K(«) son las tinicas subextensiones de K («)/K
si y solo si Galg (P) is isomorfo a A4 6 Sy.

11.9 Demostrar que si K es un subcuerpo del cuerpo de los nimeros reales, p € K[X] es irreducible
de grado 4 y K tiene exactamente dos raices de p, entonces Gal(f/K) ~ Sy 6 Dj.
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11.10 Sean K un cuerpo de caracteristica cero, p = X* +aX? +b € K[X] irreducible y G = Galg (p).
Demostrar

(1) Sibesun cuadrado en K, entonces G ~ Cy x Cs.

(2) Si bno es un cuadrado en K pero b(a? — 4b) es un cuadrado en K, entonces G es ciclico de orden
4.

(3) Si ninguna de las dos condiciones anteriores se verifica entonces G ~ Dy.

11.11 Sean K un cuerpo de caracterfstica cero, p = X% + bX3 + cX? + bX + 1 € K[X] irreducible,
G = Galg(p), a =c® +4c+4—4by B = b? — 4c + 8. Demostrar

(1) Si « es un cuadrado en K, entonces G ~ Cy x Cs.
(2) Si @ no es un cuadrado en K pero af es un cuadrado en K, entonces G es ciclico de orden 4.

(3) Si ninguna de las dos condiciones anteriores se verifica, entonces G ~ Djy.

11.12 Determinar el grupo de Galois del polinomio X4 — 5 sobre cada uno de los siguientes cuerpos:

Q, Q(V5) y Q(iv5).

11.13 Determinar el grupo de Galois sobre los cuerpos indicados de cada uno de los siguientes poli-
nomios:

X3 42X + 2 sobre Zs. X*+6X2+9 sobre Q. X4 —4X? + 2 sobre Q.
X5 +4X3 + X sobre Q. X4+ X? — 6 sobre Q. X% —4X? 416 sobre Q.
X4 — X? — 2 sobre Q. X6 — 9 sobre Q. 4X* —8X?2 41 sobre Q.
X5 — 323 — 2X? 4 6 sobre Q. X3 — 10 sobre Q(v/=3). X4 — 5 sobre Q(V/5).

X* — 2 sobre Q(4).

11.14 Demostrar que sip € K[X] es irreducible, K tiene caracteristica 0 y p es resoluble por radicales,
entonces |Galg (p)| divide a p(p — 1).

11.15 Sea f € K|[X] irreducible de grado impar y resoluble por radicales sobre K, donde K es un
subcuerpo de R. Demostrar que el nimero de raices reales de f es 1 6 p.

11.16 Demostrar que el discriminante del polinomio p = X* + aX? +bX?2+cX + d es

D = a?b%c? — 4b3¢? — 4a3¢3 + 18abe® — 27¢* — 4a2b3d + 16b*d + 18a3bed — 80ab?ed
—6a2c?d + 144bc2d — 27a*d? + 144a2bd? — 128b%d? — 192acd? + 256d°

y que si p es irreducible y separable sobre K entonces Galg (p) es isomorfo a A4 6 Cy x Cy si y sélo si
D es un cuadrado en K.

11.17 Sea f un polinomio separable con coeficientes reales y n el nimero raices no reales de f.
Demostrar que el discriminante de f es positivo si y solo si n es multiplo de 4. (Indicacién: Obsérvese

que si a y 8 son dos raices de f que no son iguales ni conjugadas, entonces (o — 3)(a@ — 3) € R y que
(a—@)?<0)

11.18 Demostrar las siguientes propiedades para E/K una extensién de cuerpos (no necesariamente
finita) y f € K[X] un polinomio irreducible de grado primo p > 5.

(1) Si f esresoluble por radicales sobre K, entonces el niimero de raices de f en E es 1 6 p. (Indicacién:
Utilizar el Teorema 11.21.)
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(2) Si f=XP—aX+beQ[X] cona>0 entonces f no es resoluble por radicales sobre Q.

(3) SiE=R,p=1 mdd 4y el discriminante de f es negativo entonces f no es resoluble por radicales
sobre K. (Indicacién: Utilizar el Ejercicio 11.17).

11.19 Sean p = Z?Zl piXtyq= Z?zl ¢; X" dos polinomios de grado n tales que ¢; = p,,_; para todo
1. Demostrar que p es resoluble por radicales si y solo si lo es q.

11.20 Decidir cudles de los siguientes polinomios son resolubles por radicales sobre Q y si es posible
encontrar una extensién radical que contenga su cuerpo de escision.

X5 —2X*42 X5 —-4X?492 X°—4X+42, X°—4X+10, 2%—-1022+5,X"—10X°+15X +5.
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Apéndice A
Teoremas de Cauchy y de Sylow

Sea X un conjunto y G un grupo y sea Sx el grupo de las permutaciones de los elementos de X.
Recordemos que una acciéon de G en X es un homomorfismo de grupos ¢ : G — Sx. Dada una accién
o de G en X definimos

g-x=o0(g)(z), (g9€CG zecX).
Entonces se verifican las siguientes condiciones para todo g,h € Gy x € X:
(1) g-(h-z)=(gh) - .
(2) 1-xz=u.

Reciprocamente, si tenemos una aplicacién G x X — X de forma que la imagen de (g, ) la denotamos
g -z y se verifican las condiciones 1 y 2 anteriores entonces para cada g € G la aplicacién o(g) : X — X
es una biyeccién (con inversa o(¢~!) y 0 : G — Sx es un homomorfismo de grupos.

Si tenemos una accién de G en X y x € X entonces definimos

G-z={g9g-x:9g€G} y Estabg(z)={9€G:g 2=z}
Entonces Estabg () es un subgrupo de G que llamamos estabilizador de x en G y tenemos una aplicacion:

G/Estabg(z) — G-z
gEstabg(z) — g¢-x

Por tanto,
|G - x| = [G : Estabg(z)] (z € X). (A1)

Los conjuntos {G -z : € X} forman una particiéon de X y se llaman drbitas de . De (A.1) se deduce
que si G es finito entonces los cardinales de las orbitas dividen al orden de G. Por otro lado si R es
un conjunto de representantes de las érbitas, es decir R tiene exactamente un elemento de cada o6rbita,
entonces {G-r : r € R} es una particién de G y por tanto, si X es finito entonces la Ecuacién de Orbitas
toma la siguiente forma:

|X| = Z |G -r| = Z[G : Estabg(r)]. (A.2)

reR reR

Esta ecuacién se llama la Ecuacidn de Orbitas.
Ejemplos A.1 (1) Accidn por conjugacion de un grupo en si mismo.

129
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Sea G un grupo. Definimos la siguiente accién de G en si mismo:

g-x=gxg "
Las orbitas de esta accion son las clases de conjugacién de G y el estabilizador de un elemento x
de G es su centralizador Ceng(z). Denotaremos la clase de conjugacién de g en G con g. De la
férmula (A.1) deducimos que

|29 =[G : Ceng(z)], (z € G).

Las clases de conjugaciéon de G con un tdnico elemento son las formadas por los elementos del
centro Z(G) de G. Sea X un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G que no
estan en Z(G). Entonces los conjuntos Z(G) y % con z € G forman una particién de G y por
tanto, si G es finito entonces

G| =1Z(G)| + ) _[G : Ceng(z)]. (A.3)

zeX

Esta férmula se llama la Ecuacidn de Clases.

(2) Accidn por conjugacion de un grupo en el conjunto de sus subgrupos.

Consideremos ahora el conjunto €2 formado por todos los subgrupos de G y definimos la siguiente
accién de G en :
g-H=gHg ", (g€ G ,H<Q).

La 6rbita de un subgrupo H de G es el conjunto formado por todos los conjugados de H en G y
su estabilizador es el normalizador Ng(H) = {g € G : gHg~! = H}, que es el mayor subgrupo
de G en el que H es normal. Por tanto el nimero de subgrupos de G que son conjugados a H es
[G : Ng(H)]. Las 6rbitas con un solo elemento son las formadas por un subgrupo normal.

Teorema A.2 (Cauchy) Sea G un grupo finito. Si p es un divisor primo de |G|, entonces G posee un
elemento de orden p.

Demostracion. Sea 2 el conjunto de las p-tuplas de elementos de G cuyo producto es 1:

Q={(z1,...,2p) 1 2; € Gparacadaiy xi---xp = 1}.

Es claro que una p-tupla (21, ...,x,) de elementos de G estd en Q si y sélo si x, = (v122- - xp_1)" L.

Por tanto, para dar un elemento de €2 podemos elegir sus p — 1 primeras componentes arbitrariamente
en G, y la dltima queda entonces determinada por éstas. En consecuencia se tiene |Q| = |G|P~1, y en
particular p divide a |Q|.

Sea C' = (¢) un grupo ciclico de orden p, y consideremos su accién por la izquierda en 2 dada por

(¢, (z1,...,2p)) ¥ (xp, T1, T2 ..., Tp_1).

Los puntos fijos para esta accién son los elementos de Q de la forma (z,z,...,x), que se corresponden
con los elementos de GG tales que P = 1. Por tanto, el resultado quedard demostrado si vemos que )
contiene algin punto fijo distinto del (1,1,...,1).

Sea pues k > 1 el ndmero de 6rbitas unitarias (o de puntos fijos) para la accién dada, y sea ¢ el
nimero de drbitas no unitarias. Por (A.1), cada drbita no unitaria tiene cardinal p, y asi |Q] = k + pq.
Como p divide a |Q| deducimos que p divide a k, y como k # 0 deducimos que hay puntos fijos diferentes
del (1,1,...,1), como queriamos ver. [J

Sea p un numero primo. Un p-grupo es un grupo en el que todos los elementos tienen orden potencia
de p. Por el Teorema de Cauchy y el Teorema de Lagrange un grupo finito es un p-grupo si y solo su
orden es una potencia de p. Otra consecuencia notable del Teorema de Cauchy es la siguiente:
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Proposicion A.3 Los p-grupos verifican el reciproco del Teorema de Lagrange. Es decir, un p-grupo
G posee un subgrupo de orden d para cada divisor d de |G].

Demostracion. Sea |G| = p™ con n > 1, y procedamos por induccién en n, con el caso n = 1 trivial.
En el caso general, el divisor d ha de ser de la forma p™ con m < n. Por la Proposicién 2.25 de GyA;,
el centro Z = Z(G) no es trivial, y por tanto contiene un elemento g de orden p. El subgrupo N = (g)
es normal en G (;por qué?), y el cociente G/N tiene orden p"~!. Por tanto p™~! divide a |G/N|, y la
hipétesis de induccién nos dice que G/N posee un subgrupo X de orden p™~!. Por el Teorema de la
Correspondencia, existe un subgrupo H de G que contiene a N y tal que X = H/N, y entonces se tiene
|H| = |X|-|N|=p™ 1p=p™, luego H es el subgrupo que buscdbamos. []

Definicién A.4 Sea G un grupo finito y sea p un entero primo positivo. Un subgrupo de G que sea
un p-grupo se llama un p-subgrupo de G. Por los Teoremas de Lagrange y de Cauchy, G tiene algun
p-subgrupo no trivial si y solo si p divide a|G|.

Si |G| = p"™r con p {r, un subgrupo de G de orden p™ (es decir, un p-subgrupo del mayor orden
posible) se llama un p-subgrupo de Sylow de G.

El Primer Teorema de Sylow

Teorema A.5 (Primer Teorema de Sylow) Sea G un grupo finito y sea p un divisor primo de |G]|.
Entonces G contiene algun p-subgrupo de Sylow.

Demostracién. Sea m = |G| y pongamos m = p™r con p { r. Se trata de demostrar que G tiene un
subgrupo de orden p”, y lo hacemos por induccién sobre m. Como p divide a m, el menor caso posible
es m = py el resultado es entonces trivial. Asi, supondremos que m > p y que el enunciado del teorema
es valido para cualquier grupo de orden menor que m. Distinguiremos dos casos:

Si existe g € G\ Z(G) tal que p no divide a [G : Ceng/(g)] entonces, por el Teorema de Lagrange y el
Teorema Fundamental de la Aritmética, p™ divide a |Ceng(g)|. Como éste es un subgrupo propio de G,
la hipdtesis de induccién implica que Ceng(g) posee un subgrupo de orden p™, y por tanto G también.

En otro caso, se tiene que p divide a [G : Ceng(g)] para cada g € G\ Z(G). Aplicando la Ecuacién
de Clases (A.3) se deduce que p ha de dividir a Z(G). Por el Teorema de Cauchy (A.2), Z(G) contiene
un subgrupo N de orden p, que serd normal en G. Como |G/N| =m/p < my p"~! es la mayor potencia
de p que divide a |G/N]|, la hipétesis de induccién nos dice que existe un subgrupo X de G/N tal que
|X| = p"~L. Por el Teorema de la Correspondencia se tiene X = H/N para algin subgrupo H de G
que contiene a N. Entonces |H| = |N| - |X| = p™, y por tanto H es el subgrupo que buscdbamos. [J

Aplicando ahora la Proposicién A.3 a un subgrupo de Sylow de G se tiene:

Corolario A.6 Un grupo finito posee p-subgrupos de todos los drdenes posibles. Es decir, si G es un
grupo finito y k es un entero tal que p* divide a |G|, entonces G contiene algin subgrupo de orden p*.

Estos resultados nos dan informacién sobre la existencia de ciertos subgrupos de los grupos finitos.
Por ejemplo, sea G un grupo del que sabemos que |G| = 28,600 = 23 - 52 - 11 - 13. Entonces G tiene
subgrupos de cualquiera de los 6rdenes 2, 4, 8, 5, 25, 11 6 13.

. Qué pasa con los subgrupos de otros érdenes? Los resultados anteriores no afirman nada sobre su
existencia, y de hecho no es posible hacer ninguna afirmacién general en ese sentido. Por ejemplo, si
|G| = 12, lo anterior nos dice que G tiene subgrupos de érdenes 2, 3 y 4 (y por supuesto 1 y 12); en
cuanto a los subgrupos de orden 6, existen para el grupo ciclico Zi5 o para el grupo diédrico Dg, pero
no existen para el grupo alternado Ajy.
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El Segundo Teorema de Sylow

A lo largo de este parrafo suponemos que |G| = p™r con p t r. Por el Primer Teorema (A.5) podemos
fijar un p-subgrupo de Sylow P de G; es decir, un subgrupo tal que |P| = p™.

Denotaremos por Sp el conjunto de todos los subgrupos de G que son conjugados de P; es decir, los
elementos de la érbita de P en la accién de G en el conjunto 2 de sus subgrupos. Como “conjugar por x.°s
un automorfismo de G, todos los elementos de Sp tienen el mismo cardinal que P y, en consecuencia, son
p-subgrupos de Sylow de G. Una parte del Segundo Teorema de Sylow afirma que, reciprocamente, todo
p-subgrupo de Sylow de G estd en Sp (es decir, es conjugado de P). Para ver esto primero observamos
que |Sp| =[G : Ng(P)] y P C Ng(P). Por tanto |Sp| divide a [G : P] = .

Consideremos ahora un subgrupo H de G y consideremos la restriccién de la accién de G en Q2 por
conjugacién a una accién de H en S),. Las drbitas de esta accién tienen cardinal divisor del orden de H
y por tanto si H es un p-grupo, todas ellas tienen orden una potencia de p.

Lema A.7 Sea P un subgrupo de Sylow de G, H un p-subgrupo de G y consideramos H actuando por
conjugacion en el conjunto Sp de los conjugados de P en G:

(1) Sp tiene una drbita con un dnico elemento.
(2) La orbita H - Q de un elemento QQ de Sp tiene un unico elemento si y solo st H C Q.

Demostracién. 1. Aplicando la Ecuacién de Orbitas (A.2) a esta accién: tenemos

S| =) 1Q"| =) [H : Estabr (Q)],

donde @ recorre un conjunto de representantes de las érbitas. Como |Sp| | r tenemos que p 1 [Sp| v
en consecuencia p no divide a [H : Estaby (Q)] para algiin @ € Sp. Como H es un p-grupo, ese indice
debe valer 1y asi Estaby (Q) = H conlo que |[H-Q|=[H : H|=1.

2. Si z € Q entonces zQr~! = Q. Por tanto, si H C @ entonces H = Estaby(Q) y por tanto
|H - Q| = 1. Reciprocamente, supongamos que |H - Q| = 1. Sea N = Ng(Q). La hipétesis nos dice que
2@ = Qzx para cada x € H, es decir H C Ng(Q). Por tanto H es un subgrupo de N. Como ademds Q
es un subgrupo normal de IV, del Tercer Teorema de Isomorfia tenemos que H(Q es un subgrupo de N
con cardinal |HQ| = ‘Ig‘fﬂgl" Como tanto H como () son p-grupos tenemos que H(Q es un p-subgrupo
de G que contiene a @, pero como ) es un p-subgrupo de Sylow de G tenemos que HQ = @, o sea
HCQ.O

Podemos ya demostrar el Segundo Teorema de Sylow.

Teorema A.8 (Segundo Teorema de Sylow) Sean G un grupo finito, p un divisor primo de |G|,
P un p-subgrupo de Sylow de G y H un p-subgrupo de G. Entonces H estd contenido en algin subgrupo
conjugado de P.

En particular, todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados entre si.

Demostracién. Por el Lema A.7, la accién del H en Sp tiene una drbita {Q} con un unico elemento
y H C Q. Como Py @ son conjugados en G se tiene que H estd contenido en un conjugado de P. En
el caso de que H sea un p-subgrupo necesariamente H = ) y por tanto H es conjugado de P. I

El siguiente corolario se usa a menudo para contar elementos de un grupo.

Corolario A.9 Sea G un grupo finito y sea p un divisor primo de |G|. La unidn de todos los p-subgrupos
de Sylow de G coincide con el conjunto de todos los elementos de G cuyo orden es una potencia de p.

Demostracién. Es claro que el orden de cualquier elemento de esa unién es una potencia de p (inclu-
yendo al neutro, cuyo orden es p°). Reciprocamente, si o(x) = p* entonces z estd en el p-subgrupo (z),
y por tanto estd en algin p-subgrupo de Sylow por el Segundo Teorema de Sylow. [J
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El Tercer Teorema de Sylow

Sea n,, el numero de p-subgrupos de Sylow de G. Del Segundo Teorema de Isomorfia tenemos que
si P es un subgrupo de Sylow de G entonces n, es el nimero de conjugados de P en G. Ya hemos visto
que |S,| divide a r. Por tanto n, | r y n, = 1 si y solo si P es normal en G.

Teorema A.10 (Tercer Teorema de Sylow) Sea G un grupo finito, sea p un divisor primo de |G|
y sea |G| = p™r con p{r. Entonces el numero n, de p-subgrupos de Sylow de G wverifica:

(1) n, divide a r.
(2) n, =1 méd p.
(8) n, =1 siy solo si algiun p-subgrupo de Sylow de G es normal en G.

Demostracion. 1 y 3 ya los hemos visto.

2. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Por el Lema A.7, la accién de P en Sp por conjugacién
tiene exactamente una érbita con 1 elementos. Las demas érbitas tendran que tener orden distinto de
1 y divisor de |P|, con lo que serdn potencias de p. Por tanto, en la Ecuacién de Orbitas (A.2)

ny = [Sp| =Y _|H-Q"],

exactamente uno de los sumandos vale 1, y cada uno de los otros es miltiplo de p. En consecuencia,
np =1 méd p. O

Criterios de no simplicidad

En este parrafo usaremos los Teoremas de Sylow para obtener un criterio que nos permite afirmar
que ciertos grupos no son simples. Este resultado, junto con otros del mismo tipo que se han visto antes,
nos permitird demostrar que no hay grupos simples no abelianos con menos de 60 elementos.

Proposicién A.11 Sea G un grupo finito con |G| = pq 6 |G| = pq?, donde p, q son dos primos distintos.
Entonces se tiene ny, =1 d ng =1, y en consecuencia G no es un grupo simple.

Demostracién. Usaremos en varias ocasiones el Tercer Teorema de Sylow (A.10). Si |G| = pg podemos
asumir que p < ¢, luego p # 1 mdd ¢ y en consecuencia ng # p, por lo que ny = 1. Suponemos pues
que |G| = pg?, y distinguimos tres casos:

Si p < g entonces p #1 méd g, y por tanto ng = 1.

Si p > ¢*(> q) entonces ¢,¢> #1 méd p y en consecuencia n, # ¢, ¢*, por lo que n, = 1.

Por tltimo, si ¢ < p < ¢* entonces ¢ # 1 méd p y en consecuencia n, # ¢. Por tanto o bien n, = 1,
y hemos terminado, o bien n, = ¢?, y basta ver que esta ltima opcién implica que n, = 1. Supongamos
pues que n, = ¢*. Entonces el ntimero de elementos de orden p que hay en el grupo G es ¢*(p— 1), pues
cada subgrupo de orden p aporta p — 1 elementos de orden p que no se repiten, ya que dos subgrupos
distintos de orden p tienen interseccién trivial. Por tanto, el nimero de elementos de G cuyo orden no
es pes

P’ —¢(p—1)=¢>

Sea ahora K un g-subgrupo de Sylow de G; como |K| = ¢? y K no contiene elementos de orden p, K
debe consistir en los ¢ elementos de orden distinto de p, lo que muestra que K es el tinico g-subgrupo
de Sylow de G y asi ny =1. O
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Lema A.12 Si G es un grupo de orden n y tiene un subgrupo propio H de indice m en G, tal que n
no divide a m! entonces G no es simple.

Demostracién. Consideremos G actuando en G/H por traslacién, o sea g - H = gxH. Estd claro
que Estabg(H) = H y por tanto Estabg(zH) = zHz~!. Por tanto el niicleo de la accién es cg(H) =
NzeqgrHz!. Este grupo es el mayor subgrupo normal de G contenido en H y se conoce con el nombre
de core de H en G. Entonces existe un homomorfismo inyectivo G/¢(G) — Sy, y por tanto [G : ¢(G)]
divide a m!. Por hipétesis n = |G| no divide a m! y por tanto c¢g(H) # 1 como c¢q(H) C H C G,
concluimos que c¢g(H) es un subgrupo normal propio no trivial de G y por tanto G no es simple. [

Teorema A.13 El menor entero positivo n para el que existe un grupo simple no abeliano de orden n
es n = 60.

Demostracion. Si p y ¢ son primos distintos, ya sabemos que los grupos de orden p son abelianos y
que los de 6rdenes p™ (con n > 1), pg y pg® no son simples (Proposicién 15 de GyA y Proposicién A.11).
Esto resuelve todos los casos excepto los de érdenes 24, 30, 36, 40, 42, 48 y 56.

Por el Tercer Teorema de Sylow A.10, si si |G| = 40 entonces ns = 1, y si |G| = 42 entonces ny = 1,
por lo que ningtn grupo de esos érdenes puede ser simple.

Por el Primer Teorema de Sylow A.5, todo grupo de orden 24 tiene un subgrupo de indice 3; todo
grupo de orden 36 tiene un subgrupo de indice 4; y todo grupo de orden 48 tiene un subgrupo de indice
3. Por el ultimo apartado del Lema A.12, ningin grupo de esos érdenes puede ser simple.

Supongamos ahora que |G| = 30 = 2 - 3 - 5. Del Tercer Teorema de Sylow se deduce que ng puede
valer 1 6 10, y que ns puede valer 1 6 6. Si n3 = 10 entonces, como cada par de 3-subgrupos de Sylow
tiene interseccion trivial, la unién de todos ellos tiene 10 - 2 = 20 elementos distintos del neutro, todos
de orden 3. Andlogamente, si n5; = 6 entonces hay 6 - 4 = 24 elementos de orden 5 en G. Por tanto, no
puede tenerse a la vez ng = 10 y ns = 6, por lo que uno de ellos vale 1 y por tanto G no es simple.

Sélo nos queda por estudiar el caso |G| = 56 = 237, que estard resuelto si vemos que o bien n; = 1
o bien ny = 1. Supongamos que ny # 1 y veamos que ng = 1. Del Tercer Teorema de Sylow se deduce
que n7 = 8. Como en el parrafo anterior, G contiene 8 - 6 = 48 elementos de orden 7. Sélo quedan pues
el neutro y 7 elementos de orden 2 para formar los 2-subgrupos de Sylow (de orden 23 = 8), por lo que
ha de ser ny = 1. O

Problemas

A.1 Clasificar los grupos de orden menor que 16 salvo isomorfismos.
A.2 Demostrar que todo grupo de orden 45 es abeliano.

A.3 Demostrar que si p, g, son primos distintos tales que pg < r entonces todo grupo finito de orden
pqr es resoluble.

A.4 Demostrar que todo grupo de orden 63, 440 6 765 es resoluble.

A.5 Dado un grupo G de orden 32 - 13, probar que es resoluble y dar una serie normal con factores
ciclicos.

A.6 Demostrar que todo grupo de orden p?q con p y ¢ primos es resoluble.

A.7 Demostrar que si G es un grupo no resoluble de orden n < 300, entonces n = 60, 120, 168, 180 6
240.
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Apéndice B

La resolvente séxtica de la ecuacion
de quinto grado

6

+T° (—2aia203 + 6a3 + 6a1a4 — 8azay — 14a1a5)

+74 (a%azag + 2a3a3 + 2a3a3 — 16a1a2a3 + 15a3 + 2a1a2a4 — 6a2a4 — 17a1a2a3a4 + 34a1alazas+
31a1a5a4 — 40a2a5a4 + 24ata2 — T2a2a2a2 + 40a3a2 + a3alas — 8atasas + 5balasaszas—
5Oa2a3a5 7Oa1a3a5 — 80a1a4a5 + 160a1aza4a5 + 4Oa1a5)

+73 (— 2a1a2a3 2a1a2a3 + 8a1a2a3 + 10a2a3 + 10a1a3 — 44a1a2a3 + 20a3 — 2a1a2a3a4+
5a1a2a3a4 + 10a1a2a3a4 + 3a1a2a§a4 — 45a2a5a4 + 8a1a3a4 — 114a1a2a3a4 + 167a1a2a§a4+
64afa§a4 — 80a2a3a4 + 8atada? — 37a%a3a? + 4Oa2a4 — 54a1a2a3a4 + 187a1a2a3a4—
152a1a2a3a4 + 116a‘11a§a421 284a1a2a ai + 160a3 a3a4 + 56a1a4 - 268a1a2a4 + 384a1a2a47
160a2a4 — 32a1a3a4 2a1a2a5 + 9a1a2a5 + 10a1a2a3a5 61a1a2a3a5 + 15a2a3a5+
30ada3aas + 63aiadaas — T2atadas + 236a%azadas — 200a2a3as — 140a1a5as — 12ada3asas+
76a?a§a4a5 — 54a1a%a4a5 — 32a?a3a4a5 + 316a‘11a2a3a4a5 - 914a%a§a3a4a5 + 400a%a3a4a57
236a§a§a4a5 + 640a, a2a§a4a5 — 240a‘;’a§a5 + 952a‘;’a2aia5 — 640a1a§aﬁa5 + 32a?a2a§—
236a1a2a5 + 400a1a2a5 125a3a2 + 128a3asa? — 310a3azasa? + 175a1a3a3a? + 160a3a2a+
120atasa? — 780a1a2a4a5 + 32Oa1a5)

+717 (a2a3 + 4a1a2a3 14a1a2a3 + aSal — 14atazal + 27a2a2aS + 18a3aS + 18a3af — 56a1a2a%+
15a8 + 3a1a2a3a4 — 6a2a3a4 + Sa?agagm —44a3a3aias + 72a1aga§a4 —13aSazatas+
102a1a2a3a4 — 73a1a2a3a4 - 107a2a3a4 + 31a1a;a4 — 251a1a2a3a4 + 297a1a2a§a4+
66a1a3a4 80a2a3a4 + alaga4 6a1a2a4 + 9a2a4 13a1a2a3a4 + 67a1a2a3a4 - 90a1a2a3a4+
33a1a2a3a4 — 7Oa1a2a3a4 68a1a2a a4 + 196a2a3a4 + 22a1a3a4 — 347a1a2a3a4 + 831a1a2a§a4—
556a1a2a3a4 + 211a1a3a4 - 420a1a2a3a4 + 24Oa2a3a4 + 22a1a2a4 — 138a1a2a4 + 260a1a2a47
136a2a4 — 116alazasal + 618a5a3asai — 1016a3a3asal + 472a1a5asa3 + 228a?a§aﬁ—
876atazaal + 1132a%a§a§a4 480a2a3a4 — 96a1a3a4 + 96a1a4 — 632a1a2a4 + 14O4a1a2a4—
1248a%a§a3 + 400a2a4 - 48a1a3a4 + 128a1a2a3a4 — 64a1a4 + 2a1a2a3ao - 9a1a2a3a57
lla?agag% + 56a‘;’aga§a5 + 12a1aga§a5 + 1Oa?a§aga5 - 52a%a§a§a5 — 169a%a§a§a5 — 5aga§a5—
12ala3as + 109adazaias — 49aa3aias + 325a1a3a3as — 209atadas + 378aazadas—
300a§a§a5 — 14Oa1aga5 - 5a‘;’aga4a5 + 32a:{’aga4a5 — 36a1a;a4a5 + 30a?a§a3a4a57
225a‘11a§a3a4a5 + 219a%a3a3a4a5 + 90aga3a4a5 + 48a1a2a§a4a5 — 260a?a§a§a4a5+
1020ada3a2asas — 925a1a5a2asas — 236aSadasas + 1412atasadasas — 3024a2a3adasas+
1200aga§a4a5 - 228a:{’a§a4a5 + 960a1a2a§a4a5 - 36aZa§aia5 + 260a§a§aia5 - 357a‘;’a§aia57
40a1agaia5 — 120a5asa3as + 1128aSasasaias — 4058atazasaias + 5124a§a§a3aia5—
1400a4asaas — 840a1a3a4a5 + 2488a1a2a3a4a5 — 1920a1a2a3a4a5 — 416a1a4a5+
2640a1a2a2a5 — 4568a1a2a4a5 + 1920a1a2a4a5 + 624a1a3a4a5 + 7a1a2a5 13a1a2a§f
63a1a2ar 72a1a2a3a5 + 330a1a2a3a5 + 2a1a2a3a5 + 20a1a3asa? + 48a1a3a5 — 224a1a2a3a5—
731a} a2a3a5 + 152a1a2a a? + 250a2a3a5 + 782a1a3a5 — 721a1a2a3a5 + 525a1a2a3a5—|—
240a1a3a5 + 144a1a2a4a5 — 984a1a2a4a5 + 1726ata3asa? — 1276a1a2a4a5 + 500a3asa?+
384a1a3a4a5 — 1220a1a2a3a4a5 + 4854a1a2a3a4a5 — 3300a1a2a3a4ar 844a1a3a4a2
2340a1a2a3a4a5 + 96(1?@3‘1@% — 3112a1a2a4a5 + 334Oa1a2a4a5 — 64a1a5 + 176a1a2a5+
1036a1a2a5 — 2800a1a2a5 + 875a1a2a5 — 968aSasad + 720a1a2a3a5 + 1450a2a3asai+
960a3a2ad + 2400a3asa — 880alasasad — 2560a1a5) + -



+T

(—Qafagag + 4aSa§ — 2a5a2al + 18a3a3al — 28arasal + 4aSal — 28atazal + 34aaZad + 14a3aS+
14a3a3 — 34a1az2a3 + 6a3° — a1adadas — datadaras + 32aaSaras — 3lasatas — ala?adas+
39a‘;’a§a§a4 - 202a:{’a§a§a4 + 201a1agaga4 + 2a§a§a4 - 62a?a2aga4 + 263a‘fa§aga4f
167a%agaga4 — 103a§aga4 + 39a‘;’a§a4 — 228a§a2a§a4 + 229a1a§a§a4 + 34a%a§a4 — 4Oa2a§a4—
aladasa? + 3a1adasza? — aSadaa? + 27ataSaa? — 91a2alaa? + 69a5a3a? + 10aladada?—
170a5a5a3a3 + 519a%a3ada? — 424a1a8ada? — 19a3asa3a? + 227a8d2a3a? — 446atadatal+
8laZaiaia? + 269a5aia? + 77ala3a? — 646a5aza3a? + 1118a3a3aja? — 656a1a3aa’+
170ataSa? — 276a%azaSa? + 160a3a$a? + 2a8aSal — 15atatal + 37aaSal — 32a5a3—
19aza§1a3a2 + 115a§’aga3ai — 232a§’aga3ai + 188a1a3a3a2 + 34a§a§a§ai - Qa?agagai—
462atasa3al + 726a3a5a3a3 — 348aSalal + 28alaiad — 628alazaial + 2341ata3alal—
2864ala3adal + 1220a1a3a3al + 278aSasal — 848atazasal + 1112a3a3atal — 480a3aial—
96a‘;’agai + 28a§agai — 222a?a§aﬁ + 621a‘{agaﬁ — 732afagafll + 256a;af1l — 128a(‘1)a2a3af;+
892alaZasai — 2320alasasai + 2948a3asasai — 1312a1a5a3a) + 328a5a3ai — 1636aSazalal+
2560ata3ala; — 2432a%a3a3a; + 800a5a2a; — 112a3adad + 256alazadal + 96ai’al — 816a5asai+
2632a8a2al — 4128ata3a’ + 2848a2a3as — 512a5a5 — 144alasal + 896a5azasal — 512a3a3asa’—
128ata2al — 128a8as — 2a3ada3as + 9aradaZas — 2a%a5adas + 32ataSadas — 118a3aladas+
31aSadas + 9aladasas — 123aiataias + 428a3a3asas — 93a1aSaias + 76aSaiadas—
347atasasas — 225a2asadas + 3adalas — 58aladas + 365a5azasas — 210adaZaSas+
461ara3aSas — 234atatas + 268a%azatas — 200a2akas — T0aiadas — 2a5aSasas + 15a5a3asas—
27a1a§0a4a5 + 22a?aga3a4a5 — 179a‘11a§a3a4a5 + 369a%a§a3a4a5 - 117a3a3a4a57
60aza%a§a4a5 + 550a§a§a§a4a5 — 1136a§aga§a4a5 + 327a1a5a§a4a5 — 4a§a§aga4a5—
182aSadaiasas + 160atasadasas + 546a3a5adasas + T5aSa3asas — 24alasasas+
470alaza3asas — 1854ajaZasrasas + 3512a3a3aiasas — 2359a1asasasas — 390aSalasas+
1694a‘11a2a§a4a5 — 3306a%a§aga4a5 + 1200a§aga4a5 — 68a‘;’a§a4a5 + 64Oa1a2aga4a5—
29ala5a3as + 252a5aSalas — 628a3atalas + 420a1a5a3as + 134adadasalas — 1291abasasalas+
3179atadaszalas — 1673a%aSazalas — 260asaszaias + 120alasa2alas — 526ala3aZalas+
2365a3a3aaZas — 6589adasaiaZas + 3732a1a5a3a2as — 588adaialas + 4074abazaialas—
9182aia3a3aZas + 10368a3a3asaias — 2800asasaias — 982alasaas + 2120a3azasalias—
1920a1aasalas — 104afadadas + 952a]adaias — 2510alasaias + 1896atadalas + 8araSaias—
176ai%asaias + 1648asasasalas — 7764aSaZasaias + 17448a a3 asadas — 14056a2asasaias+
2400a5asaias — 880alaZaias + 2808afazalaias — 6056aia3aiaias + 3840a1a3a3aias+
1248atadaias — 416alatas + 3712a]azatas — 10248a3a2atas + 1062463 adatas — 4000a;asaias+
928aSasatas — 1664atazasaias + 640a3aias — aSala? + 18ataSa? — 81a2ada? + 108a3la?—
112a%aSasa? + 647alatasa? — 855a1a5asa? + 24ada3aa? + 226a8a4ala? — 1920atada?a+
2254a3aSa3a? + 325a5a2a? — 580aTaZa3a? + 3444ada3a3a? — 2437ala3a3a? — 1335a1a3adaZ+
312a8a3a2 — 1851aSasata? — 257ata3aia? + 270a2a3asa? + 875a5a3a? + 1441a8aja?—
512a3aza5a? + 525a1a2a5a2 + 160a3aSa? + 38afasasa? — 198aSadasa? + 62ataSasa’+
613a%asasa? — 525a5a4a? — 288aladasasa? + 1844ala3azaqa? — 2385a5asazasal—
227a‘i’aga3a4a§ + 30a1aga3a4a§ + 96a%0a§a4a§ — 688a§a2a§a4a§ — 838a?a3a§a4a§—
379atadaasa? + 7310a%asaasa? — 1750a3a3asa? + 1316aladasa? — 1544aasadasa+
5101afa3adasa? — 6600a1a3aiasa? — 2048atasaqsa? — 2340a3azaiasa? + 336a1azala?—
2736a5a%a2a? + 6772a%a3a2a? — 6258atasala? + 1950a%a5a%a? + 500aSala? + 1056alasa?al—
4480alazasala? + 13828aja3asaia? — 23296a3a3asala? + 9700a1a5a3a3a2 — 248aSala3ai—
1572a%aga§aia§ + 6680a%a§a§aia§ — 608a?aia§ — 2096a§5agaia§ + 9112a%a%aia§f
3680a%a3aia? — 3856afasaia? + 16afadai — 310alasad + 1535a5a5ad — 2828a3aSad+
2250a1a%ai + 1040afa3asal — 6810aSaiasal + 12487ata3asal — 8755a7ajaszal — 625a5aza3 —
736ala3al + 4392a]aza3al — 798a5aaZal — 6377a3a3adad + 6125a1a%a3ad — 3812aSadad+
786ataza3ai + 2900a%a3aial + 960aiasad — 128aitasad — 288alazasad + 7448ala3asad -
21968a}a3asal + 24086a3asasai — 9000a1a3asal — 1456a5asasal — 3856a$azasasad+
8836a%a§a3a4a§ - 7800a%aga3a4ag + 10144a‘;’a§a4a§ — 1760a?a2a§a4a§ + 5408a{aiagf
6368a3azalai — 1240a3a3a?ad + 640ai%af — 4144a8asa? + 6784aSa2a? — 1800aiadai—
1000aia3as + 3125a3a3 + 3648a]azas — 2400afazaszai — 7200a3a3asais — 5120ata3ad —
12160aSasal + 13760atazasas + 6656a3as) + - - -
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+ a%a%ag - 4a%a§a§ + 4aga§ - 4a?a§a§ + 16a§a§ag - 16a1a§1a2 + 4a?a§0 - 16a‘11a2a§0 + 14a%a§a§0+

da3ai®4a3all — 8arasal! + ai? + a3alaSas — 2a1a8a3as + aSajaSas — 21ataSaSas + 57a%aSaSas—
38alaSas — 4aladalas + T2a3a3alas — 199a3asatas + 141ar1aSakas + 4afadas — 68aSaraas+
178a‘11a§a§a4 — 93a%aga§a4 - 35a3a§a4 + 16a?aga4 — 74a?a2aga4 + 65a1a§aga4 + 7a%a§0a4—
8azai’ay + atlala? + adalada? — 9ataSadal + 3a1adadal — 13afa3ata? + 119ataSata’—
199a%a;a§aﬁ + 125a§a§ai + 41aZa§a§ai — 358a‘;’a§agai + 649a3a5a3a? — 417a1a5a5a2

+ai%aSa? — 48a8asaSa? + 316aSalaSa? — 436atadaSaZ + 166a%a5a5a? + 113a5aSa? + 72alalal—
372a3aza3a? + 474a3a%a%a3 — 252a1a3a%a? + 5latada? — 68aZazada? + 40a3aia? + afaltal—
4a3?a3 — 3a5aSasal + 7adadazal + 20a1ai’asal + 31abaSalal — 151ai‘aga§a2 + 163a%a8a3al
—160a3a3a3 + 2aladadad — 99aTasadad + 418a5adaiad — 480a3aSadal + 418a1aladal—
12a1%asasal + 148ada3anal — 227a%a3asas — 223alasasas + 226a2a5aiai — 195a5Sasas+

60aladal — 794a§a2aga2 +2097a3a3ajal — 2024a3a3adal + 748a1a%a§a2 +101aSaSai—
240atazaSal + 364a2aaSad — 160a3aSal — 32a3alad + aSaSat — 5abala} + 13ataSal — 48a2adai+
48a3%a} — 12ada3aszal + 42ala3aszal + 45a5aSasal — 94atalasal + 64aiadasal + 36ai%adalal—
84aSadaial — 456afa5a3at + 1117ata3aat — 1126a3aSaZat + 240ala2a} + 16aitadai—
440aasa3at + 2392ala3a3al — 475605 adadal + 4904adasadal — 1536ara5aial + 312ada3al—
1076aSasasas + 1168atalasa; — 1184a3a3asai + 400asasai — 64asaial + 128atazadal+
16ai%a3al — 120a8a3a; + 316a8a3al — 451ataSal + 368a2a%al — 1924845 — 96aitazaszal+
768a3aZasal — 2264aladasal + 3788alasrasal — 3392a3adasal + 1472a1a5asal + 224ai%alal—
1856a5asazal + 4460aSa3azal — 5280ata3azal + 2272a3a5a2a5 — 512a5a3a — 224alaial
+1024a8aza3al — 512a3a2a3al — 64ataial + 64at2a§ — 640aiasal + 2528a5a3al — 5280a8adal+
5776atasal — 2816a2a5as + 256aSas + 64alasal + 640alazasal — 204845 a2asal + 204843 adasal—
128aSa3al — 320a8al + 1024afazal — 1024ata3al + a?ailadas — 4ailadas — 11adaSanras+
44aya3asas + aSasalas — 9aladalas + 80ataSalas — 241a2aladas + 19a5a3as — 4afa3aSas+
34a{agaga5 — 216a?a%aga5 + 569a§’agaga5 — 15a1agaga5 + 8a§a2a§a5 + 60a?a§a§a5—

312atadalas — 278a3a%alas + 23a3akas — 72aladas + 338adazadas — 132a3aZalas + 199a1a3abas —
89atadas + Tlalazadas — 50a2ajas — 14a1ai’as + afadlasasas — 9aiadtasasas + 18ai%azaqas+
aIa;a§a4a5 — 18a?aga§a4a5 + 119a‘;’aga§a4a5 — 218a1a50a§a4a5 — 12a§aga§a4a5 + 142a?aga§a4a5—
730atatadasas + 1234aaSadasas — 105a5a3asas + 29aladaiasas — 321alasaiasas+
1595a3a3asasas — 2574ataSasasas + 45a1aaiasas + 16ai%azadasas — 101afaadaqas—
190a?agaga4a5 + 436a‘{a§aga4a5 + 1296a%agaga4a5 — 139agaga4a5 — 74a‘(1}aga4a5 + 947a§a2aga4a5—
2863alaZaSasas + 3200a3adaSasas — 1488a1asalasas — 203asatasas + 598atazatasas—
1196a2a2alasas + 400a3asasas + 4aiadasas + 160a1aza5asas — 2alaSaas + 20aiadaias—
64a3ailalas + 66arataas + 17adaSasaias — 188a8alasalas + 645ata5asa2as — T74a2adasa2as+
196a3%asa?as — 6ajasa?alas + 216a]adaia?as — 836a3aSala?as + 802a3ataa?as—

87arada2alas — 134ai®a3adaas + 899asadaialas — 2687ala5a3alas + 4087atadaialas—
1614a%aSaialas + 330asadaias — 28aitaia?as + 688adasajaias — 3747ala3asa%as+
9141a3adaia?as — 12571a3asasraas + 4254a1a3aiaas — T78a5adalas + 4139aSazadalas—
5654a‘11a§a§aﬁa5 + 5244a%a§a§aﬁa5 - 1400a§1aga421a5 — 382a?agaﬁa5 + 584a?a2agaﬁa5f
640a1a3asSa?as — 22ada5aias + 251alaSaias — 1011asaladas + 1735a3a5a3as — 1072a1adadas+
48at%adasalas — 758aSaiasalas + 3537aSadasalas — 6671ataSasalas + 4498a%alasalas—
160a§a3a2a5 + 296ai1a2a§aia5 — 2264a?a§a§a2a5 + 6448aia§a§aia5 — 9011a?a%a§a2a5+
8588a§a§a§aia5 — 5888a1aga§aia5 - 600a%0a§a§a5 + 6156a§a2a§a2a5 — 19956a?a§a§a2a5+
25472a%a3adalas — 10620a2aiaialas + 2400a3a3aias — 416alaradas — 544adazaiaias—
1488a?a§a§a2a5 + 1920a1a§a§a2a5 + 624a%a2a2a5 — 48a11a§aﬁa5 + 544a?agaﬁa5 — 2208a§a§aﬁa5+
4170a5a3atas — 3648a3aSatas + 1376a1a%atas — 224ai2asatas + 2256aiazasaias—
9256a5a2asatas + 1974848 adasatas — 24916atasasatas + 15168a%a3asatas — 1600aSasaias—

1232a?a§aﬁa5 + 4520aza2a§aﬁa5 — 512a§’a§a§aﬁa5 - 2112a:{’a§a§aﬁa5 - 4000a1a%a§a3a5 + -
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1072a1a3a3a5 — 1664atazadaias — 192attadas + 1920a?a2af’1a5 — 7056aZa§a2a5 + 13504a?a§a2a5—
12192a3a3adas + 3328a1a5aias + 1472a8asalas — 9472a8azasalas + 9728ataZasalas+

11
640a1a3a4a5 + 1152a7aSas — 1024(1?(12(1?1&5 + a?aéoag — 9a‘11a2 a2 + 27a3a3?a? — 27(12 3a2—
8 6 2 2

11alaSasa? + 97a1a2a3a5 — 285a'1a a3a5 —|— 279a1a5" aza? + 45a1a2a3a5 — 381aSasaaZ+
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