Espectroscopia de vibracion rotacion
de moléculas diatomicas

7.1. ENUNCIADOS Y SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

PROBLEMAS

7.1 Deduzca la ecuacién de Schrodinger nuclear de una molécula poliatémica en la aproximacion
de Born-Oppenheimer.

Solucion:

Ecuacion de Schrédinger molecular:
[Tnucl.('FQ) + Telec.(ﬁ) + ‘/nucl.(ﬁh 'Fa) 1/J(ﬁ, Foz) = E@[}(Fu Fa)

Aprozimacién de Born-Oppenheimer: (7, 7o) = Yeiee.(Tiy To ) Vnucl. (Ta)

Ecuacion de Schrodinger electronica molecular:
[Tnucl. (Fa) + Vnucl. (7:'17 7:'oz):| welec(ﬁ; Fa) = Eelec.w(ﬁi; Fa)

Ecuacion de Schrédinger nuclear molecular:
[Tnucl. (’Fa) + Telec. (FL) + Vnucl. (’F’h ’Fa):| welec. (7?77 Fa)¢nucl. (Fa) = Ewelec. (ﬁa Fa)q/)nucl. (7?04)

Como: Telec. (ﬁ)welec. (7?17 Fa)lbnuclA (Fa) = wnucl. (Fa)Telec. (Fz)welec (Fu F(x)
Tnucl‘ (Fi)welec. (7:;’ Fa)wnucl. (Fa) ~ welec. (Fu 7:‘oz)T‘nucl. (Fl)

~

= T71,ucl4(7?a) + Eele('??o/):| wnucl.("?(x) = Ewnu(:l.(Fa)
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7.2 Deduzca la ecuacién de Schrédinger radial para las funciones de onda S(r).

Solucion:

T dr 2ur?

Ecuacion radial: {—% (% + 2&) NRECE=N] i V(r)} R(r) = ER(r)

2u dr2 2ur?

[ + 2 4 V()] S() = BS(r)

7.3 Obtenga la correccién de segundo orden de la energia de vibracién-rotacién de una molécula
diatémica.

Solucion:

H' = k1q + kog? + kag® + kag®

5@ _ s [a(elalo) ke (o1a )
vt = 2o 2O _ @
v’ #v v v/
_ _2J(J+1)hB. _ 1d%vV(n)
kl - Te Yy k3 — 31 dr3 -

Elementos no nulos de las integrales : < v'|qglv > y < v'|¢3|v >

[N

e

<v+1glv >=<vlglv+1>=|

1
3 5
<v+ 1@l >=<v|@lv+1>=3 [(v;;) ] ’

1
2

<v+3|¢3 >=<v|¢®|v+ 3 >= [W]

(2) _ K lavu]® | K3 [(@®)oro]? | Eks G (@30,
EU,J T hre 2 v—v’ + hve Z v—uv’ + hue Z v—v’
v #v

v’ #v )
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Relacién de recurrencia de los polinomios de Hermite: zH,(z) = vH,_1(z) + %HU_H(Z)

2

i —a
Funciones del oscilador arménico: S,(q) = (2)* (2vi!)% Hy(a?q)e™%"

1

450 = (35) % Somt + (552)* Sus

= Qu'v = (%)% 61;’,1}—1 + (v;;l)% 51}’,1}-&-1

N

3
= (q)%,,, = {(v+1)(v+2)(v+3)} Brwes + 3 [25]2 6

8a3 8as

2 v\v— v— 3
+3 [823] * 0y w1+ {%} ’ Ov -3

E(z) __ k3(30v 430v411)  2nBZ[J(J+1)]? n 6Bcks(v+3)J(J+1)
v,J T 8a3hv, arlve a2r v,

7.4 Escriba la expresién para los niveles de energia de vibracién y rotacion de una molécula
diatémica que incluye hasta la correccién de segundo orden, en funcién de las constantes
espectroscopicas.

v 1 3 ’U2 "
Ef} = (v+ hve + J(J + DhB, + 3thJ(i;1)( +3 ke 4222 +1)
_ k3(30v°+30v+11)  2ABZ[J(J+1)]® | 6Bcks(v+3)J(J+1)

+

8a3hvr, arlve a2reve

Teniendo en cuenta: 30v* +30v +11 =30(v+ $)*+ 1 y20? +20+1=2(v+$)*+3

= Ve - _h _ _ B. [3 , 6ks ] _ _6B2 4ks Berd
We = c Be — 8m2urice Qe = arec |:7”e + augh:| - We 1+ w2he
_ [ eky  30K3 _ 6B2r: [5k3Ber? _ 2B _ 4B?
WeXe = [4042/10 8adh2cre |~ w2hc w2hce k4 D. = arZvec T w?
Voo — 3k _ 7k3 _ B! 3y — Tks Ber?
00 = 8aZhe 16a3h2cpe — 2wZhe 4 w2he

Bet — wo(0+3) + BeJ(J 4+ 1) —wexe(v+ 5)? = ae(v+ 3)J(J + 1) = De[J(J + 1) + Yoo
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7.5 Deduzca las expresiones para las constantes espectroscépicas de vibracién-rotacion del po-

tencial de Morse en funcién de sus parametros a, re y De.

Solucion:

Potencial de Morse: Virorse(r) = De [1 — e—a(T—Te)}2

d‘gg) =2D, [1 — e‘“(r_re)] ae~(r=re) = V'(re) =0

V//(re) = 2Dea27 V///(re) = _6De043, Vv = 14Dea4

Ke = V”(Te) = 2Dea2, k3 = V/”(’I”E) = —Dea3a k4 = V’“’(TC) = 77D‘3a4

3! 1l 12
1/2 1/2
oo = L (N2 _ e (p\Y
€ 2wc \ p T we \ 2u
B, = &r%urzc’ no depende del potencial
_ GBST'i 5Bcr2 ;9 _ a®h
WeXe = w2he |:w§h; k3 — k4| = 8m2uc

Qe = _ 652 [1—ar]= wBe [(u)exeBe)l/2 — Be]

We

4B3
D, = "

7.6 Obtenga una expresion analitica para los niveles de energia de vibracion-rotacién del oscilador

de Morse desarrollando el término centrifugo en serie de Taylor de la exponencial de Morse
(modelo de Morse-Pekeris).

Solucion:

Ecuacion de Schridinger radial: [—%% + ”;:73# + Vidorse (1) | ¥u,5(r) = Ey gtby g (r)

VMorse(T) =D, [1 — e_a(T—Te)} 2

JU+DHR? _ DJFDRZ 2 Rﬁ R— J(J+1)h?
2pur? - 2ur2 r2 T T2 - 2ur?

ko

2 —2
ealr—re) — ¢ = —a(r —re) =lnx, r=re— l"Tw = £ = [ AT ] = {1 — l"‘”}

r ar.—Inz

)
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SN

W

m—%a—x)+(— Lt s ) (-0 =1- Qi1 — ) + Qa(1 - 2)?

Q  ar.’ Q2 <_ are + a23r2)

J(J+1)R?
‘/efectivo = VMorse (T) + (2“%12)

~ D [1— et ¢ R{l QU] 4 Qu [1 - 67(1(7‘77"@)]2}

— R+ RQy [1— =90 =7)] 4 [D, + RQ,] [1 — e~ —7)]?

— R+ C[1—e =] 4 A[1 —e~"=7)]*  C = RQ,, A=D,+RQs
Sit=1"4b, Vefectivo = R+ C + At Ae720b [=2a(r'~re) _ AL o—alr'—ro)

Si % =2 = e =220 que define el valor de b

, 2
Vefectivo=R+C+A—-A + A [1 — g 2alr _Te)} , con Al = Ae~2eb = 7(2‘44‘;0)2

1 1 , 1
= E,j=R+C+A- A’+4A’{”+2—(”§%)2}, S = W:S(A) 5= (BuDo)?

2 v+ 1 1 v+ 1)2
= Buy=R- G |55 ()" - O 5]

Llamando: k = DA

_ Q7 1 1 (v+3) _ 4(w+3)?
B, De{”" TR0z +2[ (14 #Q2)> + (1+i%2>5] R }

7.7 Suponiendo que la molécula diatémica se comporta como un oscilador arménico, determine
las intensidades relativas de las transiciones vibracionales fundamental (v =0 — 1) y la del
primer sobretono (v = 0 — 2) cuando se incluye el término cuadrético en el desarrollo en
serie de Taylor del momento dipolar eléctrico permanente g (r).

Solucion:

[(w=0-1) _ |<0lu(r)[1>?
T(v=0—2) — [<0/u(r)[2>]?

p(r) &~ p(re) + i (re)g + 20 g2 g = —r,

2
I(v=0—1) _ W (re)
To=0—2) — 4 (M”(u))
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7.8 Utilizando la aproximacién lineal para el momento dipolar eléctrico permanente p.(r), de-
termine las intensidades relativas de las transiciones vibracionales fundamental (v =0 — 1)
y la del primer sobretono (v = 0 — 2) cuando se incluye el término cibico en el desarrollo
en serie de Taylor de la funcién de energia potencial V (r). Utilice la teoria de perturbaciones
de primer orden.

Solucion:

I(v=0">2") _ |<0'|u(r)[2'>|?
T(w=0—=1) ~ [<0]u(r)|T>2

|0/ >, I >, |2/ >, son funciones del Hamiltoniano: H = % + ax? — ba®
La transicion 0 — 1, estd permitida para el oscilador arménico
= <0l >=<0|u(r)1 >
Teoria de perturbaciones de 1°7 orden:

0/ >= 0> +—5%— [3|1>+§|3>+-~-}
(2a) 2 h

2 >= 2>+t [—6VZ[1> +9VE[3 > + 2B |5 > ..

(20)3 hv
v= ﬁ\/%, a=+/2am, w(r) = p(re) + p'r
<0r|2" >= m {—6\/5 <0rl >+3 < 1jr|2 > +§ < 3|2 > +]
=< 0|2 >= -39, <01’ >= L
Iw=0—2) _ o _ %

h
I(v=0'—1") = (w)2a® = 3 (477\/%)

7.9 Deduzca la expresién para los niimeros de ondas de las lineas del espectro de rotacién pura
de una molécula diatémica.

Solucion:

Niveles de energia:

Bod — o4 3) 4 BoJ(J + 1) — wexe (v + 2)2 — ap(v+ 1) J(J +1) = D[J(J +1)]

Numero de ondas:

D(J — J+1) = Bestl=Ped — 9B (] 41) —4D(J + 1)
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7.10 En el espectro de microondas de la molécula de CO se observan las siguientes lineas espec-
trales:

J—=J 0—1 1—2 2—3 3—-14 4 -5
v (MHz) 115271.20 230537.97 345795.9 461040.7 576267.8

Determine a partir de estos datos las constantes espectroscépicas By y D de la molécula.

Suponga, ademds, que la transicion J = 0 — 1 del estado vibracional v = 1 ocurre a
114221.2 MHz. Calcule entonces las constantes a. y B, y los valores de las distancias r. y
To.

Solucion:

Frecuencia de una linea del espectro de rotacion pura:

v=2(J+1)B, —4D(J + 1), 45 =2By —4D(J +1)?

—~ D =0,18 MHz, By = 57635,96 M Hz
VO_)l(U = 1) = 231 — 4D, = B1 = 57110,96 MHz
Bo=B,— %, By=B,—3% = a, =52 MHz B, =57898 MHz

r? = gt = e = L128A, rf =r28e = g = 1,1308A

7.11 En el espectro de rotacion pura de la molécula de HCI se observan con igual intensidad las
lineas que aparecen a 127.2 y 212.0 cm~!. Calcule la temperatura de la muestra. La constante

rotacional vale 10.6 cm~1.

Solucion:

Valor de J correspondiente a las lineas: v = 2(J + 1) B,
=1272em™ ! - J, =5, 2122em™! —= J, =9

La poblacion del nivel inicial es determinante de la Intensidad rotacional: I < Ny

—BeJ(J4+1)he

= N =(2J+1)e T =N, =N,

BelJa(Ja+1)—Jp(Jp+D)]he
kyT

2Jg+1 _
2Jp+1

_ Be[Ja(Ja+1)—Jp(Jp+1)]he _
T= kB[ln(QJa—l-l)—lbn(Qbe—&-l)] = 1689 K
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7.12 Deduzca las expresiones para los niimeros de ondas de las lineas espectrales de las ramas R
y P de una banda de vibracién-rotacién de una molécula diatémica.

Solucion:

Ezxpresion general para la energia expresada como nimero de ondas:

E,;g =we(V+3) + BeJ(J +1) —wexe(v + 3)2 — ae(v+ 3)J(J + 1) = D[J(J + 1))

Origen de banda:
vo(v = v, J =0) = we (v — v) —wexe[v) (v + 1) —v(v+ 1)]

Rama R: vp(v — v, J — J+ 1)

Rama P: vp(v —v',J — J —1)

=ip(v — ') = [2Be — ac(v + 0 + 1)] — (v —v)J? +4D.J3, J=1,2,3,---

=0p(v = ')+ [2Be — ae(v + 0"+ 1)] — (v —v)(J +1)2 —=4D.(J + 1)3, J=0,1,2,---

7.13 El origen de la banda fundamental de la molécula de CO aparece a 2143 cm ™! y el del primer
sobretono a 4260 cm~!'. Calcule las constantes espectroscépicas we y weZe de esta molécula
y determine a partir de ellas la energia de disociacion D, y la constante a del potencial de
Morse. Calcule también el valor de Dy.

Solucion:

Ezxpresion general para el origen de banda:

770(” - U/a J = 0) = we(v/ - ’U) - WeXe['UI(U/ + 1) - 'U(U + 1)]

we = 2169 em ™!

WeXe = 13 em™1

D, = her2i— = 11,20€V

eXe

2 -1
% = Sigeexe 5 g = 2 294

Eo=0,13¢V

Do =D, — Ey = 11,06V
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7.14 Calcule las constantes espectroscopicas w, y weze de la molécula de HCI a partir de los

siguientes valores de los origenes de sus bandas infrarrojas:

v— 0—1 0—2 0—3 0—4 0—5

7 (em™1) 2885.9 5668.0 8347.0 10923.1 13396.5

Determine, usando dichas constantes, la energia de disociaciéon D, suponiendo que la curva

de potencial es la del oscilador de Morse.

Solucion:

Ay = DO(O — v+ 1) - 7;0(0 - U/) = We — 2WeXe('Ul + 1)
A2y = Abp(v' + 1) — Adp(v') = —2we Xe

= WeXe =H157em™,  we =2988,72cm !
2

D, = he2e— =535V = 43184,1 cm™!

dwexe

Ezpresion general para el origen de banda: Dp(v — 1) = wev' — wexet' (v + 1)

7.15 Escriba las expresiones para los nimeros de ondas de las lineas espectrales de las ramas R y

P en funcién de las constantes rotacionales efectivas B, y B, .

Solucion:

Ezxpresion general para el origen de banda:

EhJ = we(v+ %) — weXe(v+ %)2 + ByJ(J +1) = D[J(J + 1))?

C

Rama R: vp(v — ', J — J +1)

Rama P: vp(v — ', J — J —1)

= (v — V') = (By + By)J + (By — B,)J? +4D.J3

=p(v = V') + 2By + (3By — By)J + (By — B,)J? —4D.(J +1)3
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7.16 Demuestre que la lineas de las ramas R y P de las bandas de absorcién vibracionales v — v/

de moléculas diatémicas satisfacen las relaciones: R(J) — P(J) = 2B (2J + 1), R(J — 1) —
P(J+1)=2B,(2J + 1). Suponga que la constante espectroscépica D, es despreciable.

Solucion:

Rama R: vp(v = v, J — J+1)
=y(v = v')+ 2By + (3By — By)J + (By — BU)J2 — 4D (J + 1)3
Rama P: vp(v — ', J — J —1)

= 0y(v = V') = (By + B,)J + (By — B,)J? + 4D, J?

= R(J) — P(J) = 2B, (2J + 1)

= R(J —1) = P(J +1) =2B,(2J + 1)

7.17 Se miden las siguientes lineas (en cm™!) de la banda fundamental de la molécula de HCI:

0 1 2 3 4 )
R(J) 2906.25 2925.78 2944.89 2963.24 2980.90 2997.78
P(J) 2865.09 2843.56 2821.43 2798.78 2775.79

Calcule, usando estos datos las constantes rotacionales espectroscépicas By, By, Be ¥y ae ¥
la distancia de equilibrio 7., y el origen de la banda.

Solucion:

R(J)—P(J)=4By(J+ 1)), R(J-1)—P(J+1)=4B,(J+3)
= B;=10,12em™', By=10,40cm™!
B, = B. — a.(v+ %) = a.=0,28cm !, B,=1054cm™ ! = 315978,6 Mhz
r2 = ﬁ =r.=128A
R(J) =i + 2By + (3By — By)J + (By — By)J?
P(J) =y — (By + By)J + (By — By)J?

R(0) — P(1) =20+ 2(B1 — By) = it = By — By + O — 9885 95 ¢!
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7.18 Se miden las siguientes lineas (en cm™!) de la banda fundamental:

0 1 2 3 4 5 6
R(J) | 2147.08 2150.86 2154.60 2158.30 2161.97 2165.60 2169.20
P(J) 2139.43 2135.55 2131.63 2127.68 2123.70 2119.68

y de la banda del primer sobretono de la molécula de CO,

0 1 2 3 4 ) 6
R(J) | 4263.84 4267.54 4271.18 4274.74 4278.24 4281.65 4285.01
P(J) 4256.22  4252.30 4248.32 424426 4240.14 4235.95

Calcule usando estos datos las constantes rotacionales espectroscopicas g, By, By vy Bs de
cada banda. A partir de estas constantes determine a su vez los valores de we, weXe, Be ¥
as. Obtenga finalmente los valores de la distancia de equilibrio y las constantes de fuerza de
la molécula.

Solucion:

Banda fundamental (v=0— v =1)

R(J)—P(J)=4By(J +1)), R(J—-1)—P(J+1)=4B,(J+ 1)
= B;=1904cm™!, By=1924cm™!
R(0) — P(1) =20+ 2(B1 — By) = (0 — 1) = By — By + 2P — 9143 97 ¢y~

Primer sobretono (v=0— v = 2)

By =1887cm™!, By=1922em~t = (0 — 2) = By — By + BQHPW _ 496006 cm L
B yae: Bv:Befae(er%)
B, =1937cm™! ae =0,018cm™!
We Y WeXe *
Origen de la banda: Dp(v — V') = we (V) — v) — weXe [V (Vv + 1) — v(v + 1)]
= we=300(0 = 1) — )0 — 2), wex, = 20z -20=2)

= we =2169,75cm ™1, WeXe = 13,24em™1

. 2_ __ h _
Te ! Te = §:2,B. = Te = 1,13A




12 Capitulo 7 Espectroscopia de vibracion rotacién de moléculas diatémicas

Constantes de fuerza:

Nl

Constante de fuerza armdnica: w, = ﬁ (%) = k=1902816 =%
"y 6B2 4k3B.r
Constante de fuerza cibica: e = —= = [1 + &*wzr"] = ky=-2294x 10" £4
-y 6B2r 5kz Ber? 3
Constante de fuerza cudrtica: weXe = — wze,:; [1 + }fcwgre — k4] = k4 =3,59 x 10?2 =

7.19 Incluso cuando la estructura rotacional de una banda fundamental no puede resolverse, es
posible, algunas veces, obtener la constante rotacional B a partir de la separacién entre
los méximos de las ramas R y P que viene dada por Avpr = 2.4 (B.T)"/?, donde la con-
stante rotacional B, viene expresada en cm~! y T es la temperatura absoluta. Deduzca esta
ecuacion.

Solucion:

DPR = DR(Jmaz> - DP(Jma:r)
Adoptando el modelo oscilador armdnico-rotor rigido:
Vp =10y +2B.(J+1), Up =1y —2B.J

DPR = DR - ﬁP = 4Be(Jmax + %)

1
J _ kpT 2 1
mar = \ 2B.hc 2

= Upr = 2,36 (B.T)'/?

7.20 Usando la expresién G(v) = we(v + 1/2) — were(v + 1/2)? para los niveles de energfa vibra-
cionales de una molécula diatémica, demuestre que la energia de disociacién puede calcularse
de la forma D, = w?/(4w.z.).

Solucion:

Espaciado entre niveles vibracionales consecutivos:
AGU :G(U+1) _G(U)7 {GU :we(U—F%) _WeXe(U‘F%)Q}

AG

= We — QWeXe(Uma:c + ]-) =0 = Umazx = quexe -1

Ymaz

2
Ve = G(Umaz) = 4:;6)(6




